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1 Equazioni differenziali
Esercizio 1.1. Trovare l'integrale generale dell’equazione differenziale

y(x) = —g y(x) + % (1.1)

nell’intervallo] = {x e R: x > 0}.
Soluzione: L'equazione e del primo ordine lineare, della forma y’(x) = a(x)y(x) + b(x) con a, b continue

nell’intervallo I. Ponendo A(x) = f a(x)dx, con il metodo della variazione della costante troviamo che la
soluzione generale della (1.1) ¢ data da

y(x) =A™ f e A®p(x)dx. (1.2)
Nel nostro caso abbiamo
Ax) = f(—?—c)dx =- log(x5) + cost.

Inoltre

x4

() —A(x) _ AW —A(x) 2¢° _ -5 5 2¢° _ -5 X2 -5 32
el e b(x)dx = e e - dx =x X ——dx=x 2xe* dx = x7>(e* + cost.).
Dunque la soluzione generale ¢ data da
y(x) =x7° (e"2 +0), x>0
dove c € R.

Esercizio 1.2. Trovare l'integrale generale dell’equazione differenziale, nell'intervallo I = {x € R : x > 0}:

y(x)+ ye) + 2 =0, (1.3)

2x Vx

Soluzione: L'equazione e del primo ordine lineare, della forma y’(x) = a(x)y(x) + b(x) con a, b continue
nell’intervallo I. Dunque la soluzione generale ¢ data dalla (1.2). Nel nostro caso abbiamo

Ax) = f (—zl—x)dx = —log(V¥) + cost.

Allora

e fe‘A(")b(x)dx =AW fe‘A(x) (—i\/_)dx = —L\/_ 3dx = —L\/_(Sx + cost.).
x x x

Dungque la soluzione generale & data da

y(x):—3\/§+%/_, x>0
%

dovec e R.

Esercizio 1.3. Trovare l'integrale generale dell’equazione differenziale, per x € I = (0, 5):

Y (x) = tan(x)y(x) + /sin(x). (1.4)



Soluzione: L'equazione e del primo ordine lineare, della forma y’(x) = a(x)y(x) + b(x) con 4, b continue
nellintervallo I. Dunque la soluzione generale ¢ data dalla (1.2). Abbiamo

Ax) = f tan(x)dx = —log(cos(x)) + cost.

Allora
e f e A®p(x)dx = %(x) f cos(x) y/sin(x) dx = 1 (%(sin(x))g’/ 24 cost.).

cos(x)

Dungque la soluzione generale ¢ data da

2 5 /sin3 (%) c

3 cos(x) - cos(x)’

y(x) = x € (0,71/2),

dovec e R.
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Figure 1.1: Grafico delle soluzioni dell’esercizio 1.3 per valori interi di ¢ tra —10 e 10.

Esercizio 1.4. Trovare I'integrale generale dell’equazione differenziale, per x € I = (—%, %)
Y (x) = tan(x)y(x) + sin(x). (1.5)
Se y(r/4) = ﬁ, scrivere I'equazione della retta tangente al grafico di y nel punto x = /4.

Soluzione: L'equazione & del primo ordine lineare, della forma y’(x) = a(x)y(x) + b(x) con a, b continue
nell’intervallo I. Allora la soluzione generale & data dalla (1.2). Abbiamo

A(x) = f tan(x)dx = —log(cos(x)) + cost.

Allora . . .
@ [ AW - i = —(=sin? .-
et f e~ Yb(x)dx s f cos(x) sin(x) dx ( > sin“(x) + cost )

cos(x)



Dunque la soluzione generale & data da

sin?(x) c
yx) = 2cos(x)  cos(x)’ X € (=n/2,m/2),
dovec € R. Se y(n/4) = allora ¢ = 1. Dunque

1 7
G

Ne segue che la retta tangente al grafico di y ha equazione r(x) = y(rt/4) + y’(1t/4)(x — 1t/4) ossia

y' (r/4) = tan(r/4)y(rt/4) + sin(n/4) =

") = —— + —(x— /).

2V2 2V2

Figure 1.2: Soluzione dell’esercizio 1.4 e retta tangente in x = 71/4.

Esercizio 1.5. Trovare l'integrale generale dell’equazione differenziale:

¥ (x) = (y(x) + 1) sin(x) = sin(x) cos(x). (1.6)

Soluzione: L'equazione & del primo ordine lineare, della forma y’(x) = a(x)y(x) + b(x). Le funzionia, b
sono continue su tutto R dunque possiamo risolvere per ogni x € R senza limitazioni sul dominio.
Ponendo A(x) = f a(x)dx, la soluzione generale & data da

y(x) = A0 f e~ AOp(x)dx

Nel nostro caso abbiamo
A(x) = f sin(x)dx = — cos(x) + cost.

Allora
e f e A@p(x)dx = e~ f 5™ sin(x)(cos(x) + 1) dx.

Con la sostituzione s = cos(x), e poi integrando per parti troviamo

feCOS(X) Sil’l(X)(COS(X) + 1) dx = — f(S + 1)€sds = —s¢® + cost.
Dunque la soluzione generale e data da
yx) =e cost) (— COS(x)f?COS(X) + C) = —cos(x) +ce” cos(x) x€R,

dove c € R.



Figure 1.3: Soluzioni dell’esercizio 1.6 per valori interi di ¢ tra =3 e 3.

Esercizio 1.6. Trovare la soluzione del problema di Cauchy:

Y’ (x) = (y(x) — 3) cos(x) = sin(x) cos(x)
(1.7)
y(0)=0
Soluzione: Ragionando come in Esercizio 1.5 si ha la soluzione
y(x) = 2 — 25" — gin(x).
Esercizio 1.7. Trovare la soluzione del problema di Cauchy:
y'(x) = — tan(x)y(x) + cos®(x)
v (1.8)
y(r/4) = 5

Soluzione: Ragionando come in Esercizio 1.5, e ricordando che f cos?(x)dx = 5+ }I sin(2x) + ¢, si ha la
soluzione
3 n

y(x) = (3 — §)cos(x) + %x cos(x) + }Icos(x) sin(2x).
Esercizio 1.8. Trovare tutte le soluzioni dell’equazione
Y (x) = cos(x)(y(x) + sin(x)). (1.9)

Dire per quali A € R esiste una soluzione che ha come tangente nel punto xy = 0 la retta r(x) = —x + A.

Soluzione: Ragionando come nell’esercizio 1.5, troviamo le soluzioni
y(x) = eS"W(c + 1) — sin(x) - 1, xeR
per ogni ¢ € R. La retta tangente in xo = 0 vale

r(x) = y(0) + y'(0) x



Figure 1.4: Soluzioni dell’esercizio 1.8 per valori interi di c tra —6 e 6, e retta tangente in x = 0 con
coefficiente angolare —1. Tra le soluzioni, 'unica curva che ha questa retta come tangente in xo = 0 &
y(x) = —sin(x) — 1 che corrisponde a c = —1.

e dunque se r(x) = —x + A si deve avere y(0) = A, ¥’'(0) = —1. Ma in x = 0 si deve avere y'(0) =
cos(0)(y(0) + sin(0)) = y(0). Dunque una tale soluzione esiste se e solo se A = -1 e in quel caso c = -1,
ossia la soluzione &

y(x) = —sin(x) - 1, xeR.

Esercizio 1.9. Trovare la soluzione del problema di Cauchy:

, _ sin(x)
Y0 = yoP S w10
y(m/3) =1

Specificare l'intervallo massimale di esistenza della soluzione. Scrivere I'equazione della retta tangente alla
soluzione nel punto x = 0.

Soluzione: L'equazione € non lineare a variabili separabili. Separando le variabili troviamo la soluzione
1

1-vV2+2 \/cos(x)l

che e ben definita in un intorno di xp = 7/3 con y(1t/3) = 1. Poiché l'equazione soddisfa le ipotesi
del teorema di esistenza e unicita in forma locale, sappiamo che esiste un intervallo massimale I che
contiene 7/3 in cui e definita I'unica soluzione. Questo intervallo coincide con l'intervallo massimo
I ¢ R tale che a) ©/3 € I, b) cos(x) > O perognix € I,ec) 1 — V2 + 24Jcos(x) # 0 per ogni x € I. Le
condizioni a) e b) mostrano che I € (—1t/2, 7/2), mentre la ¢) indica che cos(x) # (V2 — 1)?/4. Allora

= (oo 22) (22

y(x) =

In x; = 0sihay(0) = 1/(3 — V2) e dunque
y© =y =

\cos(0)

Allora la retta tangente alla soluzione in x = 0 & orizzontale, con equazione r(x) = 3_%5 per ogni x € R.



Esercizio 1.10. Risolvere il problema di Cauchy:

¥’ (x) = cot(x) y(x) — 2sin(x)
y(n/4) =0

Specificare 'intervallo massimale di definizione della soluzione. Scrivere I'equazione della retta tangente alla
soluzione nel punto x = 1/2.

(1.11)

Soluzione: E un’equazione lineare del primo ordine e dunque la soluzione esiste ed & unica in tutto
I'intervallo I di definizione dell’equazione differenziale: per avere a(x) = cot(x) continua e poiché
vogliamo inlcudere il punto xy = 71/4 prendiamo l'intervallo I = (0, 7). Con i metodi usuali troviamo la
soluzione -

y(x) = = sin(x) — 2x sin(x).

2
In particolare, si ha y(r1/2) = -7 e dunque y'(11/2) = cot(nt/2) y(n/2) — 2sin(nt/2) = —2. Allora la retta
tangente a y in x = 7/2 ha equazione r(x) = -5 —2(x — §) = 7 — 2x.

| I I I I I
0.5 0 1.5 20 25 3.
F

Figure 1.5: Soluzione dell’esercizio 1.10 e retta tangente in x = /2.

Esercizio 1.11. Risolvere il problema di Cauchy:

, _ cos?(x)
{y (9 = ~tan(x) (o) + S5 112)
y(n/4) =
Calcolare y" (1t/4).
Soluzione: Ragionando come nell’esercizio (1.10) troviamo la soluzione
log 2 )
yx) =1+ cos(x) + cos(x) log(sin(x)).
Derivando due volte si ha y’(rt/4) = =5/ V2.
Esercizio 1.12. Risolvere il problema di Cauchy:
’ _ 2y(x) x2
Y =27+ 3 (1.13)
y(1) =2

Specificare l'intervallo massimale di esistenza della soluzione. Scrivere I'equazione della retta tangente alla
soluzione nel punto x = V3.



Soluzione: E un’equazione lineare del primo ordine. Il problema di Cauchy & ben posto su tutto
lI'intervallo I = (0, o0) e dunque la soluzione esiste ed e unica su tutto I. Con i metodi usuali troviamo la
soluzione

ylx)=2- g)x2 + x? arctan(x).

In particolare, si ha y( V3)=6 + 4. Allora la retta tangente ha equazione r(x) = y( V3) + y'( V3)(x— V3) =
2441 3
6+12 +(2\f Z)(x—\/?).

Esercizio 1.13. Risolvere il problema di Cauchy:

{y’(x) = y(%)? cos®(x) sin(x) (1.14)

y(m) = -

Soluzione: Notiamo che per il teorema di esistenza e unicita esiste un intervallo massimale I che
contiene xp = 7 tale che il problema di Cauchy ha un’unica soluzione definita su tutto I. Separando le
variabili otteniamo

y'()
y(x)?
Allora —(2y(x))™ = —1 cos’(x)+C. Allora m = 2y(x)?. Per x = msiha y(rt) = —1 e dunque scegliamo

la soluzione negativa y(x) = — , /m Sostituendo y(mr) = —1 si ha 6C = -5 e dunque la soluzione

e data da:
Y
Yo = 2cos3(x)+5°

Essendo la soluzione ben definita su tutto R e essendo la funzione cos?(x) sin(x) in (1.14) continua su
tutto R, si ha che l'intervallo massimale I € uguale a R.

dx = f cos?(x) sin(x) dx.

Esercizio 1.14. Risolvere il problema di Cauchy

{y' () = Y tan() 1.15)

y(n/4) =1

Determinare l'intervallo massimale di esistenza della soluzione.

Soluzione: Per il teorema di esistenza e unicita esiste un intervallo massimale I che contiene xy = /4
tale che il problema di Cauchy ha un’unica soluzione definita su tutto I. Separando le variabili otteniamo

vy
fy(x)z dx—ftan(x)dx.

1
log(cos(x)) + ¢

Dunque
yx) =

Ponendo y(rt/4) =1,
2

2log(cos(x)) + 2 +log(2)"

y(x) =

Lasoluzione e ben definita in ogniintervallo I tale che se x € Isihacos(x) > 0 e2log(cos(x))+2+log(2) # 0.
Poiché vogliamo 7t/4 € I dobbiamo prendere I C (—m/2,1/2) per avere cos(x) > 0. La condizione



2log(cos(x)) + 2 +log(2) = 0 & equivalente a cos(x) = e~172198®) ossia x = +a dove a = arccos(e™~2108@),

Questo numero soddisfa a = 1.307 e dunque a < /2. In conclusione, 'intervallo massimale per
'esistenza della soluzione y(x) & dato da

I= (— arccos (efl—% log(Z)) ,arccos (e—lf% log(Z))) ‘

Esercizio 1.15. Per ogni o € (0, 1), trovare almeno due soluzioni del problema di Cauchy

Soluzione: Fissiamo a € (0,1). La funzione f(x,y) = y* non e localmente Lipschitz in nessun intorno
di y = 0, dunque non possiamo garantire 1'unicita della soluzione del problema di Cauchy. In effetti
possiamo mostrare che la soluzione non e unica. Notiamo che si ha sempre la soluzione stazionaria
y(x) = 0. Per trovarne un’altra, procediamo come segue. Separando le variabili si ha 5—; =1, eintegrando
otteniamo

La condizione y(0) = 0 implica C = 0, e dunque per x > 0 possiamo porre y(x) = ((1 — a)x)ﬁ. Perx <0
possiamo prendere y(x) = 0, ossia definiamo la funzione

f@a-am= x>0
y(x) = {0 r <0 (1.17)

Questa funzione ¢ di classe ¢! su tutto R e per ogni x € R soddisfa i’ (x) = y(x)* (incluso il punto x = 0),
dunque abbiamo trovato una soluzione di (1.16). Allo stesso modo si ha che per ogni t > 0 fissato, la

funzione .
@A =-a)x—t)T x>t
yi(x) = {0 Y (1.18)

€ una soluzione di (1.16). In conclusione, per ogni a € (0,1) fissato, esistono infinite soluzioni del
problema di Cauchy (1.16). Ricordiamo che se invece a > 1, allora la funzione f(x, y) = y* & localmente
Lipschitz e dunque si ha unicita: 'unica soluzione del problema di Cauchy (1.16) per a > 1 &la soluzione

stazionaria y(x) = 0.

/

-10 10 20 30

Figure 1.6: Soluzioni del problema di Cauchy (1.16) della forma (1.18) per a = e per valori interi di
tra 0 e 20.



Esercizio 1.16. Risolvere il problema di Cauchy:

g

Determinare 'intervallo massimale di esistenza della soluzione trovata. Quanto vale y(0)? La soluzione é unica?

Soluzione: La funzione f(x,y) = (1+x?) /Y € localmente Lipschitz rispetto alla variabile y in un intorno
di yo = 4/9, dunque per il teorema di esistenza e unicita esiste un intervallo massimale I che contiene
xop = 1 tale che su I si ha un’unica soluzione del problema di Cauchy. Separando le variabili otteniamo

y' () 2
——dx= | (1 dx.
e X f( +x°)dx

Dunque
3

2 y(x)=x+%+c.

Ponendo y(1) = 4/9 otteniamo ¢ = 0 e dunque

1(, 2, 1 6)
=—(x"+ =x*+ =x°).
y(x) 1 (x 3%+ g¥
La soluzione & derivabile e soddisfa (1.19) su tutto R dunque l'intervallo massimale per I'esistenza della
soluzione & RR. Inoltre, si ha y(0) = 0. Notiamo dunque che questa soluzione interseca la soluzione
stazionaria y(x) = 0 nel punto x = 0. Cid non contraddice I'unicita poiché la funzione f(x, y) = (1+x?) VY
non ¢ localmente Lipschitz nella variabile y in nessun intorno di y = 0.

Figure 1.7: Soluzioni dell’esercizio 1.17 corrispondenti a k = —1,0, 1.

Esercizio 1.17. Per k = —1,0, +1, risolvere il problema di Cauchy:

’ _ 2
{y (%) = 2xy(x)” + 2x (120)

y (k\/n_/Z) =0

In ciascun caso, dire se la soluzione trovata e unica e determinarne l'intervallo massimale di esistenza.

10



Soluzione: L'equazione si pud scrivere nella forma y’ = 2x(y* + 1). Separando le variabili otteniamo
arctan(y(x)) = x> +C.

Dunque la soluzione generale & y(x) = tan(x2+C). Se x = ky/rt/2siha y(x) = 0e dunque tan(k*rt/2+C) = 0,
che implica k*7t/2 + C = nm per qualche intero 1. Se k & pari, allora k? & pari e possiamo porre C = 0. Se
k & dispari allora k? & dispari e possiamo porre C = 7t/2. Notiamo inoltre che tan(x? + 71/2) = — cot(x?)
per ogni x. Dunque per ogni k intero il problema di Cauchy (1.20) ha la soluzione

_|tan(x?) Kk pari
Y = {— cot(x?) k dispari

La funzione f(x,y) = 2x(y* + 1) soddisfa le ipotesi del teorema di esistenza e unicita, e dunque le
soluzioni trovate sono le uniche, ciascuna con il proprio intervallo massimale di esistenza I, che puo
essere determinato come segue.

La funzione tan(x?) & continua e derivabile negli intervalli individuati dalle condizioni x* # (2n + N5
per n interi. Se k = 0, I'intervallo massimale contenente k Vr/2 =0e1ly = (—vnr/2, Vn/2). Allora per
k = 0 si ha l'unica soluzione y(x) = tan(x?) con intervallo massimale Iy = (- V7t/2, V7/2).

La funzione — cot(x?) & continua e derivabile negli intervalli individuati dalle condizioni x> # n7m per
n interi. Se k = 1 l'intervallo massimale contenente kvrt/2 = Vr/2 & I; = (0, \). Allora per k = 1 si

ha I'unica soluzione y(x) = — cot(x?) con intervallo massimale I; = (0, y/7t). Allo stesso modo troviamo
che per k = —1, I'unica soluzione & y(x) = — cot(x?) con intervallo massimale I_; = (— y/7,0); si veda la
figura 1.7.

Esercizio 1.18. Risolvere il problema di Cauchy:

'(x) = YO _ y@?
Y= (1.21)
y(1) =3

Soluzione: Possiamo risolvere nella regione I = {x € R : x > 0}. L'equazione & del tipo Bernoulli

y'(x) = a()y(x) + b(x)y(x)*,

cona =2, a(x) = 1/x e b(x) = —1/x. Dunque dividendo per y* si arriva a un’equazione lineare non
omogenea:
y 141 i
oo PRAC R COR y(x),
, y 1 1
Z'(x) = _y(x)2 = —;z(x) + e
L'equazione lineare omogenea z’(x) = —1 z(x) ha soluzione zp(x) = eA® dove

dx
A(x) = —f? = —log(x) + cost.
€ una primitiva di —1/x. Dunque zy(x) = %, x > 0,dove C € R & una costante arbitraria. Una soluzione

particolare Z(x) della equazione lineare non omogenea z’(x) = —}—C z(x) + % si trova con il metodo usuale
della variazione della costante e si ottiene

1 1
zZ(x) = AW f e AWdy =~ x =1
X x

11



In conclusione, la soluzione generale dell’equazione z’(x) = —31—( z(x) + % e data daz =zy + Z e dunque

z(x):§+1, x> 0.

Passando alla y(x) = 1/z(x) si ha

x
y(x)—C+x, x> 0.
Ponendo y(1) = 1/2 si ha C = 1, e dunque la soluzione del problema di Cauchy e
x
y(X) = m , x> 0.

Nota: una soluzione equivalente si poteva ottenere osservando che I'equazione

O G 0))

ha variabili separabili.

Esercizio 1.19. Risolvere il problema di Cauchy:

{52(1,;):1% y(x) + 2x \[y(x) (1.22)

Soluzione: Possiamo risolvere nella regione I = {x € R : x > 0}. L'equazione & del tipo Bernoulli con
« = 1/2. Dunque dividendo per +/y si arriva a un’equazione lineare non omogenea:

% = 32_6 y) +2x,  z(x) = Vy(x),
(. I S

2y(x)

L’equazione lineare non omogenea z’'(x) = ;17 z(x) + x ha come soluzione generale
_ 2
z(x) = Cx + x7,

dove C € R & una costante arbitraria. Per determinare C osserviamo che se y(1) = 1 allora z(1) =1 e
dunque C = 0. Allora z(x) = x? e la soluzione al problema di Cauchy & y(x) = z(x)?, ossia

y(x) = x*, x> 0.

Notiamo che se avessimo lasciato C indeterminata nella z(x), prendendo y(x) = z(x)* = (Cx + x?)* e
ponendo successivamente y(1) = 1, avremmo trovato due soluzioni: C = 0 e C = —2. La prima soluzione
corrisponde a y(x) = x*, mentre la seconda corrisponde a y(x) = 4x?>—4x°+ x*. Mentre la prima & corretta,
la seconda non ¢ valida, come si pud verificare osservando che non soddisfa y'(x) = )% y(x) +2x \/W
per ogni x > 0 (per esempio questa relazione non e vera in x = 1). Notiamo infine che la soluzione deve
essere unica poiché in un intorno del punto (1, 1) la funzione f(x,y) = 2 y + 2x/y & continua e, nella
variabile y, € localmente Lipschitz. L'intervallo massimale di esistenza della soluzione & I = (0, ).

Esercizio 1.20. Risolvere il problema di Cauchy:

{3;;(13;):1§ y(x) + 2x [y(x) (1.23)

12



Soluzione: Ragionando come nell’esercizio 1.19 troviamo la soluzione
y(x) = 1+ log(x))2 , x>0.

La soluzione & unica, con intervallo massimale di esistenza I = (0, o).

Esercizio 1.21. Risolvere il problema di Cauchy:

fx)— L) = 4
YO -2 = (1.24)
y(1) =-1

Soluzione: Si tratta di un’equazione lineare del primo ordine non omogenea. Possiamo risolvere nella
regione I = {x € IR : x > 0}. Gli argomenti usuali mostrano che 1'unica soluzione & data da

y(x) = —\/J_c—4\/§10g(x) x>0.

Esercizio 1.22. Risolvere il problema di Cauchy:

{y"(x) - y(x) = 3sin(x) 125

y(0)=2, y'(0)=-3

Soluzione: Abbiamo un’equazione lineare del secondo ordine non omogenea, a coefficienti costanti.
L'integrale generale e dato da y(x) = yu(x) + #(x) dove yy € la soluzione generale della equazione
omogenea "' (x) — y(x) = 0 e §(x) € una soluzione particolare di y”’(x) — y(x) = 3sin(x). Si ha yu(x) =
c1e™ + cpe*. Inoltre una soluzione particolare si puo trovare usando la forma

7(x) = acos(x) + bsin(x),

e sostituendo per trovare le costanti a,b si trova b = =3/2, a = 0, e dunque H(x) = —% sin(x) & una
soluzione. Altrimenti si poteva procedere con il metodo della variazione della costante. In ogni caso si
ottiene la soluzione generale

y(x) = c1e™ + 8" — % sin(x)

Ponendo y(0) =2, y'(0) = —% sihac =c; =1, dunque

yx)=e* +¢e* - gsin(x).

Esercizio 1.23. Risolvere il problema di Cauchy:

{yu(x) _ y(x) = 4COS(X) + Sin(X) (126)

y(n/2)=1/2, y'(n/2) =1

Soluzione: Ragionando come sopra si ha la soluzione

y(x) = ™27 — 2 cos(x) — % sin(x).
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Esercizio 1.24. Risolvere il problema di Cauchy

{y//(x) — 21/ (x) = 3y(x) + 36x (1.27)

y(0)=0,y'(0)=0

Soluzione: L'integrale generale ¢ dato da y(x) = yy(x) + 7(x) dove yy € la soluzione generale della
equazione omogenea y"(x) — 2y’(x) — 3y(x) = 0 e #(x) € una soluzione particolare di y”'(x) — 2y'(x) =
3y(x)+36x. Il polinomio caratteristico dell’'omogenea & A2—21—3 che ha due radici distinte A = =1, 4 = 3.
Allora

yu(x) = e + cre*.

Una soluzione particolare si pu‘o trovare ponendo

J(x) =ax+b,
con a,b € R, e sostituendo nell’equazione non omogenea. Si ha j(x) = —12x + 8. Dunque y(x) =
e + c5¢%* + 8 — 12x. Ponendo y(0)=0,y'(0) =0sitrova3c; —c1 =12, ¢c1 +c; = -8, dacuico =1e

¢1 = —9. In conclusione,
y(x) = —9¢™* + e + 8 - 12x, xeR

e l'unica soluzione del problema di Cauchy.

Esercizio 1.25. Risolvere il problema di Cauchy

V) = 2 () + 2 s
¥(0) =1, ¥(0) =0 (1.28)

Soluzione: Ragionando come sopra si ha la soluzione

Esercizio 1.26. Risolvere il problema di Cauchy

¥ (x) + y(x) = sin(x) (129
y(m/2) =0, y'(n/2) = 0 '

Quanto vale y" (r) ?
Soluzione: E un’equazione lineare, di secondo grado non omogenea. Due soluzioni linearmente

indipendenti dell’equazione omogenea sono y;(x) = cos(x) e y»(x) = sin(x). Con il metodo della
variazione delle costanti cerchiamo una soluzione particolare della forma

y(x) = A(x) cos(x) + B(x) sin(x),

dove le funzioni A, B devono risolvere il sistema

A’yl + B’yz =0
Ayi+ By, = g(x)
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dove g(x) = sin(x). Usando la formula di Cramer si ottiene

0 1y n) 0
, det( (x) y;(x)) o de t(yl(x) g(x))
A(x) = , B'(x)=
dt(yl(x) yz(x)) dt(l/l(x) ]/Z(x))
y1(x)  yy(x) y1(x)  yy(x)

Il determinate Wronksiano a denominatore in questo case vale 1 e dunque si ha
A'(x) = —sin(x), B’ (x) = cos(x) sin(x).
Integrando si ha
Alx) = —’2—“ + }Isin(Zx), B(x) = smz(x)
In conclusione l'integrale generale dell’equazione &
y(x) = c1 cos(x) + ¢ sin(x) + (=5 + }lsin(Zx)) cos(x) + % sin®(x)

Imponendo le condizioni iniziali y(rt/2) = 0, y’(11/2) = 0si ha ¢; = /4 e c; = —=1/2. In particolare, in
x = 1t siha y(n) = /4, e dunque usando y”’ () + y(n) = sin(n) troviamo y”'(n) = —m/4.

Esercizio 1.27. Per ogni A, u € R, risolvere il problema di Cauchy:

V@) = Y/ + ) =sin() 130
y0 =4,y (0) =u
Soluzione: Ragionando come nell’Esercizio 1.26 si ha
y(x) = cos( )((/\ 1)e*/? + cos(x) cos (x ;/5)) +
+ g sin( \/—) ((2 — A+ 1)e"? + V3cos(x) sin(xz—\/g)).
Esercizio 1.28. Risolvere il problema di Cauchy:
7" 3.,/ 1 =1
y"(x) +3xy/(X) +zy(x) (131)
y =3 y1) =g

Determinare la retta tangente alla soluzione nel punto x = 2 e l'intervallo massimale di esistenza della soluzione.

Soluzione: Si tratta di un’equazione lineare del secondo ordine non omogenea. I coefficienti non sono
costanti ma riconosciamo la forma di un’equazione di Eulero. Con la sostituzione z(s) = y(e®), si trova
un’equazione lineare del secondo ordine, non omogenea, a coefficienti costanti:

2"’ (s) + 22'(s) + z(s) = —

15



Questa si risolve con

1
z(s) = c1e™° + cpse™° — Zes.

Dunque
_a, ¢ log(x) 1

X X 4

y(x)

Ponendo y(1) = 3/4, y'(1) = —% sitrovac; = —c, = 1. Allora

y(X):__—_le x> 0.

La soluzione e ben definita per ogni x € (0, ) e dunque l'intervallo massimale & I = (0,0). Si ha
y(2) = —% log(2), ey’ (2) = %. La retta tangente in x = 2 si scrive r(x) = ¥(2) + ¥'(2)(x — 2), ossia

_log(2)-3

3
1 x —log(2) + X

r(x)

Figure 1.8: Soluzione dell’esercizio 1.28.

Esercizio 1.29. Risolvere il problema di Cauchy:

Y’ (x) + %y’(x) + x%y(x) + 31_( =0
{y(—l) =0, y(-1)=0 (1.32)

Determinare l'intervallo massimale di esistenza della soluzione.

Soluzione: E’ un’equazione di Eulero. Procedendo come nell’esercizio 1.28 si trova

2+3x—x°
y(.X') = T , x < 0.
L'intervallo massimale & (—o0,0).
Esercizio 1.30. Risolvere il problema di Cauchy:
() = Y& y?
2

Determinare l'intervallo massimale di esistenza della soluzione.
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Soluzione: E un’equazione di Bernoulli che si linearizza introducendo z(x) = y(x)!™%, con @ = 2.
Risolvendo I'equazione lineare abbiamo 1"unica soluzione nell’intervallo (0, o0):

X
yx) = 1 + log(x)

La soluzione € unica in un intorno del punto xy = e. Inoltre la soluzione trovata & derivabile e soddisfa
I'equazione differenziale in (1.33) per ogni x > 0 con 1 + log(x) # 0, ossia x # 1/e. Allora l'intervallo
massimale per y(x) & I = (1/e, ).

Esercizio 1.31. Determinare la soluzione del sistema:

y1(x) = 2y2(x)
{y;(X) = —y1(%) (1.34)

che verifica le condizioni iniziali y1(0) = 0, 1»(0) = 1.

Soluzione: E un sistema lineare omogeneo con coefficienti costanti, della forma i/’ = Ay, dove la matrice

A e data da
0 2
a=(59)

La traccia di A e 0 e il determinante e 2, dunque gli autovalori di A sono A; = —i V2e A, =ivV2
Risolvendo A7 = —i V27 troviamo # = (i V2,1) e risolvendo A7 = V27 troviamo @ = (—-iV?2,1).
Dunque possiamo scrivere la soluzione generale nella forma (x) = ae1*0; + fe’**0,, ovvero
y1(%) = i V2ae VE — i V2B VE, yp(x) = ae TV 4 ﬁei‘ﬁx.
Ponendo y1(0) =0, y2(0) = 1 sitrovaa = = 1/2 e dunque
ya(x) = V2sin ( \/Ex) , Ya(x) = cos ( \/Ex)

Mostriamo come si puo ottenere lo stesso risultato usando l'esponenziale di matrice. Dal precedente
calcolo degli autovettori possiamo diagonalizzare A:

P _[(-iv2 0 (ivV2 -iV2
A=CDC?, D_(O ixfi)’ C‘(1 .

Inoltre, calcoliamo

=zl )

Allora abbiamo

e S Wl LY.
1 [i \/§(e‘i 2 4 e—i«ﬁX) —2(e7TV2x — gmiV2Y) ]
- 21.\/5 (e—i 2x _e—i\ﬁx) i\/i(e—i 2x | pmi 2x)
| cos ( \/Ex) V2 sin( \/ix)

a [—%2 sin( \/Ex) cos ( \/ix) ]
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In conclusione, per ogni dato iniziale #(0) = (y1(0), y2(0)) si ha la soluzione

yl‘g sin (V) + y(0) cos «/Ex)) (1.35)

7(x) = e44(0) = (yl(O) cos ( V2x) + y2(0) V2sin ( V2x) , -

Nel caso y1(0) = 0, 12(0) = 1 troviamo
§(x) = (V2sin ( V2x) , cos ( V2x)). (1.36)

Per una soluzione alternativa si puo osservare che il sistema (1.34), con le sostituzioni y, =z e y; = -2’

diventa equivalente all’equazione di secondo grado omogenea a coefficienti costanti
Z"”(x) + 2z(x) = 0,

la cui soluzione generale & z(x) = a cos( V2x) + bsin( V2x). Ponendo z(0) = y2(0)=1ez'(0) = -y1(0) =0
sihaa=0eb =1. Allora z(x) = cos( V2x), e dunque ritroviamo la (1.36) ponendo #(x) = (-2’ (x), z(x)).

Figure 1.9: Grafico dei punto di coordinate i(x) = (y1(x), y2(x)), al variare di x € [0, \2n], ricavati
dall’equazione (1.35) e corrispondente ai diversi dati iniziali (y1(0), ¥2(0)) = (0,k), k =0, ..., 8. Le frecce
sono nel verso delle x crescenti

Esercizio 1.32. Si consideri il sistema di equazioni differenziali

vy (x) = —2(x)
{J/;(x) = y1(x) — 12(x) (1.37)

Scrivere la soluzione generale in termini dei due parametri (0) = (y1(0), y2(0)).

Soluzione: E un sistema lineare omogeneo con coefficienti costanti, della forma i = A¥, dove la matrice
Aedatada
0 -1

Notiamo che A ha i due autovalori

con autovettori
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La soluzione generale sara allora una combinazione lineare delle due soluzioni linearmente indipendenti

= Mx

et Tre2*,

Queste soluzioni sono a valori complessi. Per avere soluzioni reali notiamo che

M = e2(cos(V3x/2) + isin(V3x/2)),  €™* = e ¥/?(cos(V3x/2) — isin( V3x/2))

e dunque
FreMt = ¢/2 (% cos( V3x/2) — ? sin( V3x/2), cos( \/éx/z)) +

+ e~/ (% sin( V3x/2) + ? cos(V3x/2), sin( \/§x/2))
A (% cos(V3x/2) — ? sin( V3x/2), cos( «/éx/z)) +

—je™¥2 (% sin( V3x/2) + ? cos(V3x/2), sin( «/Ex/z))

Allora possiamo prendere la soluzione generale a valori reali i/(x) = aw@(x) + pZ(x) dove a,f e ReWeZ
sono le due soluzioni reali linearmente indipendenti definite dalla parte reale e dalla parte immaginaria
delle soluzioni trovate sopra:

W(x) = e™/? (% cos( V3x/2) — ? sin( V3x/2), cos( \/gx/Z)) ,
Z(x) = e/ (% sin( V3x/2) + ? cos(V3x/2), sin( «/§x/z)) .

Osservando che 7(0) = (11(0), 2(0)) = a(%, 1)+ ﬁ(#,O), abbiamo o = 1,(0) e = 2%7(50) - yz—\g). Ne segue

7(x) = (y1(x), y2(%)), (1.38)
1/1_\;;) - _Zy\z/(g()) ) e /2 sin( \/gx/Z)
2110)  12(0)

7 W) e sin(V3x/2).

Alla stessa conclusione potevamo giungere prendendo l'esponenziale della matrice A. Infatti, proce-
dendo come nell’esercizio precedente si calcola

yi(x) = y1(0)e"‘/2 cos( \/§x/2) + (

Ya(x) = yz(O)e"‘/ 2 cos( \/gx/ 2) + (

—xpa [€OS(VBX/2) + = sin(V3x/2) ~2sin(V3x/2)
e +% sin( V3x/2) cos(V3x/2) — % sin( V3x/2)

Dungque la (1.38) si ottiene anche tramite la formula #(x) = e*1/(0).
Infine, notiamo che una soluzione si poteva anche ottenere osservando che I'equazione /' (x) = Aj(x)
e equivalente alla equazione di secondo grado

Z"(x) + 2/ (x) + z(x) = 0,

’

ponendo y; =zey, = -Z.
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Figure 1.10: Grafico dei punti di coordinate #(x) = (y1(x), y2(x)), al variare di x € [0,37], ricavati
dall’equazione (1.38) e corrispondenti ai diversi dati iniziali (y1(0), ¥2(0)) = (0, k), perinterik = —4, ..., 4.
Le frecce sono nel verso delle x crescenti.

Esercizio 1.33. Determinare la soluzione del sistema

Y1 (%) = ya(x)
{yé(x) = 22(x) — y1(x) (1.39)

che verifica le condizioni iniziali a) y1(0) = 1, y2(0) = 1 oppure b) y1(0) = -1, y(0) = 1.

Soluzione: E un sistema lineare omogeneo con coefficienti costanti, della forma i/’ = Ay, dove la matrice

A é data da
0 1
a=(5 )

Notiamo che A ha due autovalori uguali a A = 1. Risolvendo A7 = @ troviamo l'unica soluzione
7 = (t,t), t € R. Dunque l'autovettore associatoa A = 1 & 7 = (1, 1) e abbiamo una soluzione ge'*. Non
avendo un autovettore ¢’ linearmente indipendente da @ per trovare una seconda soluzione linearmente
indipendente proviamo con la forma

x7e™ + (a,b)e™ = (xe* + ae*, xe* + be¥),

per qualche g, b € R da determinare richiedendo che sia soddisfatta I'equazione differenziale. Inserendo
nell’equazione differenziale si ottiene (a,b) = (1,2) e dunque due soluzioni linearmente indipendenti
sono

(1,1)e*, (1+x,2+x)e".

Allora la soluzione generale del sistema si scrive
7o) =al, e + Bl +x,2+x)e" = (a+ B+ xB,a + 2B+ xp)e*.
Se y1(0) =1, y2(0) = 1 alloraa = 1, § = 0 e dunque
) = (&, ¢,
e l'unica soluzione. Se invece y1(0) = =1, 1,(0) = 1 allora @ = 1, § = 2 e dunque I'unica soluzione e

J(x) = (—€* + 2xe*, e + 2xe").
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Nota: alle stesse conclusioni si poteva arrivare anche osservando che il sistema & equivalente
all’equazione di secondo grado
7' =27 +2z=0,

ponendo i, =z’ e y; = z. A questo punto avremmo ottenuto la soluzione generale z(x) = ae* + bxe* con
coefficientia,b € R e dunque

7(x) = (z(x), 2 (x)) = (ae* + bxe*,ae* + be* + bxe").

Imponendo y1(0) =1, y2(0) =1sihaa =1eb =0, mentre per y1(0) = -1, 12(0) = 1sihaa=-1leb=2e
ritroviamo le stesse soluzioni viste sopra.

Notiamo infine che avremmo potuto risolvere anche usando la formula #(x) = ¢“4(0). In questo
caso la matrice non e diagonalizzabile, poiché 1'unico autovettore (diverso da (0,0)) & (¢,t) per t € R.
II calcolo dell’esponenziale di matrice in questo caso deve essere eseguito calcolando esplicitamente le
potenze Ak perk=0,1,... Per induzione su k, si ottiene

(a-k &
Ak‘( K ﬂ+kJ

Allora .
o 00 1-k 00 k
&A= Z xk A _ ( k=0 X_(k!k ) Zkzokxk_{(k ] — ((1 —x)e* xe* )
oo oo x4(1 —xeX X
_ Zk:o xk_'k Zk:o X (k!+ ) xe 1 +x)e

Usando questa espressione nella formula #(x) = ¢43(0) troviamo la soluzione generale:

7(x) = e“4(0) = (y1(0)(1 — x)e* + y2(0)xe*, —y1 (0)xe* + y2(0)(1 + x)e¥), (1.40)

che ¢ equivalente alla soluzione trovata sopra.

Figure 1.11: Grafico dei punti di coordinate #(x) = (y1(x), y2(x)), al variare di x € [-5,1], ricavati
dall’equazione (1.40) e corrispondenti ai diversi dati iniziali (11(0), y2(0)) = (k, 1), per interik = —4, ..., 4.
Le frecce sono nel verso delle x crescenti.

Esercizio 1.34. Determinare la soluzione del sistema

{%w=wW+ww

141
v5(x) = =2y1(x) — 22() (1.41)

al variare delle condizioni iniziali 1(2) = (y1(2), y2(2)) = (0,8), s € R.
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Soluzione: E un sistema lineare omogeneo con coefficienti costanti, della forma ﬁ' =A ﬁ, dove la matrice
A e data da

1 1
Gliautovalorisono 0, —1 e gli autovettori associati sono (-1, 1) e (1, —2) rispettivamente. Allora possiamo

diagonalizzare A:
-1 1 -2 -1
- -1 _ -1 _
A=CDC, C—(1 _2), C —(_1 _1).

La soluzione & dunque #(x) = e*244/(2), dove e®~?4 si scrive

-1 1\(1 0 (-2 -1
(=2)A _ ~ (x=2)D =1 _
e = ‘(1 —2)(0 e-<x-2>)(—1 —1)

2-¢CD oD
- (—2 +2e76D ] 427D, (1.42)

Se 7(2) = (11(2), y2(2)) = (0, s), al variare di s € R otteniamo le soluzioni
Y(x) = 24 (S) =s(1—e ™2, -1 42e7072),

Notiamo che per il calcolo dell’esponenziale di matrice in questo caso possiamo anche procedere
calcolando esplicitamente le potenze di A. Infatti si vede senza difficolta che

Ak = A kdispari
—A kpari

Allora, per ogni z € R,

k pk oo k. k 2 s
A ZAY &= - [ 2-e 1-e
e _1+;—k! -1 Akz-f e -l I

Per z = x — 2 ritroviamo la (1.42).
Infine, osserviamo che la forma particolarmente semplice del sistema (1.41) permette una soluzione
alternativa piti rapida. Se definiamo

2(x) = y1(%) + ya(x),
sommando le due righe del sistema (1.41) si ha z’(x) = —z(x) e dunque z(x) = z(2)e"*2. Per deter-
minare y;(x), y2(x) osserviamo che la prima e la seconda riga del sistema implicano y;(x) = f z(x)dx =
—2(2)e ™D + C1 e ya(x) = -2 [z(x)dx = 2z(2)e™®? + C,. Sommando queste due equazioni trovi-
amo C; = —C; = 2y1(2) + y2(2), e quindi per ¥(2) = (y1(2),¥2(2)) = (0,s) ritroviamo la soluzione
y(x) = s (1 — e @2, 1 + 2¢7*=?) come sopra.

Esercizio 1.35. Determinare la soluzione del sistema
Y1 (x) = y1(x) + 2y2(x)
Yo (x) = =y1(x) — ya(x) (1.43)
#(0) = (0,1)

Soluzione: E un sistema della forma i’ = A/, dove

[ 2
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Gli autovalori sono i, —i e gli autovettori associati sono (-1 —i,1) e (=1 + i, 1) rispettivamente. Allora
possiamo diagonalizzare A:

P (-1-i -1+ (i 0 L (i 1+
A=CDC™, C—(l ], D= ] =51 .

La soluzione & 1(x) = ¢*13(0), e dunque

et 1(=1=i —14i\[fe 0[P 1+i)(y:(0)

]/(X) - Ce C ]/(0) - 2 1 1 0 e—iX —i 1 —i yZ(O) ) (144)
Ponendo #(0) = (0,1) si ha

#(x) = (2sin(x), cos(x) — sin(x)), x€R.

20k

Figure 1.12: Grafico dei punti di coordinate #(x) = (y1(x), y2(x)) dall’equazione (1.44), al variare di
x € [-m, m] e corrispondenti ai diversi dati iniziali (11(0), y2(0)) = (k, =3k), per interi k = 0,...,7. Le
frecce sono nel verso delle x crescenti.

Esercizio 1.36. Determinare la soluzione generale y(x) dell’equazione differenziale del terzo ordine
yI(x) + y(x) = 0. (1.45)

Determinare tutte le soluzioni che soddisfano y(0) = y'(0).

Soluzione: Il polinomio caratteristico & A3 + 1 = 0 che ha tre radici distinte (nel campo complesso)
/\1 = —1, Az = ei”/3, Az = 671'71/3.

Allora abbiamo le tre soluzioni linearmente indipendenti a valori complessi et i=1,2,3 Peri=1
poniamo y;(x) = e*. Le due radici con parte immaginaria non nulla soddisfano A, = 1 + i%é e

Ay =1-i 73 Allora ¢!* e ¢/* sono complesse coniugate, e prendendone la parte reale e la parte
immaginaria troviamo tre funzioni linearmente indipendenti a valori reali

nw=e*, yz<x>:Re(e%’”'*f):ex/zcos(#), y3<x>=Im(e£+i"f)=ex/zsm(xz£).

23



In conclusione la soluzione generale &
3
y(x) = e + a2e"? cos (%) + aze"? sin(x—) , xeR (1.46)

dove a1, ar, a3 € R sono costanti arbitrarie.
Notiamo che y(0) = a; + a, mentre y'(0) = —ay + a2/2 + V3as/2. Allora y(0) = y'(0) significa che i
tre parametri che prima erano liberi in IR® ora devono appartenere al piano di equazione

In modo equivalente, esplicitando a; in funzione di ay, a3 possiamo dire che tutte le soluzioni tali che
y(0) = y’(0) sono descritte da

y(x) = (—% + g)ex + ae/? cos(xz—\/g) +,3€x/2 sin(xT), xeR

dove (@, ) € R? sono due parametri.

50/ ‘

0
50 _—
A UL

/

. /\\ 50

A
—
0

50 0 -50

Figure 1.13: Grafico dei punti di coordinate #(x) = (y1(x), y2(x), y3(x)), al variare di x € [0,10], ricavati
dall’equazione (1.50) e corrispondenti ai diversi dati iniziali /(0) = (t,0,0), per interi t = -5,...,5. Le
frecce sono nel verso delle x crescenti.

Esercizio 1.37. Determinare la soluzione del sistema

y1(x) = ya(x)
¥5(x) = ya(x) (1.47)
Y3(®) = —11(%)

in funzione della condizione iniziale i(0) = (t,0,0), t € R.

Soluzione: Si puo calcolare esplicitamente tramite la formula (x) = ¢*1(0) dove

0 1 0
0 0 1].

-1 0 0

A=
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Una soluzione equivalente si puo ottenere osservando che con le sostituzioni y(x) = y1(x), ¥’ (x) = y2(x),
Y’ (x) = y3(x) il sistema & equivalente all’equazione differenziale del terzo ordine

YO+ y(x) =0,

che coincide con la (1.45). La soluzione generale & data dalla (1.46). Dunque la soluzione j(x) =
(y1(x), y2(x), y3(x)) del sistema (1.47) si puo scrivere

&) (1.48)

2
rE =y, ) =y'x. (1.49)

Esprimendo a4, a2, a3 in funzione di #(0) = (y1(0), y2(0), y3(0)) si ottiene if(x) in funzione di #(0). Nel
caso in cui #(0) = (+,0,0), t € R, calcoli espliciti mostrano che

yi(x) = é (e"‘ + 262 cos (XT\@))

Ya(x) = ! (—e‘x + /2 cos(xT\/g) — V32 sm(xT\/g)) (1.50)
(e‘x —e? cos(xT\@) — V3¢ 2 sin(#)).

xV3
yi(x) = a;e”™ + a,e"? cos (T) + azet? sin(

W1

Q| -

Ya(x) =
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2 Massimi e minimi
Esercizio 2.1. Determinare i massimi e minimi assoluti della funzione

fy)=xy-x-y
ristretta all’insieme I' = {(x, y) € R?:, x€]0,2], y€10,2], 1/2 <xy < 2}.

Soluzione: Poiché I e chiuso e limitato e f & continua su T, per il teorema di Weierstrass f deve assumere
massimo e minimo assoluti su I'. Consideriamo prima l'interno di I'. Se un punto (x, y) internoa I’ &€ un
massimo o minimo (relativo) allora deve essere un punto stazionario: dyf(x,y) = d, f(x,y) = 0. Si ha

Vf(x,y) = (0:f, 9yl y) = (y-1,x-1),
e dunque Vf(x, y) = (0,0) se e solo se (x,y) = (1,1). L'hessiano H¢(x, y) & dato dalla matrice

Hf(x/ y) = ((1) (1))

che ha autovalori 1 e =1 e dunque (1,1) & un punto di sella, e dunque all’interno di I non ci sono
né massim i né minimi. Consideriamo la frontiera di I. Questa & composta da quattro componenti:
dl' = d1 U dr U d3 U dy, dove d1,d, sono segmenti di retta x = 2 e y = 1 compresi fra le due iperboli
y/x =1/2, y/x = 2, e d3,d4 sono i rami delle iperboli y/x = 1/2, y/x = 2 limitati dalle due rette x = 2
ey=1 Sudisihax=2ye[l/41]ela fvale f2,y) =2y -2 -y = y — 2 che ha un minimo in
(2,1/4) dove vale —7/4, e ha un massimo in (2,1) dove vale —=1. Sud, sihay =2,x € [1/4,1] ela f vale
f(x,2) = 2x =2 — x = x — 2 che ha un minimo in (1/4,2) dove vale —7/4, e ha un massimo in (1, 2) dove
vale —1.
Sudssihaxy=2,xe[1,2]ela f vale

fx,2/x)y=2-x-2/x, x€]l,2]

che ha un massimo in x = V2, y = 2/x = V2 dove vale 2 — 2 V2 > —1. Il minimo su J; & raggiunto agli
estremi x = 1 e x = 2 e vale —1 (come gia sappiamo dallo studio di f su d; e d»).

Sudysihaxy=1/2,xe[1/4,2]ela f vale
flx,1/2x)) =1/2-x-1/(2x) x€[1/4,2]

che ha un massimo in x = V2/2, y=1/2x) = V2/2dovevale1/2—- V2> -1, mal/2- V2 <2-2V2,
dunque il massimo raggiunto su ds; ¢ maggiore del massimo raggiunto su d4. Il minimo su d, & raggiunto
agli estremi x = 1/4 e x = 2 e vale —7/4 (come gia sappiamo dallo studio di f su d; e d,).

In conclusione, f su I' raggiunge il minimo assoluto —7/4 nei due punti (1/4,2) e (2,1/4). Inoltre
raggiunge il massimo assoluto 2 — 2 V2 nel punto ( V2, V2).
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Esercizio 2.2. Determinare i massimi e minimi assoluti della funzione
2, .2
fy)=x"+y
ristretta all'insieme T = {(x,y) € R? :, x* + y* < 1}.
Soluzione: Poiché I & chiuso e limitato e f & continua su T, per il teorema di Weierstrass f deve assumere

massimo e minimo assoluti suI'. Consideriamo prima l'interno diI'. Se un punto (x, y) internoaI' € un
massimo o minimo (relativo) allora deve essere un punto stazionario: dyf(x,y) = d,f(x,y) = 0. Si ha

Vi(x,y) = (0xf, 9y f)(x, y) = (2x,2y),
e dunque Vf(x, y) = (0,0) se e solo se (x,y) = (0, 0).

Figure 2.2: Laregione I' = {(x,y) e R?:, x* + y* < 1}.

L'hessiano H¢(x, y) ¢ dato dalla matrice

Hy(x,y) = (3 3)

che ha autovalori 2 e 2. Dunque (0, 0) & un punto di minimo relativo per f. Poiché f(0,0) =0e f >0
vediamo che (0, 0) & punto di minimo assoluto. Allora il massimo di f su I' deve essere raggiunto sulla
frontiera JI'. Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange sappiamo che se (x, y) € JI' ¢ un massimo
o un minimo di f ristretta a JI', allora nel punto (x, y) dobbiamo avere

I f(x,y) = Ad:g(x, v)
dyf(x, y) = Adyg(x, y)
glx,y)=0

dove A € R da determinare e g(x, y) = x* + y* — 1. Calcolando i gradienti si ha

2x = 4Ax3
2y = 4A°
ryt=1

Si tratta di 3 equazioni nelle tre incognite (x, y, A). Troviamo le soluzioni:
0,£1,3), (£1,0,3), (2727 5.
Ignorando il parametro A abbiamo dunque trovato 8 punti sulla frontiera JI':

Pl = (0,1), PZ = (0/_1)/ P3 = (110)/ P4 = (_1/0)r
Ps = @74,2714), Py = (2714, —27I), Py = (<274, 27), Py = (2714, 271
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Notiamo che f(P;) =1 perognii=1,...,4, mentre f(P;) = \/Eper ognii=>5,...,8.
In conclusione f suT raggiunge il minimo assoluto 0 nel punto (0, 0) e raggiunge il massimo assoluto
V2 nei quattro punti (£271/4, £271/4),

Esercizio 2.3. Determinare i massimi e minimi assoluti della funzione

_
1+x2+y?

floy) =

ristretta all'insieme T = {(x,y) € R*:, x* + y* < 1}.

Soluzione: Poiché I & chiuso e limitato e f & continua su I, per il teorema di Weierstrass f deve assumere
massimo e minimo assoluti suI'. Consideriamo prima l'interno diI'. Se un punto (x, y) internoaI' ¢ un
massimo o minimo (relativo) allora deve essere un punto stazionario: dyf(x,y) = d, f(x,y) = 0. Si ha

Vf(x' y) = (axf/ 8yf)(xr y) = ) (2x, 2y),

C(1+2+ )

e dunque V£(x,y) = (0,0) se e solo se (x,y) = (0,0). Notiamo che f(0,0) = 1 e che f(x,y) € [0,1] per
ogni (v, y) € R? e dunque (0,0) & un punto di massimo assoluto per f. Allora il minimo di f su T deve
essere raggiunto sulla frontiera JI'. Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange sappiamo che se
(%, y) € JI' € un massimo o un minimo di f ristretta a JI', allora nel punto (x, y) dobbiamo avere

dxf(x,y) = Adg(x, )
dyf(x,y) = Adyg(x, y)
g, y)=0

dove A € R da determinare e g(x, y) = x* + y* — 1. Calcolando i gradienti si ha

2 _ 4143
~ Ty -
— e = 4Ay°
(1+x2+y2)2 Y
ryt=1

Si tratta di 3 equazioni nelle tre incognite (x, y, A). Troviamo le soluzioni:

~1/4 -1/4 V2
O,+1,-3), 1,0,-}), @2 -2

Ignorando il parametro A abbiamo dunque trovato 8 punti sulla frontiera JI":
Pl = (0/1)/ PZ = (0/_1)/ P3 = (1/0)/ p4 = (_1/0)/
Ps= (@142, Po= @14, -2, Py= (=274, 2714), Py = (<2714, -2V,

Notiamo che f(P;) =1/2 perognii=1,...,4, mentre f(P;) =1/(1 + \/E) <1/2perognii=>5,...,8.
In conclusione f suT raggiunge il massimo assoluto 1 nel punto (0, 0) e raggiunge il minimo assoluto
1/(1 + V2) nei quattro punti (2714, +271/4),

Esercizio 2.4. Consideriamo la funzione

f(x,y)=x4—y2+1

ristretta all’insieme T = {(x,y) € R? :, x> + 2y* < 1}. Dimostrare che i massimi e minimi sono tutti raggiunti
sulla frontiera del dominio.
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Soluzione: Per il teorema di Weierstrass la funzione f ristretta a I' assume sia massimi e minimi.
Dimostriamo che non possono essere all'interno del dominio. Se un punto di massimo o di minimo
si trova all’interno del dominio allora deve essere un punto stazionario. Poiché il gradiente vale
Vf(x,y) = (4x*,—2y), I'unico punto stazionario di f & I'origine (0,0). Se calcoliamo 1’hessiano di f in
(0, 0) otteniamo che & semi-definito negativo (ha autovalori 0 e —2). Dunque non si puo® concludere se
(0,0) € massimo, minimo o sella dall’analisi dell’hessiano. Tuttavia possiamo osservare direttamente
che (0,0) & punto di sella poiché vediamo che f(0,0) = 1 ma f(0,e) =1—€?><1le f(,0)=1+¢€ > 1, per
ogni € > 0. L'unica possibilita che resta dunque & che massimi e minimi di f siano tutti raggiunti sulla
frontiera. Notiamo che la stessa conclusione vale per qualsiasi dominio chiuso e limitato I' C IR?.

Esercizio 2.5. Determinare i massimi e minimi assoluti della funzione

flx,y) =3x+4y

ristretta all'insieme T = {(x,y) € R?:, x* + y? < 25}.

Soluzione: Poiché I e chiuso e limitato e f & continua su T, per il teorema di Weierstrass f deve assumere
massimo e minimo assoluti suI'. Consideriamo prima l'interno diI'. Se un punto (x, y) internoaI' € un
massimo o minimo (relativo) allora deve essere un punto stazionario: dyf(x,y) = d, f(x,y) = 0. Si ha

Vit y) = 0xf, 9y f)x,y) = G, 4),

e dunque Vf(x,y) = (0,0) non & possibile. Pertanto f non ha punti stazionari. Allora il massimo
e il minimo di f su I devono essere entrambi raggiunti sulla frontiera JI. Usando il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange sappiamo che se (x, y) € JI' € un massimo o un minimo di f ristretta a JT,
allora nel punto (x, y) dobbiamo avere

def(x,y) = Adig(x, y)
d,f(x,y) = Ad,8(x, )
g, y)=0

dove A € R da determinare e g(x, y) = x> + y*> — 25. Calcolando i gradienti si ha

3=2Ax
4 =21y
x> +y*> =25

Si tratta di 3 equazioni nelle tre incognite (x, y, A). Troviamo le soluzioni:
(B4,3), (-3,-4,-3).
Ignorando il parametro A abbiamo dunque trovato 2 punti sulla frontiera JI":
P1=(3,4), P,=(-3,-4).

Notiamo che f(P;) = 25, mentre f(P,) = —25. Ne segue che P; ¢ il massimo e P, & il minimo di f suT.

Esercizio 2.6. Determinare i massimi e minimi assoluti della funzione

fr,y) = (x—y)*

ristretta all'insieme T = {(x,y) € R? :, x> + y> < 1}.
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Figure 2.3: Grafico della funzione (x — y)? ristretta all’insieme x? + 1% < 1.

Soluzione: Poiché I & chiuso e limitato e f & continua su I, per il teorema di Weierstrass f deve assumere
massimo e minimo assoluti suI'. Consideriamo prima l'interno diI'. Se un punto (x, y) internoaI' € un
massimo o minimo (relativo) allora deve essere un punto stazionario: d. f(x,y) = d, f(x,y) = 0. Si ha

VI, y) = (0xf, 9y f)x, y) = 2x = y), 2(y = X)),

e dunque Vf(x, y) = (0,0) se e solo se y = x. Pertanto f ha punti stazionari lungo la retta y = x. Su questi
punti f vale zero e poiché f > 0 sempre, abbiamo che tutti i punti (x,y) € I tali che y = x sono punti di
minimo assoluto per f ristretta a I'.

Studiamo ora la f sulla frontiera JI'. Usando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange sappiamo che
se (x, y) € dI' & un massimo o un minimo di f ristretta a JI’, allora nel punto (x, y) dobbiamo avere

dxf(x,y) = Adg(x, v)
dyf(x, y) = Ady8(x, y)
g, y)=0

dove A € R da determinare e g(x, y) = x> + y* — 1. Calcolando i gradienti si ha

2(x —y) =2Ax
2(y —x) =2Ay
x+yr=1

Si tratta di 3 equazioni nelle tre incognite (x, y, A). Troviamo le soluzioni:

11 1 1 11 1 _ 1
(_ V2’ ﬁ/z)/ (\/i’ \/2/2)/ (\/i’ ‘/Ero)r ( N \/E’O)

Ignorando il parametro A abbiamo dunque trovato 4 punti sulla frontiera JI":
Plz(_%/%)/ PZZ(\/LE/_%)
P3:(%§/%§)/ P4:(_‘/L§r_%i)'

Notiamo che f(P;) = f(P,) = 2. Ne segue che Pj, P, sono due punti di massimo assoluto per f suTl,
mentre tutti i punti (x, y) € I' con x = y, inclusi P3 e P4, sono punti di minimo assoluto.
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0.5

Figure 2.4: Grafico della funzione f(x, y) dell’Esercizio 2.7 ristrettaa T’ = {(x, ) € R?:, 0<x < V2, 0 <
y < ¥2}. L'unico massimo di f suT & nel punto (V2, V2) dove la f vale v2/2.

Esercizio 2.7. Si consideri la funzione

3 % se (x,y) #(0,0)
fey = {0 ! se (x,¥) =(0,0)

ristretta all'insieme T = {(x,y) € R :, 0 < x < V2, 0 < y < x?). Dire se la funzione & continua su T e
determinare i punti di massimo e di minimo assoluti di f ristrettaa .

Soluzione: La funzione & evidentemente continua su tutto R? \ {(0,0)}. Verifichiamo che & continua
anche nell’origine (0, 0). Per ogni (x,y) € R* si ha

WPyl = 2yl < (F + yO)lyl < (7 + v
Allora se (x,y) € I'siha 0 < f(x,y) < /x2 + %, e dunque f(x,y) — 0 per (x,y) — (0,0). Dunque f &
continua su tutto I'. L'insieme I' & chiuso e limitato e dunque f ha massimo e minimo assoluti su I' per
il teorema di Weierstrass. Verifichiamo che massimi e minimi si trovano tutti sulla frontiera JI'. Infatti,

osserviamo che f e di classe %" nell’interno di I, che denotiamo con IntT =T\ dT, e se (x, y) € IntT, si

ha

3 4 — xzyz

(02 + 122

2xy
(o2 + 22’

In particolare, se (x, y) & un punto stazionario interno a I' si deve avere xy> = 0, ma questo & impossibile
poiché allinterno di I' si ha x > 0 e y > 0. Allora massimi e minimi sono tutti sulla frontiera. Per
determinare questi punti estremali possiamo osservare che la frontiera JI" & costituita dai tre segmenti
L ={0<x< \/E,]/=0},Iz ={0<x< \/i,yzxZ},eb ={x= \/i,OSySZ}. Calcolando la f lungo
questi segmenti si vede che il segmento I; costituisce I'insieme dei minimi con f = 0 su I;. Inoltre la f
ristretta a I vale

A f(x,y) = d,f(x,y) =

2

x
=5 0 S S 2/
8() x2+1 x< V2
che ha un massimo in x = V2 dove la f vale 2/3. Infine, la f ristretta a I3 vale

2y

h(y) = ryZ ’

O<y=<2

Ponendo /() = 0 e studiando il segno di 1" (y) troviamo che h(y) ha un massimo in y = V2 dove la f
vale V2/2 > 2/3. In conclusione il minimo di f & zero ed e’ raggiunto su I; mentre I'unico massimo &

nel punto ( V2, V2) dove f vale V2/2.
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Esercizio 2.8. Determinare i massimi e minimi assoluti della funzione

flr,y) = 16 =22 — 32

ristretta all'insieme T = {(x, y) € R? :, (x —2)* + y* < 1}. Scrivere I'equazione del piano tangente a f nel punto
di massimo.

Soluzione: Il gradiente di f &
(x, )

16 —x2 — yz.
Notiamo che V£(x,y) # (0,0) perogni (x,y) € IntT = {(x,y) € R? :, (x—2)*+y* < 1}. Dunque non esistono
punti di massimo o minimo all’interno diI'. dunque per Weierstrass i massimi e minimi sono tutti sulla
frontiera oI = {(x,y) € R? :, (x —2)* + y*> = 1} (la funzione f & continua su T, che & chiuso e limitato). Su
dT possiamo parametrizzare (x, y) = (2 + cos(0),sin(0)) e f(x,y) = h(0) = /16 — (2 + cos(0))? — sin(0)>.
Studiando questa funzione di 0 € [0, 27t] troviamo che il massimo si ha in 6 = 7 e il minimo in 6 =0,
dunque (xo, ¥o) = (1,0) & il massimo con f(1,0) = V15 e (xo, Yo) = (3,0) & il minimo con f(3,0) = V7.

Il gradiente nel punto di massimo & Vf(x,y) = —\/Lﬁ (1,0), e 'equazione del piano tangente a f nel

Vf(x/ y) ==

punto di massimo e

z(x, y) = V15 - (x\/_l_Sl) , x,y€R.

Esercizio 2.9. Al variare di a € [1,4], determinare i massimi e minimi assoluti della funzione

fo,y) =@—x*—y*)?

ristretta all insieme T = [-2,2].

Soluzione: Il gradiente di f &
Vix,y) = —4(ax — x> — xy?,ay — Xy — v°) = —4(a — ¥* — y*)(x, v).
La matrice hessiana vale

a—3x* — > —2xy )

He(x,y) = _4( —2xy q— 3y2 _ 2

Dunque i punti stazionari sono (x, y) = (0, 0) e tutte le coppie (x, y) € R? tali che a—x? — y* = 0, ossia tutta
la circonferenza di raggio a con centro 'origine. Essendo a < 4 questa & tutta contenuta nel quadrato
I'. Su questa circonferenza la f vale zero e dunque, essendo f > 0 ovunque, questi punti stazionari sono
tutti minimi assoluti di f suI'. Nell’origine H; vale

a 0

Hf(0,0) = —4 (O a)'
Essendo a4 > 0 la matrice H¢(0,0) & definita negativa e abbiamo sempre un massimo locale stretto
nell’origine, con f(0,0) = a*. Per trovare eventuali massimi e minimi di f sulla frontiera JI' possiamo
restringerci per simmetria a uno dei lati del quadrato, e calcolare per esempio g(x) = f(x,2) = (4—a+x?)?,
x € [-2,2]. Questa funzione ¢ ha un minimo in x = 0 e due punti di massimo in x = +2. Il massimo vale
in entrambi i casi g(+2) = (8 —a)2. Allora la f ha quattro punti di massimo sulla frontiera nei quattro
vertici del quadrato (x, y) = (£2, +2) dove vale (8 —a)?. Notiamo che se a < 4 allora (8 —a)? > 4% = £(0,0),
mentre se 4 = 4 si ha (8 — a)>~ = a®> = f(0,0) = 16. In conclusione abbiamo mostrato che il minimo
assoluto di f & unicamente raggiunto sulla circonferenza di raggio va con centro 'origine dove f vale
zero. Inoltre se a < 4 il massimo assoluto € unicamente raggiunto nei vertici (x,y) = (+2,+2) dove
vale (8 — a)?, mentre se a4 = 4 il massimo assoluto & unicamente raggiunto nei vertici (x, y) = (2, +2) e
nell’origine.
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Figure 2.5: Grafico della funzione (2 — x* — ?)* dell’esercizio 2.9 per a = 4.

3 Integrali doppi

Esercizio 3.1. Calcolare I'integrale

(3.1)

J

dove Q={(x,y) e R?: 222+ (y—1)> <4, y> 1}

o
S
CIE
Rkﬁ
N
3
2
QU
=

Soluzione: L'insieme Q) & la parte superiore di un’ellisse centrata in (0,1) come in Figura 3.1, e puo
essere descritto come dominio semplice:

Q={(x,y)eR>: 1<y<1+ V4-222, |x| < V2}.

ff x|y V2 1+ Va—2x2 Ix]
dxdy = f d dx.
Q V2 —x2 Y -2\ J1 v V2 —x2

L’integrale interno vale

Allora

14+ Vi—222 1 )
f ydy:§(1+ V4—2x2) -
1

N~

Notiamo che

1 V2 x| V2 X ‘ﬁd N 2
= dx:f dx=—f — V2 —x2dx = V2.
ZI\E V2 - x2 0 V2-x2 o dx

Inoltre,

1 V2 2 x| V2 2 X
- f (1+ Va-22) ——=dx= f (1+ Va-222) dx
2J-vz V2 — 2 0 2-x2

V2 (V24 3 V2 1342
= —-—— _— —_ 2 = _—
6 ) @ (1+ V4 —2x2) dx =26 6 3

In conclusione,

ff Iy dxdyzmﬁ—\/i:m 2
Q V2 -x? 3 3
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Figure 3.1: La regione Q = {(x,y) € R?: 2x* + (y - 1)> <4, y > 1}.

f L xy dxdy, (3.2)

dove Q={(x,y) e R®>: (x—1)2?+(y-1)%><1, y>2-x}

Esercizio 3.2. Calcolare l'integrale

Soluzione: Osserviamo che () ¢ il semicerchio di raggio 1 centrato in (1,1) e delimitato dal basso dalla
retta y = 2 — x passante per il centro. Passando a coordinate polari di centro (1,1) si ha

(x,y) =Y(0,0) = (1 + pcos(0),1 + psin(0)), det]y =g,
Q=y(S), S={006): pel0,1], 6 € [-7t/4,3m/4]}.

Allora,
ff xydxdy = f(l + 0cos(9))(1 + psin(0)) pdpdO
Q S

1 /4
= f (f (14 pcos(0))(1 + psin(B))dO | odp
0 —

/4

1
=f(n+2‘/§g)gd@=z+&.
0 2 3

Figure 3.2: Grafico della regione Q = {(x,y) € R*: (x-1)?+(y—1*<1, y>2—x}.
Esercizio 3.3. Calcolare l'integrale

f L Ixyldxdy, (3.3)
}

dove Q ={(x,y) e R*: |xP < |yl <x*, x € [-1,1]}.
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Soluzione: Notiamo che per x € [-1,1] si ha |x|* < x? e scriviamo Q = (; U (), dove

Q={x,yeR: (P <y<x®, xe[-1,1]}, Q={xy) eR*: -x* <y<—-]xP, xe[-1,1]}

fflxyldxdysz |xy|dxdy+ff lxyl|dxdy.
Q Ql QZ

I domini €, (), sono domini semplici e possiamo calcolare

1 x2
[ [ sy = [ [ | ydy]ledx
o) 1\ Jpp

1 (! 4_ .6 ' 5_ .7 1
zzil(x —x)lxldxzﬁ(x —x)dx:ﬂ.

Per simmetria abbiamo f le lxyldxdy = f sz |xy| dxdy e dunque

1
ffglxyldxdy: T (3.4)

Dunque

Figure 3.3: La regione Q = {(x,y) € R*>: |x]* < |y| < x*, x € [-1,1]} & l'unione delle quattro regioni
ottenute come sopra tra le curve x>, —x3,x2, —x2, per x € [-1,1].

Esercizio 3.4. Calcolare gli integrali

L = ff x| cos(y) dxdy, L= fﬁxcos(y) dxdy (3.5
o} o}
m i i m
Q= {(x,y) €R: |x < ,/5, lyl sxz} U {(x,y) eR?: ,/E <hi<3, lyl< 5}

—_ 2
Q:{(x,y)e]RZ: 0<x< \/g %SIyISxZ}.

Soluzione: Scriviamo Q = )y U Q; dove €); sono domini semplici, con

o)) :{(x,y)EIRZ: x| < \/g, IyISxZ} , sz{(x,y)E]Rz: \/§S|X|S g, ly| < g}
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Calcoliamo

2

I = ff(;l |x| cos(y) dxdy = j_‘ﬁ(j_‘; cos(y)dy] |x|dx

= f 2 sin(x?)|x|dx = 2 IWZSin(xz)xdx =2
_ \/E 0

2

[SIE] ERSE]

Inoltre,

ILZ x| cos(y) dxdy :Zf\;

2

3 2
=4 xdx:n——n.
\/— 2

(fz cos(y)dy]xdx

s
2

us
2

In conclusione,

2
h:fflxlcos(y)dxdysz lecos(y)dxdy+ff |x|cos(y)dxdy=2+n__n.
“ = O 2

Per il calcolo di I, abbiamo

I = fj(:)lxl cos(y)dxdyzzj;ﬁ(ﬁz cos(y)dy]xdx

2

I

=2 fo \/:sin(xz)xdx -2 fo " sin(2/2))xdx = V2 - 1.

Figure 3.4: La regione () dell’esercizio 3.4 .

Esercizio 3.5. Calcolare gli integrali

I = fj(;(xz + yz) dxdy, L = ijQ(x2 —-2x— yz)dxdy (3.6)

doveQ:{(x,y)elRZ: x2+y2§9}\{(x,y)€]R2: (x—1)2+(y—1)2S1}.
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Soluzione: Calcoliamo I;. Il dominio & il disco di raggio 3 centrato nell’origine, che chiamiamo €,
privato del disco di raggio 1 centrato in (1,1), che chiamiamo €,. Considerazioni semplici mostrano
che ), c ©3. Dunque scriviamo

ff(xz +y?) dxdy = f (* + y?) dxdy - f (* + y?) dxdy.
Q O Q

Per il calcolo di Qy, passando a coordinate polari (x, y) = Y(g, 0) = (0 cos(0), ¢sin(0)), det |, = ¢ si ha

3/ ren 3 817
ff(x2+y2)dxdy=f (f d@)g3d@=2nf Pdop=—.
ol 0o \Jo 0 2

Per I'altro integrale, usiamo coordinate polari di centro (1,1):

(x, ) = ¢P(0,0) = (1 + gcos(0),1 + psin(0)), det]y, =0,
Q=9(S), S=1{(0): 0€[0,1], 6 €[0,2m]}.

In queste coordinate si ha x* + y? = 2 + ¢? + 2pcos(0) + 2psin(0). Allora,

1 27
ff o2+ yz)dxdy = f (f (2 + 0> +20cos(0) + 20sin(0))dO | o dp
Q 0o \Jo

_ [ (@+ 2rm)odo = 2T
—fo((+@)n))@ 0=

Ilsz(x2+y2)dxdy=81—n—5—n=387'c.
0 2 2

Per il calcolo di I, si procede come sopra. Il primo integrale viene

Concludiamo che

3 27
ff (x? —2x — yz) dxdy = f ( (0% cos?(0) — pcos(0) — ¢ sinz(G))dQ) odo=0.
o} 0o \Jo

Il secondo integrale si calcola come sopra, e osservando che x> —2x —y? = (x—1)? — (y — 1) — 2y si ottiene

1 270
f (x® = 2x — yz) dxdy = f (f (0* cos?(0) — ¢* sin*(0) — 2 — 20 sin(@))d@) odo
Q 0o \Jo
1 27
= f (f (—Z)de)gd@ = -2m.
0o \Jo

I = f (% — 2x — y?) dxdy = 27.
Q

Concludiamo che

Esercizio 3.6. Calcolare l'integrale

f fQ (x + y) dxdy, (3.7)

dove Q) = {(x,y) eR?: |y <3x,x€ [0,4]} \ {(x,y) eER?: (x—2)*+y* < 1}.
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Figure 3.5: La regione () dell’esercizio 3.5 .

Soluzione: Il dominio ¢ il triangolo () = {(x, yER?: |y <3x,x€]0, 4]}, privato del disco di raggio 1
centrato in (2,0), che chiamiamo €);. Notiamo che Q, C ;. Infatti se (x,y) € (), allora x € [1,3] e y
soddisfa y* <1 — (x —2)? < 922, da cui |y| < 3x. Dunque scriviamo

ffg(x+y)dxdy=ff(;l(x+y)dxdy—ffgz(x+y)dxdy,

Per il calcolo di QQ;, abbiamo

3x
f (x+ y)dxdy = f( (x+y)dy) dx = fééxzdx: 128.
o)} 0 \J-3x 0
Per (), abbiamo

V1-(x-2)?
— = —(x=2)2 =
sz(x+y) dxdy = f[‘[ 1—(x—2)2(x+ Y) dy] dx fo V1-(x—-2)?dx =2m,

dove per l'ultimo integrale abbiamo usato

1 1
fzmh —(x—2)2dx = f 2(s+2) V1 —s2ds = 4f V1 —2ds = 4arcsin(1) = 2.
1 -1 -1

Per I'integrale su () si potevano anche usare le coordinate polari di centro (2, 0):

1/ r2n 1
f (x + y)dxdy = f ( (2 + ocos(0) + psin(0)) d@) odo = 4nf odo =2m.
(o) 0 \Jo 0

ff(x + y)dxdy = 128 — 2.
Q
x
f fQ oy (3.8)

doveQz{(x,y)E]RZ: x>0, y>0,y>1-x, x2+yzsl}.

In conclusione,

Esercizio 3.7. Calcolare l'integrale
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Soluzione: Possiamo scrivere QQ = (4 \ (), con Oy il quadrante positivo del disco di raggio 1 e Q, C ()
il triangolo rettangolo con vertici (0, 0), (1, 0), (0, 1). In questo modo si ha

dxd:ffxdxd—ff
ffgl y Y o 1+y Y o1

Usiamo coordinate polari di centro (0, 0) per calcolare il primo integrale:

(x, y) = (0, 0) = (0cos(0), osin(0)), det]y = o,
lell)(S), S:{(@,G) (.06[011]1 QE[O/H/Z]}

ffgll+ axdy = f(f /21-£i)-CQO:1(r\6()6)d )@@:follog(“@)@d@-

L'ultimo integrale vale

dxdy.

Dunque

1 2 2 2
f log(1 + p) odo = (s —1)log(s)ds = f slog(s)ds — f log(s)ds
0 1 1 1
= 2log(2) - > - (2log(2) - 1) = =
= og 2 og = 4,
dove abbiamo usato le integrazioni per parti:
1, 1,
slog(s)ds = ES log(s) — 1 5%, log(s)ds = slog(s) —

I secondo integrale vale

X 1 x4 1
dxd :f (f —d )xdx—f log(2 — x)xdx.
fjg;zl“‘y Y 0o \Jo 1+y Y 0 Bl )

Usando di nuovo l'integrazione per parti come sopra, 'ultimo integrale vale

1 2 2 2
j; log(2 — x) xdx = ]; (2—-s)log(s)ds =2 fl log(s)ds — f1 slog(s)ds

— 4log(2)— 2 - (2 log(2) - Z) — 2log(2) - Z.

In conclusione

x 1 5\ 3
fL I +ydxdy =1 —(2log(2)— Z) =5 —2log(2).

Esercizio 3.8. Calcolare I'integrale

f fQ e~ 220 dxdy, (3.9)

dove Q ={(x,y) € R?: -1 <x?—-2x+ 1> -2y < 0}.
y Y y
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Soluzione: Osserviamo che Q & la corona circolare
Q={(x,yeR*: 1< (x-1)>+(y-1)><2}
dicentro (1,1) eraggile V2. Passando a coordinate polari di centro (1,1) si ha
(x, y) = Y(0,0) = (1 + gcos(0),1 + psin(0)), det]y, =g,
Q=vS), S=1{@0): oell, V2], 0 €[0,2nr]}.

Inoltre e~ **~2x+y*-2y)

=02 dunque

2 2 ﬁ
ff eI dydy = 2nf Qe“’z+2 do=mne*(e! —e?) =mn(e-1).
0 1

Esercizio 3.9. Calcolare I'area della regione

Q={xyeR: 1<(x-172+@y-17<2, x>0, y>0) (3.10)

Soluzione: Notiamo che Q ¢ la porzione contenuta nel quadrante positivo x > 0,y > 0, della corona

circolare di centro (1,1) e raggi 1 e V2. L'area della corona & 21t — 7w = 7. Per calcolare l'area della
parte di corona fuori dal quadrante positivo possiamo ragionare in termini puramente geometrici.
Consideriamo il quadrato Q di lato 2 di centro (1, 1) e notiamo che & inscritto nella circonferenza ¢; di

raggio V2 e centro (1,1) e tangente alla circonferenza %; di centro (1,1) e raggio 1, vedere Figura 3.6.
Allora Area(%;) — Area(Q) =2n—4e

1
Area(Q) = Area(¢;) — Area(61) — E(Area(%ﬁ) — Area(Q)) = 2.
Alternativamente si poteva calcolare ’area del segmento circolare 3; = {(x,y) € R?:x€[0,2],2< y <

1+ 42— (x—1)?} con l'integrale:
2( -1 2
Area(Q;) = f [f dy]dx = f (V2-(r-1)2-1)dx = %(n -2),
0 0

2
e notare che
Area(Q)) = Area(%;) — Area(¢1) — 2Area((d;) =2n — 1 — 2(%(71 -2)=2.

Notiamo che il calcolo di Area(();) si poteva effettuare anche passando a coordinate polari di centro

(1,1):
37 /4 V2 1 /4 1
Area(Q;) = f f odo|do = = f (2-sin"2(6))d6 = = (r - 2).
n 1/ sin(6) 2 Jnya 2

/4
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Figure 3.6: La regione () dell’esercizio 3.9 .

4 Integrali tripli

Esercizio 4.1. Calcolare l'integrale

fszzdxdydz, 4.1)

dove Q = {(x, y,2) ER3: (P +1?)>P <22 < 1}.

Soluzione: Il dominio si puo scrivere come {2 = (; U (), con

Q= {(x, y,2)eR: P+ <z< 1} , Q= {(x, y,2)€R: -1<z<—(2+ y2)3/2}.

fffzzdxdydz=2fff 2% dxdydz.
Q O

Per il calcolo possiamo usare coordinate cilindriche:

(x,y,2) = ¥(0,0,2) = (¢0cos(0), ¢sin(6),z),  det]y = 0.
SihaQ; =y(S)dove S ={(p,0,2): 0<0<2m, 0<p<1, ><z<1}.

fff(;lzzdxdydz=£2n(£1(lezdz)gdg)d9

2 ! 9 3n
—gnfo(l—@)@d@—ﬁ-

2 _ o
fsz dxdydz—ll.
f f f lyl dxdydz, (4.2)
Q

dove Q = {(x,y,z) ER: ¥ +22<y? < 1}.
41

Per simmetria si ha

Concludiamo che

Esercizio 4.2. Calcolare l'integrale



-0 -05 gp
—

05 10

Figure 4.1: La regione Q = {(x y,2) ER®: (P +1?)P <% < 1} dell’esercizio 4.1 .

Soluzione: Ragionando come in Esercizio 4.1 si ha

ffLWWXd}/dZ:; 4.3)

Figure 4.2: La regione Q = {(x, y2) ERP: ¥ +22 <y’ < 1} dell’esercizio 4.2 .

f f f (Bx +9y) dxdydz, (4.4)

dove Q) ¢ il tetraedro delimitato dai piani {x =0}, {y =0}, {z=0}, {x +y +z =1}.

Esercizio 4.3. Calcolare l'integrale

Soluzione: Osserviamo che per simmetria si ha f f fodxdydz = f f fQ ydxdydz = f f szdxdydz e

dunque
fff(3x+9y)dxdydz=12fffzdxdydz.
Q Q
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Per calcolare f f fQ zdxdydz osserviamo che () & un dominio semplice:

Q={xy2el01P: 0sx<1,0<y<l-x0<z<1-(x+y)}.

[ Lo (7)o
:%fo (fo _x(l—x—y)zdy)dx

1 (M 1
=2 | 2 -xPdy= =
2f03( 0ax = o

ffL(3x+9y) dxdydz = %

Dunque

Ne segue che

0.5

Figure 4.3: La regione () dell’esercizio 4.3 .

Esercizio 4.4. Calcolare il volume della regione

Q:{(x,y,z)e[O,l]S: zz21-x-y) (4.5)

Soluzione: Osserviamo che gli estremi di integrazione si possono scrivere come 1 >x>0,1>y>0e
1>z >max{0,1 -x—y}. Dunquese y € [0,1 —x] alloraz € [1 —x — y,1] mentre se y € [1 — x,1] allora

z€[0,1]. Siha
Vol(Q) = f f dxdydz
Q
1-x 1

LU e UL e
([ aace -2
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0.0 0.5 1.0

Figure 4.4: La regione () dell’esercizio 4.4 .

Esercizio 4.5. Calcolare il volume della regione

Q={(x,y2el01P: 1<x+y+z<2} (4.6)

Soluzione: Ragionando come in Esercizio 4.4 si ottiene Vol(Q)) = %

ffL(x+z)dxdydz, 4.7)

dove Q) = Oy Ny, con O la palla di raggio 1 con centro (1,0,0) e Oy = {(x, y,2) € R3: x>1).

Esercizio 4.6. Calcolare l'integrale

Soluzione: Per simmetria si deve avere f f fQ zdxdydz = 0, dunque

ff‘fg(x+z)dxdydz=ff‘fgxdxdydz.

Passiamo a coordinate sferiche di centro (1,0, 0):

(X, y,2) = ¥(0, @, 0) = (1 + pcos(p) sin(6), osin(¢) sin(), gcos(B)),  det ]y = ¢*sin(6).
SihaQ =1(S)dove S ={(0,9,0):0<p<1, —n/2< ¢ <m/2, 0< 0 <7} Allora

1 4 /2
_ . . 2
fffgxdxdydz —fo‘ (fo (In/z(l + o cos(¢) sin(6)) d(p) sm(@)d@)@ do
1 T
= f ( f (n+2@sin(6))sin(6)d6) d*dp
0 \Jo

1 1 4
2n n 11w
=2 2do+2 3d in2(0)d0 = =— + — = —.
”fogwfo“’fosm” 31T

Notiamo che il calcolo dell'integrale rispetto a 6 diventa piti semplice se si usano coordinate sferiche
con asse verticale dato dalla x in luogo della z. Infatti in questo caso poniamo:

(%, y,2) = P(0, 9, 6) = (1 + pcos(6), o cos(p) sin(6), osin(p) sin(8)),  det ]y = ¢ sin(6),
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con Q =yY(S)dove S ={(0,9,0):0<0<1, 0<p <2m, 0< 0 < n/2}). Dunque

1 271 /2
f f f xdxdydz = f ( f ( f (1+gcos(6))sin(e)de)d¢) Rdo
Q 0 0 0
1 1171
=2 1+ 0/2)0°do = —.
w [ a+ o=

05 ‘

0.5

20

Figure 4.5: La regione () dell’esercizio 4.6 .

Esercizio 4.7. Calcolare l'integrale

f f L Z* dxdydz, (4.8)

dove Q={(x,y,2) ER*:0<z< x2+12, P+ > +22 <1},

Soluzione: Osserviamo che €} consiste della semisfera di raggio 1 con centro l'origine e z > 0, privata
del cono {z > /x2 + y?}, si veda Figura 4.6. Possiamo usare coordinate sferiche:

(x,y,2z) = (o, @, 0) = (0cos(p) sin(6), o sin(e) sin(0), p cos(0)), det ], = ¢ sin(0).
SihaQ=1(S)dove S ={(0,9,0):0<0<1, 0< @ <27, /4 <0 <m/2}. Allora

fff(;zzdxdydz:fo\l (LZZ( Ozn(gcos(e))zd(p)sin(@)d@) o*do

1 /2
= 2nf (f cos?(0) sin(@)d@) d*do
0 \Jn/4

21 1 s
:_2—3/2f 4o =
3 0 eae 15\/5
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Figure 4.6: La regione () dell’esercizio 4.7 .

f f ‘[Q |z| dxdydz, (4.9)

dove Q=1{(x,y,2) e R®: 2+ 12 +22 <4\ {(x, y,2) eR®: ¥ +12 <1, |zl < V3}.

Esercizio 4.8. Calcolare l'integrale

Soluzione: Q consiste della palla di raggio 2 con centro I'origine, che chiamiamo €24, privata del cilindro
di raggio 1 lungo l'asse z e centro l’origine troncato a z = + \/5, che chiamiamo ,. Poiché il cilindro
interseca il bordo della palla ad altezza z = + V3, siha Q, c Q. Allora

fflzldxdydz=f |z|dxdydz—f |z| dxdydz.
Q (o) Q

I primo integrale si puo calcolare in coordinate sferiche:

(X, ¥,2) = (0,9, 6) = (0cos(¢) sin(6), psin(p) sin(6), ocos(8)),  det]y = ¢% sin(6).
Siha Q) =9(S)dove S ={(0,9,0):0<0<2, 0<¢p <2, 0 <0 < n}. Allora

27
f f |z| dxdydz = f ( f ( f d(p) ol cos(9)|sin(9)d9) o*d
(o)) 0
2 /2 e
=2nf0‘ (j(; c:os(@)sin(@)d@—‘fﬂ/2 cos(0) sin(@)d@) 0°do

2
= 271[ 0’dp = 8.
0

I secondo integrale si puo calcolare in coordinate cilindriche:
(x,y,2) = ¢P(0,0,2) = (0cos(0), psin(0), z), det ], = 0.
Siha Q; =(S)dove S ={(p,0,2) :0<0<2r, 0<p<1, |z2| < V3}. }. Dunque

fffgzlzldxdydz— fzn[ﬁl(ﬁﬁzdz]gd@]d9=3n.
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In conclusione,

ff |z| dxdydz = 8t — 37 = 5m.
Q
fff lxle™ dxdydz, (4.10)
o)

dove Q ={(x,y,z) € [-1,1P: y* +22 > 1}.

Esercizio 4.9. Calcolare l'integrale

Soluzione: Possiamo scrivere 3 = () \ ; dove ) e il cubo (O = {(x,y,2) € [-1, 113} e Q, & il cilindro
lungo l'asse x dato da Qy = {(x,y,z) e R®: y*+2z? <1, |x| < 1}. Notiamo che Q, C ) e dunque

f f lee"‘2 dxdydz = f f lee"‘2 dxdydz — f lee"(2 dxdydz.
Q O [0))

I primo integrale vale

1 1
ff lee"‘2 dxdydz = 4f |x|e"‘2dx = 8f xe ™ dx = 41 -e™h.
o -1 0

Il secondo integrale si si puo calcolare in coordinate cilindriche lungo 1’asse x:

(x,y,2) = Y(0,0,2) = (x,0co8(0), osin(0),  det]y = o.
Siha (), =9(S)dove S ={(p,0,2): 0<0 <2m, 0<p<1, x| <1}. Allora

f f fg le™ ddydz = fozn ( fo 1 ( I 1 lee"‘zdx)@d@) 6 = n(1—e™).

In conclusione,
f f Ixle™ dxdydz = (4 — 1) (1 — 7).
Q

Figure 4.7: Toro diraggiR=5er =2.
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Esercizio 4.10. Calcolare il volume del toro di raggi R > r > 0.

Soluzione: Supponiamo che il toro Q sia centrato nell’origine e che sia perpendicolare all’asse z.
L'area di una sezione verticale del toro vale 7ir?, e la lunghezza di una porzione infinitesimale della
circonferenza di raggio R vale Rd0 se 0 varia tra 0 e 2. Allora si deve avere

27T
Volume(Q) = fdxdydz :f nr?RdO = 2r*#?R.
Q 0

Si poteva ragionare anche usando le coordinate toroidali:
(x,¥,2) = Y(0,0,9) = (R + pcos(p)) cos(0), (R + pcos(p)) sin(0), osin @), |det Jy| = 0 (R + o cos(¢)).
Siha Q =1(S)dove S =1{(0,0,2): 0<0 <2m, 0 <@ <2m, 0<p<r}. Dunque

r 270
Volume(Q) = fffldet]wldgdﬁdgo = 27zf (f 0 (R + gcos(p)) dqo) do = 2r*Rr?.
s 0 \Jo
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5 Integrali curvilinei

Esercizio 5.1. Siay il grafico in R? della funzione y = |x|*/? per x € [-4/3,4/3]. Calcolare la lunghezza di y.

Soluzione: Per simmetria la lunghezza di y & due volte la lunghezza della curva parametrizzata
y.(t) = (%), t €[0,4/3]. Si ha
Vit =(1,3Vh).

/3 /3

[ 16 112

= / = 2 = — 3/2 — = —
t(y) 2]: Iy ®)lldt ZfOA 1+ 4i,‘dt 27(4 1) >

Allora

Esercizio 5.2. Sia y la curva in R? di equazioni parametriche
y(t) = (¢' cos(t) + 1,e' sin(t) = 1), t€[0,m].

Determinare la lunghezza di y.

Soluzione: Si ha
Y'(t) = (' (cos(t) — sin(t)), e'(sin(t) + cos(t))), t € [0, 7].

Ne segue che [y’ (H)l = [yt + y5(t)?* = V2¢t. Allora

() = fo b/ (Blldt = V2 fo ¢t = B - 1)

Esercizio 5.3. Calcolare I'integrale curvilineo di prima specie
f(xy + y cos(z)) ds
')/
dove y ¢ la curva in R® di equazioni parametriche

y(t) = (cos(f),2sin(t),t), tel[0,m/2].

Soluzione: Si ha
Y'(t) = (—sin(f),2 cos(t), 1), te[0,m/2].

Ne segue che |[y’(t)]| = \/yi(t)z + 7512 + yL(t)? = {2 +3cos?(t). Allora, con f(x,y,z) = xy + y cos(z) si
ha f(y(t)) = 4 cos(t) sin(t), e dunque

/2 /2
[ remads= [ soomy o= [ scossing 230
y

4 (td 232 4
=— | =@+3%2ds = =(5V5-2V2).
o ds 9

9
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Esercizio 5.4. Calcolare I'integrale curvilineo di prima specie
f(x2 + 2 +2%)ds
)/
dove y ¢ la curva in R® definita dalla diagonale del cubo di lato 2 centrato nell origine.

Soluzione: Possiamo parametrizzare y tramite:

y#) =(-1+t-1+t,-1+1t), te][0,2].

Ne segue che ||y’ ()l = \/)/i(t)z AR AL V3. Allora, con f(x,1,z) = x> + y* + 2% si ha f(y(t)) =
3(t — 1)%, e dunque

2
f fx,y,2)ds = f F @Iy’ @)llat
V4 0
2
fo(t Ydt =23

Esercizio 5.5. Calcolare I'integrale curvilineo di prima specie

j‘lxl(y2 +2%)ds
y

dove y e’ il segmento in R® che congiunge i punti (-=1,1,0), (1,1,-1).

Soluzione: Possiamo parametrizzare y tramite:

y(t) = (=1 +2t,1,-t), tel0,1].

Ne segue che [y’ ()|l = \/yi(t)z + 952 + y4(t2 = V5. Allora, con f(x,v,z) = |x|(y* + z%) si ha f(y(t)) =
12t — 1|(1 + #?), e dunque

1 1
[ i = [ oo o =5 [ - ua A

1/2 1
=5 1-200+2)dt+ V5 | @-1)A+2)d= %
0 1/2

Esercizio 5.6. Calcolare I'integrale curvilineo di prima specie
f cos?(x) sin(y) cos(z) ds
Y

dove y ¢ la curva in R® di equazione parametrica:

y(t) = (nt,wt,0), tel0,1].
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Soluzione: Si ha
Y =n1,1,0), tel0,1].

Ne segue che ||y’ (t)|| = \/yi(t)z S A LR AL ¢ V2. Allora, con f(x,1,z) = cos?(x) sin(y) cos(z) si ha
f(y(t)) = cos?(ntt) sin(nit), e dunque

1 1
ff(x, Y,z)ds = f FyOy @®ldt = \/Ef cos?(mt) sin(nt) dt
14 0 0

= \/Efn cos?(s) sin(s) ds = ¥
0

Esercizio 5.7. Calcolare I'integrale curvilineo di prima specie
f cos?(x) sin(2y) cos*(z) ds
4
dove y ¢ la curva in R3 di equazione parametrica:

yt) =@ L1, telo,nl

Soluzione: Si ha
y'(h=(1,1/2,1), tel0,n]

Ne segue che |ly’(t)l| = \/)/i(t)2 + Y5+ y5(h)? = 2. Allora, con f(x,y,z) = cos®(x) sin(2y) cos*(z) si ha
f(y(t) = cos(t) sin(t), e dunque

1 Tt
f fx,,2)ds = f For Oy ©ldt =3 f cos?(t)sint) dt = 3.
b4 0 0

Esercizio 5.8. Calcolare I'integrale curvilineo di seconda specie

fydx+x2dy
v

dove y @ la curva in R? di equazione parametrica:

Yt =(VL12), telo0,1].

Soluzione: Il vettore veolcita vale y’(t) = (z%ﬁ’Zt)‘ Sia F(x, y) = (y,x?). Allora
1
fydx +x%dy = f (Fy@),y'(t))dt
y 0
1
13
_ 1432 2y g4 = 22
fo (382 +28)dt = 2.
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Esercizio 5.9. Calcolare I'integrale curvilineo di seconda specie

fcos(an) dx + Jy? — x%dy

Y

dove y ¢ la curva in R* rappresentata dal segmento che va dal punto (=1,1) al punto (1, 3).

Soluzione: Possiamo usare la parametrizzazione:
Y =¢t+2), te[-11].

Il vettore veolcita vale y’(t) = (1,1). Sia F(x, y) = (cos(x), 4/y*> — x2). Allora

1
fcos(x) dx + \Jy2 - x2dy = f1<F(7/(f)), Y/ (b)) dt
, _
1
= f (cos(2mt) + /(t +2)? — 12) dt
-1

1
:f 2Vt+1dt:83—\/§.
-1
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6 Integrali di superficie
Esercizio 6.1. Sia X la superficie in R® di equazioni parametriche
o(u,v) ={(u,v,2u+v+1), uel0,1],ve[0,1]}.

Calcolare I'area di X.

Soluzione: Notiamo che il gradiente di o soddisfa
o,=0d,0=(1,0,2), o0,=7d,0=(0,1,1).
Dungque il prodotto vettoriale vale
0ux 0y =(-2,-1,1), llowxosll = V6

L'area di X allora & data da

1 1
Area(Z)zde:f f llow X oolldudv = V6.
X 0 0

Esercizio 6.2. Sia X la superficie in R® di equazioni parametriche
o(u,v) ={(u,u—3v,v), uel-1,1], ve [-1,1]}.

Calcolare 'area di X.

Soluzione: Notiamo che il gradiente di o soddisfa
oy =0dyo=(1,1,0), 0, =7d0=(0,-3,1).
Dungque il prodotto vettoriale vale
ou X0y =(1,-1,-3), lloyxall= Vil

L'area di X allora & data da

1 1
Area(Z)zdezf f llow X 0ol dudo = 4 V11.
X -1J-1

Esercizio 6.3. Sia ¥ la superficie in R® di equazioni parametriche

o(u,v) = {(u,v,cosv), u e [-2mn,2n], ve[-2nr,2nr]}.

f sin(2y)dS.
b

Scrivere l'equazione del piano tangente alla superficie nel punto di coordinate (0, 1/4, V2/2).

Calcolare I'integrale di superficie
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Figure 6.1: La superficie X dell’esercizio 6.3.

Soluzione: Calcoliamo
o,=(1,0,0), 0,=(0,1,—sinv), 0y X0y =(0,sin0,1), |loy X 0ol = V1 +sin®v
Allora

270 27
f sin(2y)dS = f du f dvsin(20) V1 +sinv =0,
X -2n -2m

dove usiamo il fatto che v +— sin(2v) V1 +sin®v & una funzione dispari e dunque per simmetria

2 dosin(20) V1 + sin?o = 0.

Il piano tangente nel punto di coordinate (x, y,z) = (0, /4, V2 /2) deve essere ortogonale al vettore
oy X 0, quando (1, v) = (0, 1/4), dunque deve soddisfare y sin(r/4) +z = c, ossia y# +z = c per qualche
¢ € R. Poiché sappiamo che il piano passa per il punto (0, /4, V2/2), si ottiene ¢ = (7 + 4) V2/8. In
conclusione, I'equazione parametrica per il piano tangente a X in (0, 71/4, V2/2) &

_ m+HV2 V2

2
3 > Y (x,y) € R

z(x, y)

Esercizio 6.4. Sia X la superficie del toro in R® centrato nell origine e perpendicolare all'asse z, di raggi R > r > 0.
Calcolare l'integrale di superficie
f Z%dS.
z

Soluzione: Parametrizziamo la superficie del toro nelle coordinate naturali:

(x,y,2) = 0(0,9) = (R + rcos(p)) cos(0), (R + r cos(p)) sin(0), r sin(p)),
per ¢ € [0,27], O € [0, 2n]. Si calcola

llop X oll = 7 (R + 7 cos(¢)).

27 27
f 22dS = f ( f r sinz((p)r(R + rcos(p))de |dO
b 0 0

27

=2nr’R f sin®(p)dg
0

= 2r*r’R.

Dunque
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Esercizio 6.5. Sia X la supetficie laterale del cilindro definito da

Q={xyzeR: y+22<1, xe[-2,2])

f (x? — 22)dS.
X

Soluzione: Parametrizziamo la superficie laterale del cilindro nelle coordinate cilindriche:

Calcolare I'integrale di superficie

(x, y,2) = a(x, @) = (x, cos(¢p), sin(p)),
per ¢ € [0,27], x € [-2,2]. Notiamo che

0x=(1,0,0), o0, =(0,-sin(p),cos(p)), 0xX0o,=(0,-cos(p),—sin(p)).

Allora ||lox X 0|l = 1 e possiamo calcolare

27 2
fz(xz - 72%)dS = I) (f:2(x2 - sinZ((p)) dx) do

2 ) 271 . 207
=2n | x"dx—-4 sin ((p)d(pzT.
- 0

2

Esercizio 6.6. Sia X la supetficie laterale del cilindro definito da

Q={(xy2)eR: ¥+(z-12<1, ye[-1,1]}

f (x* + y*)dS.
Z

Soluzione: Parametrizziamo la superficie laterale del cilindro nelle coordinate cilindriche:

Calcolare I'integrale di superficie

(x,y,2) = o(y, @) = (cos(p),y,1 + sin(g)),
per ¢ € [0,27], y € [-1,1]. Notiamo che

0,=(0,1,0), 0y = (=sin(p),0,cos(p)), oy, X 0o, = (cos(p),0,sin(p)).

Allora |lo, X || = 1 e possiamo calcolare

27 1
f (* +y*)dS = f ( f (cos™() + ¥7) dy)d<P
ba 0 -1

1 271
:2nf yzdy+2f cos*(p) de = 10?7-[
-1 0

Esercizio 6.7. Sia X la superficie in R® di equazioni parametriche
o(u,v) = {(cosusinv,sinu + sinv, —cosu — cosv), u € [-n/4, /4], v € [-nt/2,7t/2]}.

Scrivere I'equazione del piano tangente a L. nel punto di coordinate (0,0, —2).
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Figure 6.2: La superficie L dell’esercizio 6.7 e piano tangente nel punto (0, 0, —2).

Soluzione: Le derivate parziali di o(1, v) sono
0, = (—sinusinv, cosu,sinu), o, = (COsuCosv,Ccosv,sinov).
Dunque

2

0y X 0y = (cosusinv — sin u cos v, sin u sin® v + sin 1 cos 1 cos v, — Sin 1 sin v cos v — cos U oS v).

II punto (0,0, —2) corrisponde alla superficie o(u,v) per (u,v) = (0,0). Allora nel punto (0,0,-2) la
normale alla superficie & il vettore [0, X 0,](0,0) = (0,0, -1). 1l piano perpendicolare al vettore (0,0, 1)
e passante per (0,0, —2) ¢ il piano di equazione z = -2, oppure in termini parametrici:

IT={(x,y,-2), x,y € R}.

Esercizio 6.8. Sia X la superficie in R® di equazioni parametriche

o(u,v) = {(vcosu,vsinu,u), u € [0,6m], v e [0,4]}.

L \JX2 + y2dS.

Soluzione: Le derivate parziali di o(u, v) sono 0, = (—vsinu,vcosu, 1) e o, = (cos u,sinu, 0). Dunque

Calcolare l'integrale di superficie

0, X 0y = (—sinu, cosu, —v) llow X ool = V1 + 02

Allora

67T
f \JX% 4+ 12dS = f fA \/02 cos? u + v?sin® u ||oy, X 0y||dudv
T 0 Jo

67T
:f fv\/1+vzdudv:6nva1+vzdv:2n(17\/ﬁ—l).
0o Jo 0

Figure 6.3: La superficie L dell’esercizio 6.8 & un elicoide.
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