Esercizio 1. Data la lagrangiana, p é data da

oL ¢ . 5
P=5o="75 = 4=pq
9 ¢
L’hamiltoniana sara pertanto
2 2
q
H(q,p) = —— +logg

Le equazioni di Hamilton sono

Che corrisponde a

La nuova hamiltoniana ¢

di consequenza le nuove equazioni del moto sono

Q=P
P=-1
che si integrano itmmedietamente, portandoci ad avere

P(t)=—-t+P(0) Q)= —g + P(0)t + Q(0)

con P(0) =0 e Q(0) =log1=0.
Se torniamo alle variabili di partenza otteniamo
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Esercizio 3. La prima trasformazione non & canonica, infatti:

(01.Qy) = 291902 9Q10Q;  0010Q; 901 90
) aql 8101 apl aq1 8q2 ap2 8p2 aq2

. Ccos(@a  COSqy
= —+/D2S1nq1 +
2p1 2¢/D2

La seconda trasformazione, invece, € canonica, infatti é facile vedere che
{Qi,Q;} =0 {P, P} =0 {Q1,P}=0 {Q2,P}=0

visto che in ogni prodotto delle parentesi di Poisson c’é sempre almeno una derivata nulla, mentre

V/pisings #0

{Q1, P} =sin?q; +cos’q1 =1 {Qa, Py} =sin?go + cos’ g2 = 1



Dobbiamo quindi trovare una funzione generatrice di prima specie per la seconda trasformazione, che
dopo avere elevato al quadrato le prime due equazioni scriviamo nella forma

2

p = cos?éql)

p2 = 0052(2q2)
P = —-2Q; tanq;
P, = —2Qs tan ¢o

Ora, imponendo le condizioni di funzione generatrice di prima specie, troviamo

oF

p1=£ = F=Qitanq + f(q2,Q1,Q2)
1

Deriviamo rispetto a qo per usare la seconda identita

OF af Q3
Pr=5— = - = 272 — [ =Q3tanga+9(Q1,Q2) = F = Qf tan q1+Q5 tan ga+9(Q1, Q2)
992 dq2  cos?(q2)
Se imponiamo P; = —%, si vede facilmente che g € costante; pertanto una funzione generatrice di

prima specie €
F(q1,q2,Q1,Q2) = QF tanq; + Q3 tan gy

. . . 2 N
La matrice di elementi =2 ¢ la sequente
afhan

2Q1
cos? q1 0
0 2Q2
cos? qo
che & non singolare poiché Q1, Q2 # 0.
Non ¢& possibile trovare una trasformazione gemeratrice di seconda specie: Riscriviamo [’equazione
come

_ _ P
= 4sin§q1

_ 2
P2 = 1am2 q2
_ Picotqs
Ql - 2

__ Pycotge
QQ - P}
Ora proviamo ad imporre le condizioni di funzione generatrice di seconda specie

OF p?
1= 87611 — F = —Tl cot q1 +f(QQ,P17P2)

Se ora imponiamo la condizione

oF P af P cot 1 af
@ =55 p Ct Tt op, 2 gp, Lt

Ma quest’ultima uguaglianza non puo essere verificata perché f, e di conseguenza la sua derivata, non
dipende da q.

Esercizio 4.



Soluzione Se si definisce A = -\/(1 — gp) /{1 + gp), sl puod riscrivere ¢) =
—pAe P =qgA!, cosiche si trova

@ oA @ A a4 opP 1 qdA  ar g 9A

g __p@_q" Ap - _pfr;?p1 ﬁ_q_ﬁ_d_zr?q' a__ﬁﬂ_p’
dove

A 1 —p(l+qp) —p(l—qp) 1 i)

dg 24 (1+ qp)? T AL+ qp)?

A I —q(1+gp) —q(l —gp) 1 q

ap 24 (1+ gp)? T AL+ g

Si ottiene quindi

{Q. P} = ﬂﬁ% + (A—I—pf?—d) (l iaﬂ)

A2 dg dp ip A A2 g
_ ap o404 pdA _qoA qpdAdA_ pOA g 0A
AT g adp Adp Adg A2 dg dp Adp  Adg

e, ponendo gp = x, si trova

A f?:‘l@ a4 ad  adA E A podA qdA  gqpdA gqpdA

= — = p—. _— = - B — - _— = - - =1,
g  dx dyg Poz dp Oz dp T oz Adp Adg Adr Adr

da cul segue che {Q), P} = 1; poiché si ha banalmente {Q,Q} = {P, P} =10,

se ne deduce che la trasformazione ¢ canonica. Moltiplicando tra loro ¢ e P,

si trova immediatamente che QP = —gp. Dall’'espressione di P in teermini

di g e psi trova

14+ QP 1+ 0P
fﬂﬂ—wOZQHPWM=¢fﬂU+QP%=ﬁU—QPJ=$f=ﬁﬁ'+Q —q=F 1+gp=

1-QP

dove si & utilizzato che P e g devono avere lo stesso segno (per definizione di
P). Si ha inoltre

,__ep__er i-op _ [1-0QP
P=ry T P \1ropP T 1+ QP

cosl che in conclusione la trasformazione inversa ¢ data da
14+0QFP
_p [rrar
1-QF
1-0QF
) = — S
b 1+ QF

W



Per determinare una funzione generatrice di seconda specie F(g, P), innan-
zitutto 81 esprime p in termini di g e P, i.e.

P2 _ r;2

2 2 2 2 2 2
P (1=gp) =q" (1+qp) == FP'—q =pqlg+P7)) = p= a2+ P

e sl impone che p sia uguale a JF/dyg; st serive quindi

P4 1 Bg+C
4q =J_+L = ;’1:1‘. B=—21 C=ﬂ,
gl +P> g ¢+ P? |

cosi che 51 ottiene
2q

1
Fla.P) = [da(; - i) = loga—log(a + P2) + x(P)

dove ¢ (P) ¢ una funzione arbitraria di P. Si ha inoltre

o— ¥ _ 1 Pr—gt PP

P _Fr;(qz + P2 P(g* + P?’

cosi che, imponendo che ) sia uguale a JF /0P e ragionando come prima, si
trova
1 2P
2 2
Flg, FP) = dP(———)=lugP—lugq + P7) +ea(q
{ 1 } . P (12 + P2 - - { ;I { }!

dove ecg(g) ¢ una funzione arbitraria di ¢. Infine, imponendo che le due
espressioni di F/(g, P) coincidano, si ottiene la funzione generatrice di seconda
In conclusione la soluzione assume la forma

1+ 2¢ 1-—2¢
q(t) =4/ T2 p(t) = -2t T o

Punto 1. (Metodo I) Ricordiamo che, data la lagrangiana £(q, ¢}, si definisce il
momento cinetico

ac
p = ﬂ—fjiq. q).

Quando la funzione %(q, -} ¢ invertibile, allora possiamo esprimere ¢ in termini

di p e definire hamiltoniana del sistema come la funzione

Hig.p) :=pg— L.

Nel nostro caso, la funzione

L 2
— = (1+2¢%)%* ¢
9 (14 2¢° )<= g



¢ una funzione lineare (vista come funzione di §) e quindi ¢ chiaramente inver-
tibile: abbiamo dunqgue

. P
= (1+ 2¢2)2e20”
Quindi
2 - 2
p 1. 22 2q° P
Pl — (142 N T
Hlg.p) (14 2¢%)2e2a” 2{ ) (1+ 2¢%)%e?s
2 1 2
B jil B 1 P
{1+ 2¢2)2e290 2 (1 4 2¢2)2e20°

p?

1
2 (1+ 2{;2]2(:2"2 '

Si conclude che Mhamiltoniana del sistema ¢

p?

1
H{q?p} - E {1 + 2{]2}262'72 0

Punto 2. Le equazioni di Hamilton del moto sono date da:



r‘ aH
g = _Tq

< (2)
. OH

S

Calcoliamo 1 termini di destra rispettivamente della prima e seconda equazione
del sistema [EI} Usando 'hamiltoniana calcolata al punte 1, abbiamo

1 .
‘% =5 (‘?U +2¢%) " (dg)e 0 + (1+ quJ‘zf:‘Z*‘zt—fiq})

1
= —Epzlif”lq;ll[l +2¢%) 27 (—2(1 4 2¢7) 1 1)
= 2pq(1 + .'quj_zrf_nglil + 2+ 2¢%)(1 + 2¢°) 1
= 2p%q(1 + 2r;2j_3r3_2‘?2 (3 + 2¢7).
‘ oH 1
ap 3l +2¢%) 2720 = p(1 + 2¢%) 2,

da cul otteniamo le equaziond di Hamilton del nostro sistemsa;

'3 . p
1T U r2p)er

. 20%q(3 + 2¢°)
~ (1 +2¢2)3e2

%

Punto 3. Consideriamo la trasformazione

p
(3)

qp

1422

Per verificare che si tratta di una trasformazione canonica, dobbiamo controllare
che le parentesi di Poisson fondamentali soddisfano



aor aQor
{Q-.P}—a_q?p_ﬁp?q—l, (i}

essendo i casi {Q,Q} =0e {P, P} =0 ovvi in dimensione uno (i.e. le variabili
g e p sono in B). Caleoliamo i vari termini di @J separatamente. Sfruttando

B otteniamo :

) i
— 2 ——
i ¢+ 1+ 2g2°
ar i

ﬂ_p - 1—|—Eq2;
a0 P ( 1+2q2) 1

I T+ 2g P p

ar 1+ 2¢% — 4¢° 1 — 242
—_— =) ———————— = p e .
g F (14 2¢%)2 ! (14 2¢%)2

Sostituendo quanto ottenuto nella formula per {Q, P} otteniamo

g q 1 1 __EE’IE
Pr=12 : o P
{Q, } ( q -+ 1+ 2(;2) 1+ 242 - o] P ({1 +2¢%)2

B 2 + Ag* + Ag 1 — 2¢°
“’( (1+20) )+ ((1+2fﬁ}2)
2¢° + 4¢* + 1 + 2¢°
(1+2¢%)?

dgt + 4% + 1

(14 2¢%)2
(127
1+ 2¢7)2

da end

{Q?P}:l

come volevasi dimostrare.

Punto 4. Per determinare K((, P) dobbiamo esprimere I'hamiltoniana trovata
al punto 1 nelle nuove coordinate ) e P. A tal fine ricordiamo che



2

L 1 o
Ha.p) = 2 (1 + 2¢%)2e20

Dimostriamo che )

p _-2Q
T =< )

dal quale dedurremo subito che

1 —203

K(Q P) = 5e

Per provare @, usiamo la trasformazione canonica del punto precedente, dalla

quale segue 'identita:
1+ 2¢°
Q—q¢°=In (—;) .
p
da cui, per definizione di logaritmo,
g-qg 1+ 2q°
el = —
p

Elevando al gquadrato i membri della precedente equazione si ottiene

. oy 2
202 _ L+ 2q
: — )

ovvero, considerando i reciproci,

_ 2
e—20+2¢" _ __ P

C(1+42¢%)

2 :
Infine, dividendo ambo i membri per 29 = (0 si ha

2
2 20

(1+ 2(;2}2{:'2”2 o

Pertanto la nuova hamiltoniana cercata &

K(Q,P) = 3¢9,



