
Esercizio 1. Data la lagrangiana, p è data da

p =
∂L

∂q̇
=

q̇

q2
=⇒ q̇ = pq2

L’hamiltoniana sarà pertanto

H(q, p) =
p2q2

2
+ log q

Le equazioni di Hamilton sono {
q̇ = ∂H

∂p = pq2

ṗ = −∂H
∂q = −p2q − 1

q

Data F come nel testo, la trasformazione canonica è{
p = ∂F

∂q = P
q

Q = ∂F
∂P = log q

Che corrisponde a {
P = qp

Q = log q

La nuova hamiltoniana è

H(Q,P ) =
P 2

2
+Q

di conseguenza le nuove equazioni del moto sono{
Q̇ = P

Ṗ = −1

che si integrano immedietamente, portandoci ad avere

P (t) = −t+ P (0) Q(t) = − t2

2
+ P (0)t+Q(0)

con P (0) = 0 e Q(0) = log 1 = 0.
Se torniamo alle variabili di partenza otteniamo

q(t) = e−
t2

2 p(t) = −te
t2

2
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Esercizio 3. La prima trasformazione non è canonica, infatti:

{Q1, Q2} =
∂Q1

∂q1

∂Q2

∂p1
− ∂Q1

∂p1

∂Q2

∂q1
+

∂Q1

∂q2

∂Q2

∂p2
− ∂Q1

∂p2

∂Q1

∂q2

= −√
p2 sin q1

cos q2
2
√
p1

+
cos q1
2
√
p2

√
p1 sin q2 ̸= 0

La seconda trasformazione, invece, è canonica, infatti è facile vedere che

{Qi, Qj} = 0 {Pi, Pj} = 0 {Q1, P2} = 0 {Q2, P1} = 0

visto che in ogni prodotto delle parentesi di Poisson c’è sempre almeno una derivata nulla, mentre

{Q1, P1} = sin2 q1 + cos2 q1 = 1 {Q2, P2} = sin2 q2 + cos2 q2 = 1

1



Dobbiamo quindi trovare una funzione generatrice di prima specie per la seconda trasformazione, che
dopo avere elevato al quadrato le prime due equazioni scriviamo nella forma

p1 =
Q2

1

cos2(q1)

p2 =
Q2

2

cos2(q2)

P1 = −2Q1 tan q1

P2 = −2Q2 tan q2

Ora, imponendo le condizioni di funzione generatrice di prima specie, troviamo

p1 =
∂F

∂q1
=⇒ F = Q2

1 tan q1 + f(q2, Q1, Q2)

Deriviamo rispetto a q2 per usare la seconda identità

p2 =
∂F

∂q2
=⇒ ∂f

∂q2
=

Q2
2

cos2(q2)
=⇒ f = Q2

2 tan q2+g(Q1, Q2) =⇒ F = Q2
1 tan q1+Q2

2 tan q2+g(Q1, Q2)

Se imponiamo Pi = −∂F
Qi

, si vede facilmente che g è costante; pertanto una funzione generatrice di
prima specie è

F (q1, q2, Q1, Q2) = Q2
1 tan q1 +Q2

2 tan q2

La matrice di elementi ∂2F
∂qi∂Qj

è la seguente(
2Q1

cos2 q1
0

0 2Q2

cos2 q2

)

che è non singolare poiché Q1, Q2 ̸= 0.
Non è possibile trovare una trasformazione generatrice di seconda specie: Riscriviamo l’equazione

come 
p1 =

P 2
1

4 sin2 q1

p2 =
P 2

2

4 sin2 q2

Q1 = P1 cot q1
2

Q2 = P2 cot q2
2

Ora proviamo ad imporre le condizioni di funzione generatrice di seconda specie

p1 =
∂F

∂q1
=⇒ F = −P 2

1

4
cot q1 + f(q2, P1, P2)

Se ora imponiamo la condizione

Q1 =
∂F

∂P1
=⇒ −P1

2
cot q1 +

∂f

∂P1
=

P1 cot q1
2

=⇒ ∂f

∂P1
= P1 cot q1

Ma quest’ultima uguaglianza non può essere verificata perché f , e di conseguenza la sua derivata, non
dipende da q1.

Esercizio 4.
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