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Soluzione esercizio 1 Scriviamo le equazioni del sistema dinamico come segue
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Soluzione esercizio 2

3. - Ricordiamo la de�nizione della stabilità secondo Lyapunov: per ogni intorno I del punto di
equilibrio sul piano delle fasi, trovo un intorno I0 ⊆ I tale che, scelto un qualsiasi dato iniziale in I0,
il moto corrispondente rimane in I per tutti i tempi t ≥ 0. Dallo studio delle curve di livello, risulta
che esistono curve di livello concentriche attorno all'origine piccole a piacere. Piú precisamente, scelta
un'energia non critica positiva, la ΣE corrispondente è costituita da varie componenti sconnesse, una sola
delle quali contiene (strettamente) l'origine: chiamiamo questa Σ̃E . Per E < E0 entrambe non critiche,
Σ̃E è completamente contenuta in ˜ΣE0

. Inoltre l'intera curva chiusa Σ̃E tende a zero nel limite E → 0+
. La dimostrazione dettagliata di queste a�ermazioni viene lasciata al lettore, e segue dallo studio del
gra�co di ΣE .

Dato I intorno di (0, 0) scegliamo allora I0 come l'interno di una di queste Σ̃E , con E così piccolo che
I0 sia contenuto in I. Per quanto discusso sopra questo è possibile. Essendo I0 cosí scelto invariante lungo
il moto, (i.e. (x(t), x
(t)) rimane in I0 per tutti i tempi, se parte in I0), segue la stabilità dell'origine.

Soluzioni esercizio 3
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Caso I

Figura 1: Potenziale caso I.

Figura 2: Piano delle fasi caso I.
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Caso II

Figura 3: Potenziale caso II.

Figura 4: Piano delle fasi caso II.
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Caso III e V
Qualitativamente come il caso I.

Caso IV e VI
Qualitativamente come il caso II

Caso VII

Figura 5: Potenziale caso VII.

Figura 6: Piano delle fasi caso VII.
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Caso VIII

Figura 7: Potenziale caso VIII.

Figura 8: Piano delle fasi caso VIII.
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Soluzione esercizio 4 Si consideri il sistema meccanico unidimensionale conservativo descritto dalla
seguente equazione:

ẍ =
ax2 − 2x− 2a2 + 2

(x2 − 2x+ 2a)2
con a > 0

Inoltre, si scelga l'energia potenziale in modo che V (0) = − 1
2a

1. Si consideri esplicitamente il caso a = 1

(a) Il gra�co dell'energia potenziale V (x) =
x− 1

x2 − 2x+ 2
è il seguente:
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(b) Si determinino i punti di equilibrio del sistema dinamico associato e se ne discuta la stabilità;

La derivata dell'energia potenziale si annulla nei punti:

x1,2 = 1
a ± 1

a

√
1− 2a+ 2a3 a > 0

Quindi per a = 1 i punti stazionari di V (x) sono:

x1 = 0 e x2 = 1

Ora V ′′(0) > 0 mentre V ′′(1) < 0 quindi posso concludere che il punto (0, 0) è stabile, mentre
il punto (1, 0) è instabile.

(c) La rappresentazione sul piano piano delle fasi (x, ẋ) è la seguente:

Da cui segue che:

� Per E = − 1
2 e x(0) = 0 il moto è �sso nel punto di equilibrio stabile;

� Per 1
2 < E < 0 e x(0) ∈ [0, 1] il moto è chiuso e periodico;

� Per E = 0 il moto è aperto;

� Per 0 < E < 1
2 abbiamo due moti aperti;

� Per E = 1
2 e x(0) = 2 abbiamo moti aperti asintotici al punto di equilibrio instabile;

� Per E > 1
2 abbiamo moti aperti

Soluzione esercizio 5 (esercizio sui periodi, repetita iuvant) Si consideri il generico sistema mecca-
nico unidimensionale newtoniano:

mẍ = −V ′(x)
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1. Sul libro [G1] Introduzione ai sistemi dinamici - Volume 1. Equazioni di�erenziali ordinarie, analisi
qualitativa e alcune applicazioni

2. Sul libro [G1] Introduzione ai sistemi dinamici - Volume 1. Equazioni di�erenziali ordinarie, analisi
qualitativa e alcune applicazioni

3. Dato che il periodo è:

T = 2

∫ x+

x−

dx√
2
m (E − V (x))

Allora:

T = 2

∫ x+

x−

dx√
2
m (E − V (x))

= 2

∫ x+

x−

dx√
2
m ((x− x−)(x+ − x)ϕ(x))

E quindi veri�cando che: ∫ x+

x−

dx√
(x− x−)(x+ − x)

= π

Si arriva facilmente alla tesi.

In generale se esistono due costanti C1, C2 > 0 tali che C1 ≤ ϕ(x) ≤ C2 per ogni x ∈ [x−, x+],
allora utilizzando ragionamenti analoghi si arriva a dimostrare che una valida stima è:

π

√
2m

C2
≤ T ≤ π

√
2m

C1

4. La formula è la seguente:

L = 2

∫ x+

x−

√
1 + (ẏ(x))2 dx

dove y(x) =
√

2
m (E − V (x))

Soluzione esercizio 6 (BONUS) Si consideri il seguente sistema dinamico planare:{
ẋ = ∂yW (x, y)

ẏ = −∂xW (x, y)
con W (x, y) = x2 + 3y2 + 2xy + x

1.
d

dt
W (x(t), y(y)) = ẋ∂xW (x, y) + ẏ∂yW (x, y) = 0, quindi W (x, y) è una costante del moto per il

sistema

2. I punti di equilibrio si trovano risolvendo il seguente sistema:{
0 = 6y + 2x

0 = −(2x+ 2y + 1)

L'unico punto di equilibrio è (x0, y0) = (− 3
4 ,

1
4 ) e grazie al teorema di Ljapunov è possibile

concludere che è stabile.
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