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Esercizio 1. Le coordinate dei punti sono date da

@ = (z1,71) q2 = (z2,h)
pertanto le velocita saranno date da da
g1 = (£1,%1) qa2 = (i2,0)
Se calcoliamo la norma di tali vettori, vediamo che l’energia cinetica é
2

T = mi? + mi?3

Per quanto riguarda il potenziale, abbiamo il contributo gravitazionale e quello elastico, pertanto (a
meno di costanti):

1
V =mgxi + 5/4;((3:1 —29)% + (z1 — h)? 4 22)

Dunque

1 1
L=T-V =mi?+ im(xg) —mgxy — ik((xl —x9)% 4 (w1 — h)* + 23)

Le corrispondenti equaziont di Eulero-Lagrange, sono

2ma; = —mg — k(2z1 — 2 — h)
2m3(}'2 = —k?(2.’172 — .131)

Le configurazioni d’equilibrio coincidono con le soluzioni di

{mg+k(2x1 —x9—h)=0

k(2$2 - xl) =0
Che ha come unica soluzione (%(h - 9), %(h - %)), per studiarne la stabilita calcoliamo ’Hessiana:
2k —k
H"(—k 2k>

Tale matrice & definita positiva quindi la configurazione é stabile.



Esercizio 2

1.

L'energia cinetica dell’anello {teorema di Konig) ¢ Ky = %g‘q-h-z + %I-,.%?_.
dove I = ME? & il momento d’inerzia dell’anello rispetto all'asse centrale
ortogonale e v = — R e la velocita del centro di massa, pertanto

Ky = MRYS

Allo stesso modo Uenergia cinetica dell’asta (il eul momento d'inerzia

. 5 2h)* :
rispetto allo stesso asse & ' = "—“EHL =mi) e

e N
K, ir'mt.':l‘. (" + 39 )

Mettendo assieme si trova

1.
K = _[(2M + m)R*:* + %EE]

Lt | =

L'energia potenziale & poi ;—kf per ciaseuna delle due forze elastiche, con
(teorema del coseno) d° = 2R2[1 — cos(# — )], pertanto

V = —2kR? cos(# — @) + cost.

La lagrangiana & dungue
. 1 1.
L{p.8,5,8)) = 3 [(2M +m)R** + E.EF’] + 2k R cos(f — )

La lagrangiana dipende da e # solo attraverso la differenza 6 — o, pertanto
& invariante sotto la traslazione

pee =pta, P =0+a ()

(che non tocca le velocita ¢, 8). 1l teorema di Noether i assicura allora

che s conserva la quantita
P ¢ - o5 + (2M + m)R*¢ + LR
=pPoDo— — = = (2] m)RE e+ —mi
Pen TP g TPe TR T3

inon cccorre valutare in o = 0 perché Uespressione & indipendente da o).

. Le equazioni di Eulero-Lagrange sono

(2M 4+ m)d = 2k sin(# — &)
%mﬁlli = —2k=in(f — )

Vediamo qguindi che cf sono infiniti punti di equilibrio: {a) ¢ qualsiasi e
=y
(b) @ qualsiasi e § = o + 7
Per discutere la stahbilita di gqueste soluziond, caleoliamo la matrice hessiana
di Ve

Hip, #) = 2kR? cos(f — ) (_11 _11)



Calcolando H{p, #) nel punti di equilibrio di tipo (a) e (b) si rispettiva-
mente trovano le seguenti due matrici:

. 1 -1
HrJ_H['F-g}_EkRE (_1 1) Hfr_H{g"F+ﬂ]__Hfi

Entrambe le matricl hanno determinante nullo.

Pin precisamente. H, ha un antovalore mullo & uno positivo: guesta é la
tipica situazione in eul Uanalisi delle derivate seconde di V' onon basta a
capire se l'equilibrio sia stabile. Invece H, aceanto all'autovalore nullo,
ha un autovalore negativo., la eni presenza assicura Uinstabilita.

Le configurazioni di equilibrio di tipo (b) sono dungue sicuramente instabi-
li. In realta anche le configurazioni di tipo (a) sono instabili. Lo =i intuisce
perché Voé esattamente piatto in una divezione, quella corrispondente ad
avanzare @ e # di una stessa gquantita come in I[Eb
Formalmente 'instabiliti si dimostra osservando che arbitrariamente vi-
cino al punto di equilibric

(. 8.,8) = (p*,".0,0)

o'é un dato iniziale (%, ", 2, 2) oul corrisponde un moto

plt) ="+t B(t) = p(t)

che si allontana da (", ", 0, 0). {¢ immediato verificare che questo moto
soddisfa le equazioni di Lagrange del sistema: infatti & = @ =0, & insieme
sin(# — ) = 0}, Quindi abbiamoe ottenuto l'instabilita.

Esercizio 3 Se indichiamo con rp, la coordinata del punto F;, abbiamo
rp, = (x,0) rp, = (sinf, —cosb)
rp, = (sinf + cos @, —cosf +sinf) rp, = (sinf — cosf, — cosf — sin )
Deriviamo: ) _
7p, = (£,0) 7p, = (6cos,Osinb)

7p, = (6(cos —sin0),0(sinf + cos)) 7p, = (6(sinb + cosb),H(sinf — cos9))

Dopo aver calcolato la norma al quadrato delle velocita, abbiamo che ’energia cinetica &

1 5
T = §mx2 + §m92

A questo punto scriviamo il potenziale, nel quale abbiamo contributi di tipo elastico e di tipo
gravitazionale:

V = —mgcos 0 + mg(—cos 8 + sin ) + mg(— cosf — sin 0)
—l—%k((w —sinf — cos0)? + (cos @ — sin §)* + (x — sin O + cos ) 4 (cos f + sin §)?)
Se svolgiamo qualche conto, possiamo scrivere a meno di costanti
V = —3mgcosf + k(x?* — 22sin )

La lagrangiana, dunque, corrisponde a

1 )
L=T-V = §m:b2 + gm02 + 3mg cos § — k(x? — 22 sin6)



Le cui equazioni di Eulero-Lagrange sono

md = —k(2z — 2sinh)
5mb = —3mgsin 0 + 2kz cos 0

Per lo studio delle configurazioni d’equilibrio imponiamo I'annullarsi del gradiente del potenziale,
ottenendo cosi il sistema:

k(2x — 2sinf) =0
3mgsin @ + 2kx cosf =0

Da cui

x =sind
sin 6(3mg — 2k cosf) = 0
Che ha come soluzioni (0,0) e (0,7) se a := 32% > 1, invece se 0 < a < 1 abbiamo anche
ay = (:I: 1—a?, j:arccos(a))

La matrice Hessiana del potenziale ¢

I 2k —2k cos
" \—2kcosf 3mgcosf+ 2kxrsinb

Studiamo punto per punto la stabilita al variare di a:

2k =2k
H(0,0) = (—Qk 3mg>

abbiamo un elemento positivo sulla diagonale e det H(0,0) = 4k*(a — 1), quindi se o« > 1 ¢ definita
positiva quindi l'origine é stabile, se @ < 1 é indefinita e dunque l'origine é instabile, se o = 1 &
semidefinita positiva, quindi studiamo in maniera piu approfondita la funzione (usiamo che o = 1):

V —V(0,0) = 2k(cos§ — 1) — k(2* — 22 sin )

tale funzione sulla curva definita da 8 = 0 ¢ negativa pertanto (0,0) non é un punto di minimo e quindi

non ¢ stabile.
2k 2k
H(0,7) = <2k —Smg)

Che ¢ indefinita per ogni valore di o e dunque (0, 7) @ instabile.

2k —2ko
Hay) = <—2koz 3mga + 2k(1 — a2))

Si ha det H (a4 ) = 4k*(a+1)(a — 1), possiamo concludere (vedendo sempre anche la diagonale) che per
alpha > 1 é& definita positiva e dunque la configurazione é stabile, per a = 1 la configurazione coincide
con 'origine (gia discusso), infine per o < 1 & indefinita e dunque la configurazione é instabile. Il caso
di a_ ¢é identico a quello di a.

Esercizio 4 Scegliamo un sistema di riferimento come in figura, ma con ’asse z orientato verso ’alto.
Siano r¢ = (y, z) le coordinate del centro di massa della lamina.

Usiamo il Teorema di Konig per trovare ’energia cinetica, ricordando che il momento d’inerzia di
una lamina rispetto all’asse ortogonale passante per il centro di massa é I = %M 1%

1

M2'2
12 1“0

1
T=§M(?)2+22)+



Scriviamo le coordinate dei punti A e C, che sono utili per il potenziale elastico:

l L. l .
ra= y—\ﬁcos&z—ﬁsmg re = y+ﬁc050,z+ﬁsmﬂ

A questo punto scriviamo il potenziale

1
V =mgz + ik ((y— \jiCOSH—i—d)Q—I— (z — j?sinﬂ)Z + (y + \jgcose—d)z—i—(z—i— \;isinH)2>

Dopo aver svolto i quadrati all’interno del potenziale e ignorato le costanti, scriviamo la lagrangiana

1 1 .
L= 5M(y2 + %) + EMl?a? —mgz — k(y? + 22 — V2dl cos 0)
Le equazioni di Eulero-Lagrange corrispondenti sono
My = —2ky

MzZ=—-Mg—2kx
1MI20 = —/2kdl sin 6
mg

Le configurazioni d’equilibrio sono (0, —%5Z,0) e (0, =52, 7), e 'Hessiana del potenziale ¢

2k 0 0
H=1|0 2k 0
0 0 +/2kdicosb

Pertanto quello con # = 0 é corrisponde ad una configurazione stabile e quella con = 7 ad una instabile.
Si noti che I'equazioni di Eulero-Lagrange in y e z hanno come soluzioni rispettivamente:

y(t) = Acos(wpt) + B sin(wyt) z(t) = My + C cos(wot) + D sin(wgt)

2k
dove wy = \/% e A, B,C, D costanti che dipendono dai dati iniziali. Inoltre, chiamando w; = 6\J/M§fd
'equazione nella variabile 6 diviene 6 = —w? sin 6, ossia coincide con 1’equazione di un pendolo semplice.

Esercizio 5

Soluzione Scelta delle coordinate ed equazioni del moto L’invarianza
per rotazioni intorno all’asse z suggerisce di utilizzare coordinate polari. Sia
r la distanza dall’origine della proiezione del punto sul piano (z,y), cioé r =
Vr2 +y2%. Sia ¢ I'angolo che la congiungente dell’origine con la proiezione
forma con l'asse delle z nella direzione positiva. Con queste due coordinate
posso descrivere il sistema: = = rcoso, y = rsing, z = —v/I[%2 + r2. 1l calcolo
delle velocita da: )
T = Tcos¢— rosino

§ = siné + ré cos é (3)
Z — T
T TP



Il ealeolo dell’energia cinetica da:

1 % 4+ 27 1
T = ant?"zp-:_—?:z + 5

2{52_

L'energia potenziale ha due contributi: la forza di gravita che da il contributo
—mgy'Z ++2 e la molla che da il contributo 3k{z? + y* + 2%) = 2&{1% + 2r2).
Elimino il termine * perché non contribuisce alla determinazione del moto. In
sintesi la lagrangiana é:

1 [ | : :
L= aﬂu"zp—:_—:z - E'i-m'?:i;z + mgy/ 12 +r2 — kvt

Il lettore proceda al caleolo delle eguaziond del moto 3)

Posizioni di equilibric La derivata dell’energia potenziale, che dipende
solo da r. & )
dv L
e —mg‘rﬁ + 2k,
Dungue » = 0 & un equilibric, qualungue sia ¢ Altrl equilibri esistono se e solo
se: 12+ 12 = ZE. Quindi +* = I ((ﬁ'ﬂf]z - 1) . L'eguilibrio eziste se e zolo se

mQy

2kl

variabile positiva. Sia 7 = i\/({;ﬁ]z - l) quando esiste reale.

= 1. Ovwviamente solo il valore positive di r & accettabile, in guanto ¢ & una

Cuante sono le posiziond di equilibrio?

Il potenziale non dipende da ¢, quindi qualungue sia ¢ (0.¢) e (7, ¢) sono
posizioni di equilibrio. D’altra parte se r = 0, qualunque sia ¢ fisicamente (0, ¢)
¢ Dorigine del piano. Dhngue se 55 < 1 ¢’¢ solo una posizione di equilibrio,
lorigine del piano; se 5% > 1 esistono altre infinite posizioni di equilibrio a
distanza ¥ dall’origine.

Sviluppano con Taylor al secondo ordine V' ointorno a 0 s1 ottiene Vir) =
—mgl® + kr* (1 — 24}, Dunque é stabile se 78 < 1 ed & instabile se 25 = 1.
Considerando anche i termini r* si ottiene che il l'origine & stabile anche per

= =1

Le altre infinite posizioni di equilibrio, gquando esistono. sono instabili pur
essendo del minimi per V' considerato nella sola variabile ro Infatti come foneione
di (v, @), sono dei minimi non stretti.

Riduzione dei gradi di liberta e analisi gqualitativa L'invarianza per
rotazioni ha come conseguenza che la variabile ¢ & ciclica. Dundque il momen-
to coniugato =i conserva: P o= p, = mrdg & un integrale primo del moto.
Sostituendolo nell’espressione dell’energia meceanica si ottiene:

R T T : )
F = §TJE-I' {2_'_—12 —+ 2‘”11'2}: — ﬂt.gy.-',fz - rd + kv,

Indico con V. = +ﬁ-;1’3"2 — gy 12 4+ v2 + kr?, Venergia potenziale efficace. La
derivata di V), &
P iy

V= —
e VIZ + 2

=

+ 2.



Come spesso accade la soluzione esplicita di V() = 0 non sembra essere possi-

hile esplicitamente [esce un’equazione in %, v* e r?). Bisogna tentare di capire

qualitativamente se esistono soluzioni. L'equazione é:

P i g
mrd VIZ + vt

Disegnando il grafico delle due funeioni si capisce che esiste sempre una posizione
di equilibrio.  Inoltre & unica perché la funzione a sinistra & decrescente e la
funzione a destra é crescente,

Disegnando il grafico dell’energia potenziale efficace si vede che Uequilibrio
& un minimo, guindi & stabile.

11 lettore completi Vesercizio serivendo le formule di quadratura per il moto
complessivo, e diseuta gualitativamente il moto.




