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Esercizio 1. Le coordinate dei punti sono date da

q1 = (x1, x1) q2 = (x2, h)

pertanto le velocità saranno date da da

q̇1 = (ẋ1, ẋ1) q̇2 = (ẋ2, 0)

Se calcoliamo la norma di tali vettori, vediamo che l’energia cinetica è

T = mẋ2
1 +mẋ2

2

Per quanto riguarda il potenziale, abbiamo il contributo gravitazionale e quello elastico, pertanto (a
meno di costanti):

V = mgx1 +
1

2
k((x1 − x2)

2 + (x1 − h)2 + x2
2)

Dunque

L = T − V = mẋ2
1 +

1

2
m(ẋ2

2)−mgx1 −
1

2
k((x1 − x2)

2 + (x1 − h)2 + x2
2)

Le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange, sono{
2mẍ1 = −mg − k(2x1 − x2 − h)

2mẍ2 = −k(2x2 − x1)

Le configurazioni d’equilibrio coincidono con le soluzioni di{
mg + k(2x1 − x2 − h) = 0

k(2x2 − x1) = 0

Che ha come unica soluzione
(
2
3 (h− mg

k ), 1
3 (h− mg

k )
)
, per studiarne la stabilità calcoliamo l’Hessiana:

H =

(
2k −k
−k 2k

)
Tale matrice è definita positiva quindi la configurazione è stabile.
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Esercizio 2

2



Esercizio 3 Se indichiamo con rPi
la coordinata del punto Pi, abbiamo

rP0
= (x, 0) rP1

= (sin θ,− cos θ)

rP2
= (sin θ + cos θ,− cos θ + sin θ) rP3

= (sin θ − cos θ,− cos θ − sin θ)

Deriviamo:
ṙP0 = (ẋ, 0) ṙP1 = (θ̇ cos θ, θ̇ sin θ)

ṙP2
= (θ̇(cos θ − sin θ), θ̇(sin θ + cos θ)) ṙP3

= (θ̇(sin θ + cos θ), θ̇(sin θ − cos θ))

Dopo aver calcolato la norma al quadrato delle velocità, abbiamo che l’energia cinetica è

T =
1

2
mẋ2 +

5

2
mθ̇2

A questo punto scriviamo il potenziale, nel quale abbiamo contributi di tipo elastico e di tipo
gravitazionale:

V = −mg cos θ +mg(− cos θ + sin θ) +mg(− cos θ − sin θ)

+
1

2
k((x− sin θ − cos θ)2 + (cos θ − sin θ)2 + (x− sin θ + cos θ)2 + (cos θ + sin θ)2)

Se svolgiamo qualche conto, possiamo scrivere a meno di costanti

V = −3mg cos θ + k(x2 − 2x sin θ)

La lagrangiana, dunque, corrisponde a

L = T − V =
1

2
mẋ2 +

5

2
mθ̇2 + 3mg cos θ − k(x2 − 2x sin θ)
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Le cui equazioni di Eulero-Lagrange sono{
mẍ = −k(2x− 2 sin θ)

5mθ̈ = −3mg sin θ + 2kx cos θ

Per lo studio delle configurazioni d’equilibrio imponiamo l’annullarsi del gradiente del potenziale,
ottenendo così il sistema: {

k(2x− 2 sin θ) = 0

3mg sin θ + 2kx cos θ = 0

Da cui {
x = sin θ

sin θ(3mg − 2k cos θ) = 0

Che ha come soluzioni (0, 0) e (0, π) se α := 3mg
2k > 1, invece se 0 < α ≤ 1 abbiamo anche

a± :=
(
±
√

1− α2,± arccos(α)
)

La matrice Hessiana del potenziale è

H =

(
2k −2k cos θ

−2k cos θ 3mg cos θ + 2kx sin θ

)
Studiamo punto per punto la stabilità al variare di α:

H(0, 0) =

(
2k −2k
−2k 3mg

)
abbiamo un elemento positivo sulla diagonale e detH(0, 0) = 4k2(α − 1), quindi se α > 1 è definita
positiva quindi l’origine è stabile, se α < 1 è indefinita e dunque l’origine è instabile, se α = 1 è
semidefinita positiva, quindi studiamo in maniera più approfondita la funzione (usiamo che α = 1):

V − V (0, 0) = 2k(cos θ − 1)− k(x2 − 2x sin θ)

tale funzione sulla curva definita da θ = 0 è negativa pertanto (0, 0) non è un punto di minimo e quindi
non è stabile.

H(0, π) =

(
2k 2k
2k −3mg

)
Che è indefinita per ogni valore di α e dunque (0, π) è instabile.

H(a+) =

(
2k −2kα

−2kα 3mgα+ 2k(1− α2)

)
Si ha detH(a+) = 4k2(α+1)(α− 1), possiamo concludere (vedendo sempre anche la diagonale) che per
alpha > 1 è definita positiva e dunque la configurazione è stabile, per α = 1 la configurazione coincide
con l’origine (già discusso), infine per α < 1 è indefinita e dunque la configurazione è instabile. Il caso
di a− è identico a quello di a+.

Esercizio 4 Scegliamo un sistema di riferimento come in figura, ma con l’asse z orientato verso l’alto.
Siano rC = (y, z) le coordinate del centro di massa della lamina.

Usiamo il Teorema di König per trovare l’energia cinetica, ricordando che il momento d’inerzia di
una lamina rispetto all’asse ortogonale passante per il centro di massa è I = 1

6Ml2:

T =
1

2
M(ẏ2 + ż2) +

1

12
Ml2θ̇2
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Scriviamo le coordinate dei punti A e C, che sono utili per il potenziale elastico:

rA =

(
y − l√

2
cos θ, z − l√

2
sin θ

)
rC =

(
y +

l√
2
cos θ, z +

l√
2
sin θ

)
A questo punto scriviamo il potenziale

V = mgz +
1

2
k

(
(y − l√

2
cos θ + d)2 + (z − l√

2
sin θ)2 + (y +

l√
2
cos θ − d)2 + (z +

l√
2
sin θ)2

)
Dopo aver svolto i quadrati all’interno del potenziale e ignorato le costanti, scriviamo la lagrangiana

L =
1

2
M(ẏ2 + ż2) +

1

12
Ml2θ̇2 −mgz − k(y2 + z2 −

√
2dl cos θ)

Le equazioni di Eulero-Lagrange corrispondenti sono
Mÿ = −2ky

Mz̈ = −Mg − 2kx
1
6Ml2θ̈ = −

√
2kdl sin θ

Le configurazioni d’equilibrio sono (0,−mg
2k , 0) e (0,−mg

2k , π), e l’Hessiana del potenziale è

H =

2k 0 0
0 2k 0

0 0
√
2kdl cos θ


Pertanto quello con θ = 0 è corrisponde ad una configurazione stabile e quella con θ = π ad una instabile.
Si noti che l’equazioni di Eulero-Lagrange in y e z hanno come soluzioni rispettivamente:

y(t) = A cos(ω0t) +B sin(ω0t) z(t) = −Mg

2k
+ C cos(ω0t) +D sin(ω0t)

dove ω0 =
√

2k
M e A,B,C,D costanti che dipendono dai dati iniziali. Inoltre, chiamando ω1 =

√
6
√
2kd

Ml

l’equazione nella variabile θ diviene θ̈ = −ω2
1 sin θ, ossia coincide con l’equazione di un pendolo semplice.

Esercizio 5
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