Analisi Matematica per le Applicazioni
CdL in Ingegneria Meccanica — Anno Accademico 2024 /2025

Soluzioni della prova scritta del quarto appello (17-06-2025)

EsERcIzIO 0.
(1) Integrando una volta si trova, effettuando la sostituzione 22 + 1 = u cosi che 2zdx = du,

1N z 1 fdu 1 1 9
y($)—/x2+1dx—2 ;—ilogju!—l—cl—ﬁlog(:v +1)+ Cy,

dove Cj & una costante arbitraria e si & tenuto conto che 2 + 1 > 0 per ogni € R per eliminare
il modulo. Integrando una seconda volta, si trova

y(x) = ;/log(ar:2 + 1)dz + Ciz,

e, nel primo integrale, applicando la formula per parti
[ H@@)ae = fa)gta) - [ @i,

con f(x) =log(z?+1) e ¢’(x) = = (e quindi g(z) = x), si ha

2z
2 _ 2
/log(m + 1)dz = zlog(x” + 1) —/xmdx
2
_ 2
= zlog(z +1)—2/$2+1d$,

dove

z? 2 4+1-1 1
/szﬂdx:/x2+1dm:/dx—/mdxzx—arctanx+02,

dove (5 & un’altra costante arbitraria. In conclusione si ha

1
y(z) = 5xlog(m2 +1) —z + arctanz + Cy + Cz.

(2) L’insieme € si ottiene imponendo le due condizioni
0<y<1l—u, 0<1—z<1.
La seconda condizione fissa 0 < x < 1, e per ogni x € [0, 1] la prima condizione fissa 0 <y < 1— .

Quindi z si trova nell’intervallo [0, 1] dell’asse orizzontale e, per ciascun valore di z in tale intervallo,
y ¢ al di sopra della retta y = 0 e al di sotto della retta y = 1 — x (cfr. la figura).
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L’integrale ¢

1 -z 1 y?
//:cdxdy:/ (1—x)2dx/ ydy:/ (1—2)*dz =
0 0 0 0 2 o
1

1 1 1 0 1 1 1 4P 1
:/ (1_$)4d$:—/ u4du:/ u4du:—u7 -
2 Jo 2.1 2.Jo 25|, 10

dove si ¢ effettuata la sostituzione u = 1 — = (cosi che dz = —du e gli estremi di integrazione in
termini di uw diventano v = 0 (quando x = 1) e u = 1 (quando = = 0).

1—x

(3) Integrando per separazione di variabili si trova

d d 1 1
JE-[% = —-—+c ()
Y x Yy x
dove y = y(z) e la costante C' ¢ fissata dalla condizione iniziale: per z = 1 si ha y(0) = —1, cosi

che (%), calcolata in x = 0, da

l=-14C = C=2

Quindi, da (x) si ottiene

1 1 1 1 1 x
Y €T Y x ) 1—-2x
T
(4) La funzione
r—Y
T,Y) =
f(z,y) s

¢ una funzione razionale ed é quindi continua in ogni punto (z,y) in cui il denominatore = + y non
si annulla. Se x4y = 0, ovvero lungo la retta y = —x, il denominatore si annulla e la funzione non
é definita. Né si puo estendere la funzione per continuita. Infatti, in generale, il limite

xfﬁo f(z,y)



non solo non ¢ finito, ma nemmeno esiste poiché non é univocamente definito: fissato un qualsiasi
punto (zg, —xo) € D lungo la retta, con xg # 0, si trova

1
lim z,y) = (xg — (—x lim =2z lim ,
ey Y 0 B0 T 2 wems) T Y

dove 'ultimo limite vale +00 a seconda che z +y — 0T o 2 +y — 0~. Anche per zg = 0 il limite
non esiste poiché
lim  f(z,y
(z,y)—(0,0) (=.9)
dipende dalla direzione lungo cui ci si avvicina all’origine (per esempio, vale 1 se ci si muove lungo
l'asse y = 0 e vale —1 se ci si muove lungo l'asse z = 0).

EsERrcIzIO 1. Riscrivendo ’equazione nella forma

,_$3+y3:x3 yS 2

£ Yy
= A I A b n
- v T R + = = alz)y + blz)y",
si vede che si tratta di un’equazione di Bernouilli con a(x) = 1/x, b(x) = 22 e n = —2. Quindi, se
si definisce u = y' ™" = 43, si trova
2
3 3
u' = 3y%y = 3y° <x2 + y) =32% 4+ Sy = Zu + 322 (%)
Y2 x x

Quindi, posto
d
A($> = /(I(.ﬁ)dl‘ = 3/;: = 3]og|1‘| = log ‘m|3 . eA(a:) — |$‘3 — .CL‘S,

dove si ¢ eliminato il modulo in considerazione della condizione iniziale (data per x =1 > 0), la
soluzione di (k) ¢

u(z) = eA@) (u(O) + /1 ’ e_A(x)b(x)dx> = 2® (u(O) +3 /1 ’ (x/)de/)

(z')?
— 3 (u(()) + 3/1x d;/> = 23 (u(0) + 3log |z]),

dove u(0) = y3(0) = 1. In conclusione, tenuto condo di nuovo della condizione iniziale,

Wl

u(z) =23 (1+3logz) = y(z) =z (1+3logx)s.

| Equivalentemente, scrivendo y(x) = xz(x), si ottiene

/ ! x2 Yy —2
Tz tz=Yy =5+t =2z"+z = Iz =2
Y x
che si integra per separazione di variabili:

d 3
/zzdz: e %:log]xH-C’,

T



dove C ¢ una costante arbitraria. Imponendo le condizioni iniziali, tenedo conto che z(1) =
y(1)/1 =1, si puo eliminare il modulo (poiché listante iniziale ¢ x = 1) e si trova

1 1
gzloglzc = C:§ = z(:n):(Slogx—i—l)%,

ovvero y(x) = xz(x) = x (3logx + 1)% ]

EsgRrciz10 2. Gli autovalori di A solo le radici del polinomio caratteristico
PA) =det(A—AM1)=(5-X)B =N +1=X—8\+16 = (A —4)%

quindi sono A\; = A9 = 4. La matrice A non é quindi diagonalizzabile (se lo fosse dovrebbe essere
proporzionale all’identita). Quindi A si scrive nella forma A = 41 + N, dove N ¢ una matrice
nilpotente: si verifica facilmente che

B (1 -1 o (1 -1\ (1 -1\ (1-1 —-1+1\ (0 0O\
N_A_4ﬂ_<1 —1>’ N _<1 —1> (1 —1>_<1—1 —1+1>_<0 0)‘0’
dove 0 é la matrice nulla. Ne segue che

eA:): — €4le+Nac _ e4ﬂm€Nx — 6436]1 (]l + N.T) — 6435 <1 ‘;I' 1—_1'x> '

Il sistema di equazioni si riscrive nella forma

r A . 5 —1
y = Ay, y—<y2>, A—<1 3>,

e la soluzione ¢ data da y(z) = e4y(0). Si ha quindi

ir =y = (1177 (o) = (15T = (66 0)

ESERCIZIO 3. Le radici del polinomio caratteristico A% + 2\ + 1 sono
Al == -1

Quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea associata &

yo(z) = (c1 + cox) e™,
dove ¢;1 e ¢y sono due costanti arbitrarie.
La soluzione particolare ¢ data da j(x) = g1(x) + g2(x), dove 71(x) ¢ una soluzione particolare
dell’equazione
y”+2y'+y:x3



e y2(x) & una soluzione particolare dell’equazione
y// + 23// +y= 1'36_35.
Si cerca ;1 (x) nella forma g (z) = Az®+ Bx?+Cx+ D. Tenuto conto che § = 3422 +2Bz+C
e §{ = 6Ax + 2B, si ottiene

(6Az +2B) + 2(3A22 + 2Bz + C) + Az + Ba® + Cx + D = 23,

ovvvero
Ar® 4+ (6A + B)a® + (6A+4B + C)z + (2B + 2C + D) = 2,

da cui si ricava
A=1, B=-6, C=18, D=-24 =— §i(z) =262+ 18z —24.
Poiché \; = A2 = —1 ha molteplicita 2, la soluzione particolare g2(x) si cerca nella forma
Jo(z) = 22 (Ax3 + Bx? +Cx + D)e * =Q(z)e” ",
dove si ¢ definito
Q(z) = 2* (A2’ + Ba® + Cx + D) = Az’ + Bz + Ca® + Da?.
Tenuto conto che 75 = e *(Q' — Q) e 75 = e *(Q" —2Q" + Q), si ottiene
(Q"—20+Q)+2(Q -Q)+ Q) e ™ =a’e?,

ovvero
Q" —2Q"+Q+2Q —2Q+Q =2
da cul si deduce che

1,5

1
Q" =202% + 12B2* + 6Cx + 2D = 23 — A=g5 B=C=D=0— gg(x)zﬁe_m.

In conclusione la soluzione generale dell’equazione é

5

y(z) =yo(z) +g(z) = (c1 + coz) e ¥ + 22 — 622 + 18z — 24 + ;—0671.

ESERCIZIO 4. 11 dominio D di f(z,y) é dato dai punti (z,y) € R? tali che 23 + y% < 1, ovvero

i <1 = |#/<1 = -1<z<l



S

Per analizzare la seconda condizione, che possiamo riscrivere, tenendo conto che y3 = |y|3,

i\ i a\ g
—(1—x§> <y< (1—965) )
dobbiamo quindi studiare le funzioni
e richiedere che si abbia G(z) <y < F(z) per z € [—1,1]. Poiché¢ G(x) = —F(z) e F(x) ¢ pari

possiamo limitarci a studiare F'(x) per x € [0, 1].
Si ha F(0) =1e F(1) = 0. Inoltre
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cosi che F'(z) < 0 per z € (0,1). Inoltre

lim F'(z) =0, lim F'(z) = —cc.

z—0t z—1—
Il grafico di F(z), per « € [0, 1], & rappresentato nella seguente figura.

F(z) A
1

Possiamo quindi ricavare dal grafico di F'(x) il dominio D, tenendo conto che, come gia notato,
la funzione f(x,y) & pari in z e in y, separatamente. Si ottiene I'insieme nella figura seguente.
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Le derivate parziali della funzione f(x,y) sono
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felwy) = ot (1-23) (1-93) fyloy) = 4y

quindi si ha, all’interno di D,

fo(z,y) = fyz,y) =0
se e solo se x = y = 0, dal momento che si pud avere x = 1 oppure y = 1 solo sulla frontiera. Esiste
quindi un solo punto critico interno, dato da Py = (0,0).

Per studiare la funzione sulla frontiera, data la parita di f(z,y), é sufficiente considerare solo
il tratto della frontiera nel primo quadrante, che si pud parametrizzare nella forma y = F(z), per
z € [0,1].

Si ha in tal caso

g(x) = f(z,F(z)) = (1 —x%>3 <1 -1 —I—x%)s =z* (1 —:1:%>3, x € [0,1].

La derivata di g(z) ¢

4 4 1 1\4
r3 =4 — x3:§ = zT=x90=|= .

In conclusione, tenendo conto ancora una volta della parita della funzione, i punti di minimo e
di massimo di f(z,y) vanno cercati tra i punti

Py =(0,0)
Py = (z0, F(w0)), P2=(w0,—F(20)), P3=(—w0,F(20)), P1=(—z0,—F(z0)),
Ps=(1,0), Ps=(0,1), Pr=(-1,0), Ps=(0,—1).



Si ha
£(0,0) =1
1 6
f(wo, F(z0)) = f(20, —F(20)) = f(~m0, F(20)) = f(—0, —F(20)) = <2> ’
f(1,0) = £(0,1) = f(-1,0) = £(0,—1) = 0.

In conclusione Py = (0,0), dove la funzione assume il valore 1, ¢ il punto di massimo, mentre Ps,
Py, P; e Ps dove la funzione si annulla, sono punti di minimo.

ESERCIZIO 5. L’insieme (2 si ottiene richiedendo (cfr. la figura)

-1<y4+cosr <1l =— —1—-cosz<y<1l-—cosx

1—cosx

—1—cosz

Si ha

l—cosz s y2
/y(l—cosx dxdy—/ (1 —cosx) dx/ ydy—/ (1 —cosz)dxr =
Q 1—cosx -7 2

(1 —cosz) ((1— cosz)? — (=1 — cos x)Q) dz

l—cosz

—1—cosx

:1

™

(1 —cosz) 1—|—cos 2

2

x —2cosx — 1 — cos x—QCosa:) dx

AT
AL w

™
2/ (1 —cosz)coszdr = —2/ coszdz + 2/ cos® zd,

—T —Tr
v
/ coszdzr =0
—Tr

poiché cos z & una funzione periodica di periodo 27, mentre, integrando per parti,

dove

/0052 zdx = /cosx cosxdr = sinx cosz + /sinmsinmdm

:sinxcos:c—i-/(l—cos2a:)dac:sinxcosx+x—/c082xdx,



ovvero .
/(3052 xdr = 5 (sinzcosx + x)

da ci segue che

™ ™
2/ cos?zdz = (sinzcosz +x)| = 2.
x r

In conclusione si trova

/ y (1 —cosz) dedy = 2.
Q

ESERCIZIO 6. Scrivendo la forma differenziale w nella forma

w= f(z,y)dx + g(x,y) dy,

con
flz,y) =" (I+x+y), glz,y) =e",
si ha che

) ) .
@f(x7y) - %g(x7y) =€,

quindi w é una forma differenziale chiusa. Dal momento che la forma diferenziale & definita in R?,
che & un insieme semplicemente connesso, la forma differenziale w é anche esatta.

Scrivendo

fa) = 2-0G), glo) = 5-U)
integrando la prima equazione si ottiene
Uz,y) = /e‘”(l—i—x—i—y)da: =(1 —I—y)/exdx—l—/a:exdx
=1 +ye’+e' (-1 +aly =@ +ye +aly),

dove la funzione ¢;(y) dipende solo da y, mentre, integrando la seconda equazione, si ottiene
U(z,y) = /ex dy = /er dy = ye* + ca(z),
dove la funzione cz(z) dipende solo da z. Scegliendo allora ca(x) = ze® e ¢1(y) = 0, si trova
U(z,y) = (z +y)e”.

La curva 7 connette i due punti P, = (=2, f(=2)) = (-2,-2) e P, = (2, f(2)) = (2,2). Si ha
quindi

I= /w =U(2,2) - U(-2,-2) = (2+2)e* — (-2 —2)e 2 =4 (e* + e ?).

La curva v connette gli stessi due punti P; e P,. Quindi, poiché w ¢ esatta, si ha

/W/W:[Yw:4(62+e_2).



D’altra parte, parametrizzando v’ nella forma +/(t) = (¢,t), con t € [—2,2], si ha

2
/ w’—/ t(ef2+t10) dt =0,
' -2

poiché si tratta dell’integrale di una funzione dispari su un intervallo simmetrico. In conclusione,
dal momento che 'integrale di w’ ¢ nullo e la forma integrale w ¢ esatta, si ha

A/(w+w/):/7w:4(62+6_2).

[Alternativamente, parametrizzando la curva vy = (t,t3 — 3t), cosi che dz = dt e dy = (3t% — 3)dt,
st trova

2

2
/w:/ (et(1+t+t3—3t)dt—|—et(3t2—3))dt:/ e’ (87 + 3t — 2t — 2) dt,
v -2 -2

dove
/tSetdt = 3¢l — 3/t2€tdt, /tzetdt = 2l — 2/t elde, /t eldt =tel — /etdt, /etdt =,
cosi che
/et (P +3t> — 2t —2) dt = t%e" + / e (—2t — 2)dt = t’e' — 2te',
e quindi

2
/ e (P +3t2—2t—2)dt=e*(8—4) —e ?(-8+4)=4(e* +e7?).
-2

Analogamente, parametrizzando ' = (t,t), cosi che do = dy = dt, si trova

2
=4 (62 + 6_2) .
-2

! 2 2
/w:/ et(1+2t)dt+etdt:2/ el (t 4 1) dt = 2te
v —2 —2

che coincide con il valore del primo integrale essendo w una forma differenziale esatta.|




