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ESsERcCIZI1O 0.

1. L’equazione omogenea associata ¢ 3y’ — 1y’ = 0. Le soluzioni dell’equazione caratteristica corrispondente
A2 —AX=AA—1)=0sono A\; =0 e Ay = 1. Quindi la soluzione dell’equazione omogenea &

yo(x) = c1 + ca€”,
dove ¢ e c2 sono due costanti arbitrarie. Si cerca una soluzione particolare dell’equazione nella forma
y(z) = x (ax + b) = ax® + br,

perché A = 0 & uno zero semplice dell’equazione caratteristica dell’equazione omogenea. Sitrovay’(x) =
2ax + b e y”(x) = 2a, che, introdotte nell’equazione y” =y’ + x, portano a
20=2ax+b)+r = 2a+1=0,2¢=b = a=-1/2,b=—1,
da cui si ottiene
2
ylx) = I
Y 2
La soluzione generale dell’equazione differenziale ¢ quindi
2
x

y(x) = yo(z) +y(x) = c1 + cae” — 5 o

2. Riscrivendo |y| + 22 < 1 nella forma |y| < 1 — 22 e tenendo conto che |y| > 0, si vede che deve avere
22 € [0,1] e quindi = € [~1,1]. Inoltre, la disequazione |y| < 1 — 2% si puo riscrivere

—1-a?)<y<i-2  wel-L1].

La curva f(x) = 1 — 2?2 & una parabola che ha vertice nel punto (z,y) = (0,1), & rivolta verso il basso e

interseca l'asse z in z = +1. Analogamente, la curva f(z) = —(1 — 22) = 22 — 1 & una parabola che ha
vertice nel punto (x,y) = (0, —1), & rivolta verso l’alto e interseca l’asse = sempre in z = £1. L’insieme
Q) & rappresentato nella figura seguente.

Si ha quindi
1 1
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3. Si trova, per separazione di variabili,

/dydy—/élxdx

Si ha q )
gdy—/y_gdy— 3 y_%H—i—cl :—Qy_% + ¢, /4xdx—2$2+02,
Y2 -5+ 1
dove c; e co sono costanti arbitrarie, cosi che si ottiene
2
- =22" 4
yE

dove la costante ¢ = ¢; — ¢ si fissa imponendo la condizione iniziale y(0) = 1, ovvero
—2=c = c=-2

In conclusione si ha

_——_— xr — _— — X xr) =
- — A - VT =y

4. Si ha
fx(xvy) = axf(xvy) =2z — 2y7 fy(may) = ayf(m,y) =2+ 1’
cosi che si trova f;(z,y) = fy(z,y) = 0 se e solo se
1 1

y=gz, =5 = T=y=5.
Dal momento che D ¢ il quadrato con spigoli nei punti P; = (0,0), P, = (1,0), Ps = (1,1) e Py = (0, 1),
il punto Py = (1/2,1/2) & all’interno di D ed & quindi un punto critico da considerare nella ricerca dei
massi e minimi. Sulla frontiera di D si ha:

zel0,1,y=0 = f(z,y) = f(z,0) = gi(z) = 2°,
zel0,1], y= —  f(z,y) = f(z,1) = go(z) = 2 — 22+ 1,
yel0,1], 2=0 = flz,y) = f(0,y) = g3(y) = v,
yel01, z=1 — flzy)=fLy =ul) =1-2y+y=1-y,
dove
e ¢1(z) non ha punti critici interni all’intervallo [0, 1] (poiché gh(z) = 22 # 0 per x € (0,1)),
e go(x) non ha punti critici interni all’intervallo [0, 1] (poiché g5(z) = 2(xz — 1) # 0 per x € (0, 1)),
e g3(y) non ha punti critici interni all’intervallo [0,1] (poiché g5(y) =1 # 0),
e g4(y) non ha punti critici interni all’intervallo [0, 1] (poiché ¢)(y) = —1 # 0)

In corrispondenza degli spigoli del quadrato D si ha

f(Pl):f(Ovo):()v f(PQ):f(17O):17 f(P3):f(171):07 f(P4):f(071):

Tenuto conto che
1 2 1

1
R)=f(1/2,1/2) =~ -~ 4 - =~

FR) = 71/2,1/2) = 1~ 24 5= 1,

la funzione f(z,y) in D ha un punto di massimo assoluto in Py = (0,1) e in P, = (1,0), dove assume il

valore 1, e ha un punto di minimo assoluto in P; = (0,0) e in P3 = (1, 1), dove assume il valore 0.




Esercizio 1. Risolvendo per separazione di variabili, si ottiene

/(sin y)?cosydy = /Q:U(a: —1)dz,

dove, operando la sostituzione siny = t nella prima equazione (cosi che dt = cosydy), si trova

t3 iny)?
/(Siny)2cosydy= /tht: L

3 3

2 227 2
20(x —1)dxe =2 [ z°dx —2 :de:?—as + c2,

dove cq e ¢y sono costanti arbitrarie, cosi che si ottiene

: 3 93
(Sm;/):;—x2+c, c=c1 — Co.

La costante c si fissa imponendo la condizione iniziale:

da ci si deduce che ( o 5
siny 2z 9 . 3 2\1/3
=— - = siny = (2z° — 3z
3 3 y=( )
Tenendo conto che l'equazione y = «, con a € [—1,1], ammette in [—7, 7] le due soluzioni y = arcsina e

y = m — arcsin «, la soluzione del problema di Cauchy & quindi data da una delle due funzioni

y1(z) = arcsin (2x3 - 3x2)1/3 , ya2(z) = m — arcsin (21:3 - 31:2)1/3 )

precisamente da quella che soddisfa la condizione inziale y(0) = 7. In conclusione, si ha

y(z) = y2(x) = 7 — arcsin (22° — 3x2)1/3 .

EsERrc1zio 2. Il polinomio caratteristico della matrice A &

4—-A 1

det(A)\]l):< 3 9\

>:(4>\)(2)\)3:)\26)\+5.

Quindi gli autovalori di A sono

A=3+v9—-5=3%2,

ovvero \; = 5 e Ay = 1. Dal momento che gli autovalori sono distinti la matrice ¢ diagonalizzabile. Gli
autovettori v; = (v11,v12) € v2 = (v21,v22) associati a A\; e A, rispettivamente, si ottengono richiedendo che
si abbia Avy = A\jv1 = 5v1 e Avy = Agvg = v9. La prima equazione da

411 +vie =501 = v =-vie = v =(11),
mentre la seconda equazione da

4’021 + V99 = V921 — 3V91 = Vo9 == Vg = (—1, 3).



Si ha quindi A = CDC~! e, di conseguenza, et = CeP'C~1, dove

(50 pt (€ 0
D‘(o 1) - ¢ _<o et

mentre C' ¢ la matrice le cui colonne sono i vettori v; e vo. Risulta quindi
C _ V11 V21 _ 1 -1 :
V12 V22 1 3

o1 1 vae  —wvx) _1/3 1
~ detC —v12 V11 4 \-1 1)°

la cui inversa &

Si ottiene quindi

11 =1\ (3 S\ 1 (3P4l eS¢t
S 4\1 3 —et et ) T 4 \3e” —3e! et +3et)
La soluzione y(x) = (y1(z),y2(x)) del sistema

yi = 4y + 2,
Y5 = 3y1 + 22,
y1(0) = =1, 32(0) = 1.

¢ allora data da
1 [ 3eP® 4% 5% —e® -1 1 (=25 — 2¢®
_ Ax _ - —
y(z) = ey(0) = 4 <365$ —3e* 5% 4 3¢ 1 4\ —2e5" 4 6e* )’

y1(z) = —% (ex + 65’”) , yo(x) =

ovvero

Esercizio 3. Il polinomio caratteristico associato all’equazione omogenea associata
y' =6y +9y=0
& A2 —6A+9. Gli zeri del polinomio sono Ay = 34++/9 — 9 = 3. Quindi gli zeri sono coincidenti e la soluzione

dell’equazione omogenea ¢

yo(x) = (1 + caz) 3.

Si cerca la soluzione particolare dell’equazione non omogenea nella forma
y(x) = yi(z) + y2(x),

dove g1 (z) risolve I'equazione y” — 6y’ + 9y = 3 e 2(x) risolve 'equazione y" — 6y + 9y = we3*.



e Poiché il termine non omogeneo dell’equazione 3" — 6y’ + 9y = xe3* & della forma Py(z)e3®, dove
Py(x) = Apz + B = z ¢ un polinomio di primo grado, e A = 3 & uno zero doppio del polinomio
caratteristico, si cerca la soluzione particolare o nella forma

() = 2%(Ax + B)e*.

Scrivendo 2(z) = 22R(z), dove R(x) = P(x)e3® = (Agz + Bg)e®® risolve I'equazione omogenea asso-
ciata, si ha

V3(z) = 2¢R(z) + 2° R (x),
7 (x) = 2R(z) + 4z R'(z) + >R’ (2),

cosi che, imponendo che si abbia

U5 — 675 + 972 = we’”,
si trova
(2R +4xR + sz//) —6 (2:6R + x2R/) +92°R = ze®*,
oVVero

2? (R" — 6R 4+ 9R) + z (4R — 12R) + 2R = ze™",
dove R” — 6R' + 9R = 0. Si ha inoltre

R(z) = (Ayz + Bg)e&” = R/(z) = (A2 + 3422 + 3By) 37,
cosl che
4R —12R = 4(A2 + 3A9x + 3By — 3(Agz + Bg)>e3x =442e%", 2R = (249z + 2By)e*.

In conclusione si trova

~!

vy — 675 + 9y = xe>”

— (4R’ — 12R) + 2R =ze’® = 4Asx + 2452 + 2By = x,
e quindi

1 _ 3
64, =1,2B,=0 — Ap=  Bi=0 — yQ(x):%e?’x.

e Riguardo alla soluzione particolare 31 (), poiché A = 0 non risolve ’equazione caratteristica, si pone
gl (.CC) = Ay,

che, introdotta nell’equazione
yi — 671 + 951 = 3,

una volta che si sia tenuto conto che ¥} (z) = ¥/ (z) = 0, d& 94; = 3, ovvero

1 1
A = — U = —.
1=3 = nl) =g

In conclusione, la soluzione generale ¢

- 1 3
y(2) = yo(z) + y(x) = (c1 + coz) €3 + 5+ Eefﬁ".




EsErcizio 4. L’insieme D ¢ dato dall’insieme dei punti del piano che si trova al di sotto del grafico della
funzione y = E(z) = 2¢~*" ¢ al di sopra della retta y = 1 (cfr. la figura seguente).

YA

—X0 i) X

Le due curve si intersecano in corrispondenza dei punti P, = (zg,1) e P, = (—x9, 1), con xy > 0 tale che
2T =1 = i =log2 = 1xg=+/log2.

Per individuare i punti critici della funzione f(x,y), si calcolano le derivate parziali e si impone che si
annullino. Si trova

(4$y262‘”2 +22)(1 + 2?) — (y2€23”2 +2%)(22)

Foly) = 2 fly) =

ox (1+ 22)2
2x
= a2 (@77 + 0040 = (P 40%)).
0 27;6212
fy(z,y) = ;yf(w,y) =112
Poiché
2o >0, 1+2%>0,

si ha fy(x,y) = 0 se e solo se y = 0 e quindi, notando che

2z

2z
7 (L+2%—a%) = 1+ 22)2’

fo(2,0) = A+ 227

si ha f;(x,0) = 0 se e solo se x = 0. In conclusione la funzione f(x,y) ammette un solo punto critico, ovvero
(0,0), che ¢ all’esterno del dominio D. Ne segue che la funzione f(z,y) raggiunge il suo minimo e il suo
massimo sulla frontiera di D.

La frontiera di D & costituita da due curve, il segmento

T = {(m, 1): —/log2 < x\/logQ}

e ’arco di curva

Y2 = {(ZL‘,E(ZL‘)) :—/log2 < :c\/logQ},

dove E(x) = 2¢=** ¢ dai punti P e Py che costituiscono gli estremi delle due curve.
Lungo ~v; si ha
e2? | 22

fz,y) = fz,1) = g(x) = 1+ 22

9



cosl che 5
1ioN x 222 2 222
g(x)—m<6m +2.T€m +1),
quindi si ha ¢’(x) = 0 se e solo se x = 0, poiché e 4+ 222¢27" 41 > 0. 1l valore 2 = 0 individua lungo ~ il
punto Pz = (0, 1), e in corrispondenza di tale punto la funzione f(x,y) assume il valore f(0,1) = g(0) = 1.
Lungo v2 si ha y = E(z) = 2% ¢ quindi

4 2
Flo) = @ B() = h@) = 1.
cosi che 2e(1 4 0%) — 20(4 + 22) ’
, 2z T°) — 2x =) T
hle) = (1+22) T2

da cui si vede che risulta h'(z) = 0 se e solo se = 0. Il valore x = 0 individua lungo 2 il punto Py = (0, 2),
e in corrispondenza di tale punto la funzione f(z,y) assume il valore f(0,2) = h(0) = 4.
Infine, i corrispondenza dei punti P} e Ps si ha

f(P1) = f(wo, E(w0)) = h(wo) = g(w0),  f(P2) = f(—=z0, E(—20)) = h(—z0) = g(—20),

dove E(xg) = E(—xzp)=1¢e
A+af  4A+log2
1422 14log2’

9(xo) = g(—x0)

In conclusione i punti di massimo e di minimo della funzione f(z,y) nel dominio D vanno cercati tra i
punti
P1 = (xo, 1), P2 = (—Z’o, 1), P3 = (0, 1), P4 = (0, 2)

Tenendo conto che si ha

44 log?2

f(P1>:f(P2>:Tlog2’

f(P3):17 f(P4):4

e utilizzando il fatto che 1 +1log2 < 4 +log2 < 4 4+ 4log2 = 4(1 + log 2) per dedurre che

4+ log?2
1+ log2

si conclude che P ¢ il punto di minimo di f(x,y), mentre P, ¢ il punto di massimo.

Esercizio 5. I1 dominio di integrazione 2 ¢ dato da (cfr. la figura seguente)
Q:{(az,y)E]RQ:OSmgl, 0§y§(1_;¢3)%}-

Si ha pertanto, tenendo conto che |zy| = |z||y| = xy per z,y > 0,

1 (1—23)
12// lzy|® dedy = 12// 2oy’ dady = 12/ da:xS/ y°dy,
Q Q 0 0

1
(1-2%)3 6(1—a%)3 1 23)2
Yy X
0

ol

dove

— _1 _ 3 6
. = 5 —6(1 2x +x),




Ya

cosi che

19 [1 1 1 1
12//|1:y\5dxdy:/ dxm5(1—2x3+$6):2</ d:nx5—2/ d:m:8+/ d:na/:H)
0 6 Jo 0 0 0
61 91 121 .
o™ oL 2 L) _,6=8+3 1
6 0 6 9 12 36 18

Nel caso in cui il dominio ¢ dato da Q = {(z,y) € R?*: |z[* + |y|* < 1}, si puo scrivere

Q=01 UQUQ3UQy,

dove
Ql:{(%Z/)GR2IJUZO,yZO,$3+y3§1}’
Q= {(z.y) €R* 12 <0,y >0, () +y* <1},
93:{($ay)€R2:xZO,y§(), $3+(—y)3§1}7
Q= {(x,y) €ER*: 2 <0,y <0, (—2)° + (-y)° < 1}.

Il dominio €2 si ottiene quindi dal dominio della figura precedente mediante, prima, una riflessione rispetto
all’asse y in modo da ottenere il dominio Q' = Q7 U Qs e, quindi, mediante una riflessione del dominio €’
rispetto all’asse x (cfr. la figura seguente).

Si ha inoltre, per parita,

// Ixy|5dxdy=// Iﬂfy|5dﬂfdy=// Ixy\5dxdy=// |zy[” dady,
Q4 Qo Q3 Qq
//wyl5dwdy=4// |zy[* dady,
Q Q1
1
5
zyl’ dedy = —
] etz = 5

¢ 'integrale calcolato precedentemente. In conclusione, si trova

4 2
// lzy]® dzdy = — = =.
o 189

Oovvero

dove



Esercizio 6. La curva v (rappresentata nella figura) ¢ data da v = 1 U 2, dove

=t 1) te[-2,2]},
o = {(2\/5 cos(—t), 2v/2sin(—t)) : t € [—77/4,3#/4]}.

dove, nella parametrizzazione delle due curve, si ¢ tenuto conto del loro verso di percorrenza (che ¢ tuttavia
irrilevante ai fini del calcolo dell’integrale di prima specie).

YA

ga!

=Y

Py V2

Si ha quindi
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Lungo la curva 71, dove (z,y) = (t,t), si ha v/(t) = (1,1) e quindi |7} (t)|| = /1 + 1 = v/2, cosi che

/ xyds-/ f \[/ (2t)%dt = f/ t2dt
_ V2
2

2:\?(2_?):\2[1;:8\?(‘

£
3

Lungo la curva 72, dove y2(t) = (2v/2cos(—t),2v/2sin(—t)) = (2v/2cost, —2v/2sint), cosi che ||74(t)| =
2/2, si ha

3r/4 2\/9 2 3r/4 2./9 2
f(;p7 y)ds = / dt ( \f) (COSt — sin t)2 2\/5 = dt (\8[) (COS2 t+ Sin2t — 2costsin t) 2\/§
V2 —m/4 —7/4
3r/4 3r/4
=2V2 (1 —2sintcost) dt:2\/§(tsin2t>
—7/4 —7/4

—2V2 <3;r - <T> —sin2<3z> +sin2<—4)> =22 <7r— . ) = 2V2r,

dove si e tenuto conto che (operando la sostituzione z = sint e indicando con ¢ una costante arbitraria)
/QSintcostdt = /2:de =22+ c=sin’t +c.

In conclusione si ha

?éf(x,y)ds 8v2 +2V2r = (3 + 27r) V2.




