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EsERcIZIO 1. La funzione
1

¢ definita per ogni z # 0. Inoltre V(z) & pari in x, quindi & sufficiente studiarla in (0, +00).
Tenendo conto che |z| =z per > 0, si ha

T—+00 T—+400 mz T—-+00

1
lim V(z)= lim <x2 - ) lim logx = +o0,

1
lim V(z) = lim (z°logz) + lim (—210g:1;> =0+ 00 = +o0.
x

r—0t z—0t z—0t

Inoltre si ha, sempre per z > 0,

2 , 1\1
V'(x):(2x+x3>logx+< _a:2>x

:?<2(:E +1)logz + (z —1)): o <2log:c+x4+1 .
Poiché z* +1 > 1e 2% > 0 per z > 0, si ha V/(x) = 0 se e solo se
1—at
21 = = —

e, analogamente, V'(z) > 0 se e solo se 2logx > f(x). I grafici delle due funzioni logz e f(z)
sono rappresentati nella figura seguente (per il grafico di f(z), per z > 0, si tenga conto che la
funzione é definita per ogni x € R e si ha

. , —8z3

cosi che f(x) & decrescente in (0, +00)).

%




Quindi esiste un unico valore zy > 0 tale che f(xg) = logxo. Dal fatto che logx = 0 e
f(x) =0 per x = 1 si deduce che zp = 1. Dai grafici delle due funzioni si vede anche che logx ¢
positiva se e solo se x > 1, mentre f(x) & positiva se e solo se x < 1, cosi che

|

2logz + pera 2logx — f(x)

¢ positiva se e solo se z > 1. Ne segue che, nell’intervallo (0,+00), la condizione V'(z) =
verificata solo se = 1 e, inoltre, si ha V'(z) > 0 per z > 1 e V/'(z) < 0 per z € (0, ) la
funzione V' (z) é decrescente in (0,1) e crescente in (1,+00). Si verifica infine che V(1) =

dal momento che

" . AL (2o MY (L
Vi(z) = (2 e logx + 2 2x+$3 $+ v' =5 2

siha V(1) = 0+2(2+2) 4+ 0 = 8, consistentemente con il fatto che z = 1 & un punto di minimo
isolato. Il grafico di V(z) & rappresentato nella figura seguente.

Per studiare le curve di livello
1
re = { (o) € R 12+ V(o) ),

si vede dal grafico dell’energia potenziale che
1. I'g ¢ definita se e solo se £ > 0,

2. Ty consiste nei solo punti di equilibrio (1,0) e (—1,0), che sono stabili per il teorema di
Lagrange-Dirichlet, essendo +1 punti di minimo isolati per I’energia potenziale V' (x).

3. Per ogni valore E > 0, la curva di livello I'g & formata da due componenti connesse WE
e 7p, ciascuna delle quali consiste in una curva chiusa, la prima nel semipiano z > 0 e la
seconda nel semipiano x < 0.

4. Per ogni valore E > 0 — in particolare per F = FEj — ciascuna delle due curve 'yg e Vg
¢ percorsa da una traiettoria periodica. Ne segue che tutte le traiettorie sono limitate
e definite globalmente nel tempo e, con ’eccezione dei due punti di equilibrio, tutte le
traiettorie sono periodiche.



Alcune orbite del sistema— inclusi i punti di equilibrio — sono rappresentate nella figura
seguente (per determinare di verso di percorrenza delle orbite si tiene conto che & = y, cosi che
x = x(t) & crescente per y > 0 e decrescente per y < 0: il moto avviene da sinistra a destra nel
semipiano y > 0 e da destra a sinistra nel semipiano y < 0).
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[Per E = Ej, si consideri una delle due orbite periodiche, per esempio quella con supporto nel
semipiano x > 0. Il periodo corrispondente é dato dall’integrale definito

T+ dz
=2 V2B V@)

dove z_ e x4 sono i due zeri positivi dell’equazione Ey — V(x) = 0, ovvero di

1 1
F(x):= ;logZ— ( 2 302> logx = 0.

Si vede immediatamente che x = 2 ¢ uno zero della funzione F'(x): infatti

1 1 16 —1 15
N =1(22- = )log2=(4—=)log2 = "—"—"1log2 = — log 2.
V(2) < 22> og ( 4> og 1 log 1 o8

Per trovare l’altro zero basta notare che

V(1 /x) = (;2 - :1:2> log% _ <— <x2 - ;)) (—log) = V(x),

da cui segue che V(1/2) = V(2). Ne segue che, per E = Ey, st hazy =2ex_ =1/2 ¢, di

conseguenza,
2
T_ 2/ dx
1/2 v/ 2(Eo — V(z))

costituisce il periodo dell’orbita considerata.|




ESERCIZIO 2. Se g e Q sono le coordinate di un punto nel sistema di riferimento fisso k e nel

sistema di riferimento mobile K, rispettivamente, si ha
q=BQ+r,

dove
cosf(t) —sinf(t) 0
B = |sinf(t) cosf(t) O
0 0 1

con 6(t) tale che
d
wnﬂﬂ=j%f®) = 3t — 12t 4 11,

x=t
ovvero
0(t) = arctan(f’(t)) = arctan (3t2 — 12t + 11) ,

r=1r(t) = (t,f(t),0) = (t,t3 — 6t> + 11¢).

Scrivendo q = (z,y,2) e Q@ = (£,1,(), dove £(t) = vt e n(t) = ((t) = 0, si trova quindi

x cosf(t) —sinf(t) 0\ (ot t vt cosO(t) +t
y| =|sinf(t) cosb(t) O 0+ f@&) ]| =|vtsinb(t)+ f(¢)
z 0 0 1 0 0 0
La velocita assoluta ¢ data da
x v cosO(t) — vt O(t) sinf(t) + 1
v=qg= |y | =|vsind(t) +vt0(t)cosd+ f'(t) |,
z 0
dove
') 6t — 12

TIH (P2 1+ GBE—12t+11)

La velocita relativa &
_ v cosB(t)
v'=BQ = |vsinf(t) |,
0

mentre la componente traslatoria della velocita di trascinamento ¢

1 1
vo=7=|f ()] = (3t -6t +11
0 0



Infine la componente rotatoria della velocita di trascinamento ¢ data da

[ ey [ —vtO(t) cosO(t)
vp =wA(q—7)=det 0 0 o) | = | vtb(t) sinb(t) |,
vtcos@(t) wvtsinf(t) 0O 0

Si verifica immediatamente che v = v’ + vg + v7.

La forza di Corolis che agiscono su un punto P’ che ha coordinate @ p/ nel sistema K sono
date, rispettivamente, da

—2mQ A Qpr, —mQAQAQp,

dove £ ¢ tale che w = B, da cui si trova Q = w = (0,0,0(t)). Se P’ & il carrello (cosi che
Qp = 0), entrambe le forze sono quindi nulle.

[Le coordinate del punto P nel sistema k sono
q = (vtcosO(t) +t,vtsind(t) + f(¢),0).
Si puo scrivere

sinf(t) = tan 011 - L
VIFtan20(t) 1+ ()2

dove si & tenuto conto che tan §(t) = f(t). Il punto P attraversa I’asse x negli istanti (se esistono)
in cui

vtsinQ(t) + f(t) =0,

Oovvero

vt f'(t)
VI+(f(1))?

Si puo avere F(t) = 0 per ¢t > 0 solo se, per tale valore di ¢, si ha f'(t) < 0 (poiché f(t) > 0
per t > 0). D’altra parte f/(t) = 3t> — 12t + 11 < 0: la condizione f'(t) < 0 ¢ soddisfatta se

te(t_,ty), dove
_6+v36-33_ 1
== '

Si puo avere quindi F'(t) = 0 per qualche t > 0 solo se t € (t_,t4) e e v & tale da soddisfare la

condizione
fOVI+ (1)
tf'(t)

F(t) == ) =0

ty

=

v=G(t) =

per tale valore di t. Sia
m:= min G(t).
teft ty]
La funzione G(t) varia quindi nell’intervallo [m, 4+00) per ¢t € (t_,t4) e G(t) — +oo per t — t_
e per t — t;. Ne segue che per v > m esistono almeno due valori t1,t2 € [t_,¢] tali che
G(t1) = G(t2) = 0. Quindi, per v sufficientemente grande il punto P attraversa almeno due
volte ’asse . Non pud attraversarlo piu di 2 volte poiché 9(75) >0pert>2e H(t) <Opert<2
(cfr. equazione (x)), quindi #(¢) diminuisce fino ad arrivare a un valore minimo negativo (che



raggiunge per t = 2 € (t_,t4)), in corrispondenza del quale il punto P si trova nel semipiano
y < 0 per v sufficientemente grande, dopo di (¢) aumenta e, una volta che diventa positivo,
resta positivo per ogni ¢ successivo.|

ESERCIZIO 3. Le coordinate dei due punti P; e Py sono
Py = (21,51) = (21,1), Py = (22,1y2) = (2, 1),

mentre le coordinate dei due estremi e del centro di massa dell’asta sono

A =(0,0), B = (zp,yB) = (cosf,sinb), C = (z0,yc) = (COSG S1n9) |

2 72

dove € ¢ l’angolo che I’asta forma con 'asse x. In assenza dei vincoli (oltre a quello che il moto
avvenga nel piano zy), I'energia cinetica ¢ data da

M M,
T= 2 (& + 9 + a3+ 93) + 5 (88 + i) + ;0%

dove si ¢ applicato il teorema di Konig e si é tenuto conto che il momento d’inerzia di un’asta
omogenea di lunghezza £ e massa M, per rotazioni intorno a un asse passante per il suo centro
di massa e ortogonale all’asse di simmetria, & I = M¢2/12, mentre I’energia potenziale ¢ data da

k
V =mg(y1 +y2) + Mgyc + 3 ((xl —24)?+ (1 —ya)® + (21 —2B)* + (y1 — yB)®

+ (w2 —2a)* + (y2 —ya)®> + (22 — 2B)* + (y2 — yB)2>‘

Tenuto conto dei vincoli si ottiene

m .o .9 M.y Mo m, ., .4 M .
Iy = el (1:1+x2)—|——8 0 +—24c9 =5 (931+:c2)+—6 0
e
_L4g_ ki o 2 ; 2 2 2 0 0)2
W = > 81n9+2 ] + (1 —cos0)” + (1 —sin ) + x5 + (2 — cos0)” + (—1 — sinh)

M
= TgsiHG + k(m% — 21 co86 + 23 — z9 cos ),
dove si sono trascurati i termini costanti. Quindi la lagrangiana vincolata é
m M . M
L=Ty -V = > (23 + #3) + F92 — Tgsinﬁ — k(2] — 21 cos 0 + a3 — w2 cos §)

e le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange sono date da



dove oV
Vo 2kx1 — kcos#,
0$1
% = 2kxo — kcos,
6:@
oVy Mgy .
50 = 5 cosf + k(x1 + x2) sin 6.

Le configurazioni di equilibrio del sistema si ottengono richiedendo che si abbia
v _ov _ov_
81‘1_81‘1_ (99 -

ovVvero

Mg .
211 — cos =0, 2x9 — cos ) = 0, Tcose—i—k(xl—i—xg)smﬂz().

Le prime due implicano

cos 6

Tl = T2 = 9 )

che, inserita nella terza, da
M
cos 6 (29 + ksin9> =0,

che ¢é soddisfatta o se cos# = 0 (e quindi § = £7/2) o se sinf = —a, dove a := M g/2k. L’'ultima
condizione, considerando che o > 0, pud essere soddisfatta solo nel caso in cui risulti @ € (0, 1)
e individua due valori 0; = arcsin(—a«) € (—7/2,0) e 6 = —7m — 0; € (—m,—7/2). Si veda la
figura seguente per la determinazione dei due valori 01 e 6.

—7 09 01

N \

N

Se cosf = 0 si ha x1 = z9 = 0, mentre, se sinf = —a, si ha

1. &1 = x9 = cosf1/2 = (1/2)v/1 — o2 in corrispondenza di 61,
2. 11 = x9 = cosby/2 = —(1/2)v/1 — @? in corrispondenza di 6.

Si hanno in definitiva le configurazioni di equilibrio
(Ql) (1’1, r2, 9) = (07 0, 77/2)7

(Q2) (z1,72,0) =(0,0,-7/2),
(Q3) (x1,72,0) = (cosbt1/2,cos61/2,01),
(Q4) (z1,72,0) = (cosO2/2,cos62/2,02),



dove le ultime due esistono solo per a € (0,1). Per studiare la stabilita delle configurazioni di
equilibrio, si calcola la matrice hessiana: tenendo conto che

82VvV 82VV 82‘/‘/
oz =0 = ksind
O] ’ 0101 ’ 0100 St

0*Vy 92V 92V,
0x10x2 ’ ax% ’ D200 smu,

8963‘3/1 = ksin®, 8989‘0/2 = ksind, 602‘/ = —79 sin @ + k(z1 + z2) cos b,
si ottiene

2k 0 ksinf
H(.Thl‘g,e) = 0 2k ksin @

ksin€ ksinf —% sin @ + k(x1 + x2) cos 6

Quindi, si ha in corrispondenza di (Q1)

2k 0 k 2 0 1
#0,0,7/2) =0 26 &k |=k[02 1],
kk —Mg/2 11 —«
in corrispondenza di (Q2)
2k 0 —k 2 01
#(0,0,—7/2)=| 0 2% -k |=k|0 2 1],
—k —k Mg/2 1 1 «
in corrispondenza di (Q3)
2k 0 —ka 2 0 —«a
H(sin0y,sin61,60,) = 0 2k —ka =k| O 2 -«
—ka —ka (Mga/2)+k — ka? —a —a 1
e in corrispondenza di (Q4)
2k 0 ka 2 0 —«a
H(sinby,sinfy,02) = | 0 2k ko =k[ O 2 -«
ka ka (Mga/2)+ k — ka? —a —a 1

Applicando il criterio di Sylvester, poiché i minori principali di ordine 1 e 2 sono positivi a
vista, basta calcolare il determinante det #, ovvero il minore principale di ordine 3, per stabilire
se la matrice hessiana sia definita positiva (se det H > 0) e indefinita (se det H < 0).

Si ha la seguente situazione:

1. det H(0,0,7/2) = 4k3(—a — 1) = (Q1) ¢ un punto di sella,
2. det H(0,0, —7/2) = 4k3(a — 1) = (Q2) ¢ un punto di minimo se a > 1, di sella se a < 1,



3. det H(cos 0y, cos 1, cosfy) = det H(cos bz, cosby, cosfe) = 4k3(1 — a?) = (Q3) e (Q4)

sono punti di minimo quando esistono (cioé¢ per a € (0, 1)).

Mentre quindi la configurazione di equilibrio (Q1) ¢ sempre instabile, si ha una biforcazione per
quanto riguarda le configurazioni di equilibrio stabili: per a > 1, oltre a (Q1) esiste solo un’altra
configurazione di equilibrio, data da (Q2), che é stabile, e, quando « diventa minore di 1, la
configurazione di equilibrio (Q2) diventa instabile e compaiono le due nuove configurazioni di
equilibrio (Q3) e (Q4), entrambe stabili.

Per quanto riguarda la stabilita della configurazione di equilibrio (Q3), il caso &« = 1 non &
compreso nella discussione precedente. Si pud vedere che (@Q2) ¢ stabile per a = 1 ragionando
come segue. Scrivendo § = —(7/2) + ¢ e usando che

s . . .
cosf = €08 ¢ €08 —|—smgosm§ = sin ¢,

sinf = singpcosg —cosgosing = —cosy
si trova, per a =1,
% = —cosp+ o1+ x5 — (z1 + x2)sin g
= (xl — SiI;SO)Z + (xg - sir21g0)2 + <—cosg0 - %singf),

che, notando che

1 1 1
—Ccosp — Qsin2g0: 5(—2cosg0— 1+cos2g0) = —1+§(1 —cosg0)2,

sl puo riscrivere

\% 1 i 2 i 2
Ko b s (o ) (e )
Quindi Viy > —k e si ha Viy = —k se e solo se ¢ = 21 = x9 = 0. Ne segue che (z1,29,0) =

(0,0, —7/2) ¢ un punto di minimo isolato per Vy, per a = 1.
[Per calcolare la forza vincolare (R, R,) che agisce sul punto Pi, si devono considerare le

equazioni
mi| = Fy + Ry, m?jleyJFRya

dove oV
F, = _87331 = —k ((xl —x4)+ (1’1 — eTB)),
oV
Fy= =2 k(G - a) + (1 — ) — o,
Y1
che, dopo aver utilizzato i vincoli, diventano
Fx = —g;/‘/; = —k (2371 - Cose)g
F, = oV _ —k (2 —sinf) — mg.

oy =
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Si ha inoltre m#; = —2kxy + kcos@ per le equazioni di Eulero-Lagrange e mi; = 0 per le
condizioni di vincolo. In conclusione, si ottiene

R, =mi1 — F, = —2kx1 + kcosO + 2kx; — kcosf = 0,
R, =mj — Fy, = 0+ 2k — ksinf + mg.
Si noti che risulta R, = 0 consistentemente con il principio di d’Alembert, dal momento che le

forze vincolari sono ortogonali alla superficie di vincolo e quindi la forza vincolare che agisce sul
punto Pp, in quanto ortogonale alla guida, ¢ diretta nella direzione .|

ESERCIZIO 4. Le coordinate dei punti P; e P, sono

Py = (z1,11), Py = (z2,12).
La forza attrattiva tra i due punti & della forma

L — T2
F(ri—ry)=—-a—-—
(r=r2) = —ap 0 E

dove r1 = (x1,41,0), r2 = (x2,12,0) e

1 — 7ol = V(21 — 22)% + (11 — 12)?

¢ la distanza tra i due punti P; e P». Si ha

I A AN W S (TR WO )
F)=—opp \IrH(\Ir\P) Tl (arU(” ‘“) 1950 Pl

da cui si deduce che q
o P o
U :/()a :a/:_.
(p) 7 ) e 5

L’energia cinetica del sistema &
T = (@ + 91 + 35 +35)

mentre 'energia potenziale ¢ data dalla somma di pitt contributi, ovvero V' = Vg + Vigr + Ve + Vs,
dove

k
Va=z (23 +yf +23+93),

2
Var =mg (y1 + y2)
2
mw
Ver = ——— (a1 +3),

a

Vi0er =222+ (1 — y2)?
In conclusione, la lagrangiana del sistema ¢ data da £L =T — V', dove

Vare = U([lr1 = 72]l) = -

2

k mw
V=3 (2l a5 +u3) +mg (y +u2) — = (o] +23) -

\/(Il —x2)2 + (1 — y2)2'




Le equazioni di Eulero-Lagrange sono,

11

. ov , ov . ov . ov
mry = ——— mig = ——— min = ——— miio = — ——
1 8$1 ) 2 8372 ) Y1 ayl y Y2 3y2 ’
con aV
o Tr1 — T2
ory fa1 +o p>
8V 9 — X1
e pra + P
oV —
A, +mg+ay1 3y27
oy p
oV —
oV :ky2+mg+ay2 3y1’
Oy2 p

dove si ¢ usata la notazione p = /(21 — 22)% + (y1 — y2)? e si ¢ definito 8 := (k — mw?).

Le configurazioni di equilibrio sono i punti critici dell’energia potenziale. Quindi dobbiamo

imporre le condizioni
Ty — T2

Bwl + o 3 = 07
P
Ty —T
51.2 + 2 3 L= 07
P
kyy + mg + aylp—gm —0,
kys +mg + ay2p_3y1 = 0.
Assumiamo inizialmente che si abbia 8 # 0. Sommando e sottraendo le prime due equazioni,
si trova
Tl — T2
B(xl +(E2) :07 5((131—1‘2)4-205 1p3 :07 (*)
mentre, sommando e sottraendo le ultime due equazioni, si ottiene
Y1 — Y2
k(y1+y2)+2mg = 0, k(y1—y2)+2a e =0. ()
Le prime due equazioni implicano
2a
To = —x1, 221 <ﬁ + 3> =0,
p
mentre dalle ultime due si trova
2m 201
3/2:_3/1_797 2<ky1+mg+ pg,y ) =0.

L’equazione

2
2z (54—;) =0
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& soddisfatta o se z1 = 0 o se

L’ultima condizione puo essere soddisfatta solo se 8 < 0 ovvero solo se mw? > k.

Consideriamo prima il caso 1 = 0. In tal caso, si ha anche 9 = 0 e p = |y1 — yo| =
|2y1 + (2mg/k)| e 'equazione
a p—
ky, +mg + (y1p3 Y2) -0

si riduce a
2a(y1 + (mg/k)

ky1 +mg + =0,
8ly1 + (mg/k)?
che si puo riscrivere
mg o
B+ 02) (1 + ) =0,
T Alyr + (mg/ k)P
cheé soddisfatta solo se y; = —mg/k. Per tale valore di y; si ricava yo = —y; — (2mg(k) =

(mg/k) — (2mg/k) = —mg/k. D’altra parte, se 1 = 22 = 0 e y; = ya = —mg/k, si trova p = 0,
che ¢ al di fuori del dominio dell’energia potenziale.

Possiamo percio concludere che per 5 > 0 non esistono configurazioni di equilibrio. Se 8 < 0,
per avere una configurazione di equilibrio, si deve quindi imporre la condizione

La seconda equazione in (xx) diventa allora

k(y1 —y2) — B(yr —y2) =0,
che, tenendo conto che 8 # k per 8 < 0, ammette come unica soluzione y; = y». L’equazione
k(y1 + y2) + 2mg = 0, che si riscrive 2ky; + 2mg = 0, fissa allora

mg

y1:y2=y0=—?-

Le coordinate x1 e x5 sono invece determinate dalle equazioni

2av

ﬁ )

Tro = —21, P3: ’371—962\32

1
3
]a:1| = X0 = —g y
45

da cui si ottengono le due configurazioni di equilibrio

che, insieme, danno

(@) (x1,22,y1,Y2) = (z0, —0, Y0, Y0),
(QQ) (xl)x27y1)y2) = (_x07x07y07y0)'
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Resta da discutere il caso 3 = 0 (cioé k = mw?). In tal caso la prima condizione in (*)
scompare, mentre la seconda condizione da

Ir1 — 1
(w1 — 22)* + (1 — 42)?)
che & incompatibile se y; = yo e implica invece x1 = x5 se y; # yo. D’altra parte, se x1 = x2,
si ha p = |y1 — y2| e si puo procedere come nel caso 1 = zo = 0 per studiare le due equazioni

in (xx). Quindi si trova y; = ya = yo = —mg/k. Di conseguenza, anche per § = 0 non esistono
configurazioni di equilibrio.

7 =0,
2

[Per studiare la stabilita delle configurazioni di equilibrio si deve calcolare la matrice hessiana
dell’energia potenziale. Si ha

*vV 51 o 3oz — 72)? O*V 3oz — x9)?
or? p3 p° ’ 0x10Ty p° ’
o?V _ Ba(@1 — x2) (41 — y2) o?V _ 3a(xy — x2)(y1 — y2)
O0x10y1 P> ’ 0x10y2 PP ’
O*V  Bafwy — x2)? o’V 51 o 3oz — 72)?
0r20x1 0o ’ or3 p3 p° ’
0*V _ 3a(ry — x2)(y1 — y2) 0*V _ 3oz —22) (Y1 — y2)
0x20Yy1 p° ’ 01202 PP ’
o?V _ Ba(@1 — x2) (41 — y2) o?V _ Ba(xy — x2)(y1 — y2)
0y10x1 PP ’ 0y10x2 PP ’
>V _, I ¢ y2)? 0’V _ 3a(yr —y2)?
Ay} P o Oyidys P
o*V _ 3oz — 22)(y1 — y2) O*V __Ba(zr —x2) (1 — 42)
0y2011 P5 ’ 0Yy20x2 P5 ’
O*V  3Ba(yr — y2)? *vV P 3a(yr — y2)?
dy20y1 P ’ dy3 p3 P '
Ovviamente le derivate miste sono uguali — come implica il teorema di Schwarz. In corrispondenza
delle configurazioni di equilibrio (@Q1) e (Q2) si ha 9 = —z1, dove z1 = £z, € y1 = y2 = o, da
cui segue che p = 2|zg|. La matrice hessiana, calcolata in (Q1) o in (Q2), & quindi data da
B Qafpy)  (o/rp) 0 0
_ | GBa/py) B (2a/pp) 0 0
H(:I:x07:|:x07y07y0) - 0 0 k—|— (a/pg) 0 P
0 0 0 k+ (a/pd)
dove yo = —mg/k e po = |2z¢|. Dal momento che il minore principale di ordine 1 & negativo, le

configurazione di equilibrio (Q1) e (Q2), quando esistono (cioé per 8 < 0), sono instabili.]
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Esgrcizio 5. Il dominio della trasformazione di coordinate é R?. La seconda equazione, notando

che

(1+4*)%* _ Q?
(1+2¢%)? ’

sl puo riscrivere
P = Q*—2¢+arctang.

Richiedendo che si abbia

oF

P=——
oQ

si trova
2 Q°
F(.Q) =~ [ (@~ 24+ arctanq) dQ = % + 20Q - Qarctang + c1(g),
dove ¢1(q) ¢ al momento una funzione arbitraria della sola variabile gq.

D’altra parte, dalla prima equazione si ottiene

_ 1+ 242
C14¢?

Q,

cosi che, richiedendo che si abbia

p:(?iq’

1+ 2¢° 2 + 242 1
F(q,Q)—Q/ 1+q2dq—Q</ 1+quq—/Hquq
1
=2Q [ dg— —d

Q/ q Q/1+q2 q

=2Qq — Qarctanq + CQ(Q)7

si trova

dove ¢2(@) ¢ una funzione arbitraria di Q. In conclusione, scegliendo

Q3

Cl(Q) = 07 CZ(Q) = _?a
si trova
_ @
F(q,Q) = ry + 2¢Q — Q arctan q.
Data la lagrangiana
L 1(1+2¢%)%, 1
L(q,q) = *MQQ + ¢ — - arctang,

2 (1+¢?)? 2



posto
p_%_(1+2q2)2q g (1+q2)2p
¢ (1+¢*)? (1+2¢%)%"
si trova
. 1(1+2¢%)?2 , 1 1 (14+¢%)?% , 1
H(q,p) =pd — (5 —bond® +q— sarctang | = =~ ~Jop? — g+ - arctang.
(¢,p) =pd <2 (1+q2)2q +q 5 arctang 2(1+2q2)2p q+2arcanq

In termini delle nuove coordinate (Q, P), si trova quindi

1/ (1+4%? P
K(Q,P):2<(1+2q2)2p2—2q+arctanq 25

Le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange sono
.1 )
= — P e 0’
Q=3

che si integrano immediatamente e danno

Le condizioni iniziali danno

p(0) =

120082 ) _ ),

(1+ (¢(0))%)2

da cui si ricavano le condizioni iniziali

La soluzione delle equazioni di Hamilton, in termini delle variabili (Q.P), ¢ quindi data da
t
Qt)=1+ X P(t) =1.

[Dalla () si ottiene
Q% — P = 2¢ — arctang.

Poiché 9
t
Q*—-P= (1 + 2> — 1 =2¢(t) — arctangq(t),
ovvero
2
Vil t + arctan q(t) = 2q(t),

dove |arctan ¢(t)| < m/2 per ogni t € R. Si ha quindi

2t T
<q(t) - g"‘i Sz-

IS
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Ne segue che
_oqt) _
A 2g =

ovvero ¢(t) si comporta asintoticamente come t?/8 per t — 400.|
[Per calcolare le parentesi di Poisson, pud essere conveniente scrivere
(L+¢°)p 2
=" P = -2 arctangq.
Q 1122 Q q+ q

Si ha quindi

dQOP 0QOP 0Q0Q* 0Q [0Q? 1
P = —— - = — ¥ ¥  — — _ 2
{@. P} dg Op Op Oq Oq Op  Op < dq + 1+ ¢?
1

20Q0Q 0Q <2Q%Cj_2+ 1+q2>

—0—=-=_ ==
Q@q@p op

~0Q 5 1 (1442 242¢° -1\ 1442 1+2q2_1

~ Op 1+¢2) \1+42¢? 1+¢ ) 1+42¢% 1+¢>

mentre le relazioni {Q,Q} = {P, P} = 0 sono banalmente soddisfatte essendo le parentesi di

Poisson antisimmetriche.]




