FM210 - Meccanica Analitica
Anno Accademico 2024/2025

Quarto appello - Soluzioni (19-01-2026)

EsErci1zio 1. La funzione
V(z) = log(4 + z*) — log ‘1 + oz:z;2| = log(4 + z*) — log(1 + az?), a >0,

¢ definita per ogni z € R. Inoltre V(z) & pari in x, quindi & sufficiente studiarla in [0, 400).
Tenendo conto che
4+ g 2 (1 + 43;_4) | x? (1 + 4x_4)

V() = log(d ) ~log(1 +aa®) =log 70y = log gy =le — m o

si ha

lim V(z)= lim logz? = +oc.
r—+00 r—+00

La derivata di V(x) ¢

423 200 423(1+4 az?) — 20x(4+2%)  202° + 42° — Baw

V'(z)

T A1t 1tax? (4+ 2D (1 + az?) (4+2H(1 + az?)’
da cui segue che V'(z) = 0 se e solo se
2ax° + 423 — S8ax = 2z (oz:n4 + 222 — 4a) =0.

Dal momento che si ha az? + 222 — 40 = 0 se e solo se

g —l+V1+4a? s —1—+1440?
e = oppure x° = )
« «

dove la seconda radice va scartata in quanto x? non pud essere negativo, ne concludiamo che i
punti critici di V(z) sono

vV1+402 -1
x =0, T = —xg, r=ux9, dove x9g={—"—"7-—"-——"7.
Q

Osservando che si ha ax?4-222—4a > 0se ¢ > g oppure & < —xg, mentre si ha az*+2x2—4a < 0
se —xg < x < xg, concludiamo che

1. V() >0se x>0 e x>x¢ (= x>x0) oppure £<0 e —x¢g <z <z0 (= —20<2<0),

2. VI(z) <0sex<0ex<—xy (= x<—x0) oppure x>0 e —xg<x <z (= 0<x<20),
cosi che V() & crescente in (—xzg, 0) U (xg, +00) e decrescente in (—z,0) U (0,x0): ne segue che

x = 0 & un punto di massimo relativo, mentre +xy sono punti di minimo relativo (e quindi di
minimo assoluto, tenendo conto dell’andamento per x — +00).



Calcolando la derivata seconda, si trova

42?12 -2) 20(1 - az?)  42?(12 — o) (1 + az?)? — 2a(1 — az?)(4 + z*)?

1" _ _
V@) = a5~ Ut a2 A+ 2M)2(1 + az?)?
320 — (48 + 32a%)z? — 80az? + (4 — 64a?)2® + 10a2® + 202210
- (44 z4)2(1 4+ ax?)? ’

e dal fatto che ci sono due cambi di segno si deduce che i punti di flesso per x > 0 sono o 2
o 0. D’altra parte, poiché V(z) ha un massimo in z = 0, ha un minimo in & = zy e diverge
logaritmicamente per x — +00, e quindi é concava intorno a x = 0, convessa intorno a x = xg
e di nuovo concava per x sufficientemente grande, la sua derivata seconda cambia segno almeno
due volte per > 0. Ne segue che i punti di fesso sono due per x > 0 (e quindi quattro in R,
per parita). In particolare i punti di flesso non possono coincidere con i punti critici, cosi che si
deve avere V" (£x9) # 0 e V”(0) # 0. Due punti di flesso sono compresi tra —zp e 0 ¢ tra 0 e
g, mentre gli altri due sono uno maggiore di xg e ’altro minore di —xy. Per x = 0 si puo anche
verificare per calcolo esplicito che
32«

V"(0) = 16 = —2a < 0. (%)

Il grafico di V(x), per a > 0, & rappresentato nella figura seguente.

Per studiare le curve di livello

re = {(e) € R 302+ V(o) ),

si vede dal grafico dell’energia potenziale che

1. T'g é definita se e solo se E > Ey = min{V(z) : x € R} = V(x9);

2. T'g, consiste nei soli punti di equilibrio P} = (z¢,0) e P» = (—x0,0), che sono stabili per il
teorema di Lagrange-Dirichlet, essendo +x¢ punti di minimo isolati per ’energia potenziale
V(z);

3. per ogni valore E € (Ep, Ey), dove E; = V(0), la curva di livello I'g ¢ formata da due
componenti connesse ’yJEr e Vg, clascuna delle quali consiste in un’orbita chiusa, la prima

nel semipiano z > 0 e la seconda nel semipiano x < 0, che ¢ il supporto di una traiettoria
periodica;



4. I'g, contiene, oltre al punto di equilibrio Py = (0,0) due orbite omocline, asintotiche al
punto Py per t — +o0;

5. per ogni valore £ > Fp, a curva di livello I'g consiste in un’unica orbita chiusa che é
percorsa da una traiettoria periodica.

Alcune orbite del sistema — inclusi i punti di equilibrio — sono rappresentate nella figura
seguente. Per determinare di verso di percorrenza delle orbite si tiene conto che & = y, cosi che
x = x(t) & crescente per y > 0 e decrescente per y < 0: il moto avviene da sinistra a destra
nel semipiano y > 0 e da destra a sinistra nel semipiano y < 0). Si ¢é inoltre tenuto conto
che V”(0) # 0 (cfr. la formula (%)), cosi che la curva di livello I', attraversa Py con tangente
obliqua.

70
%

[Per v = 0 si ha

_ 423

T

La funzione V(x) ¢é definita in R, ha un minimo isolato in = = 0, é crescente per x > 0 e
decrescente per z < 0, e tende a 400 logaritmicamente per z — +oo. Il grafico di V(x) & data
dalla figura seguente.

V(z) =log(4 + a:4), V'(z)

Per quanto riguarda le orbite, si ha la situazione descritta nella figure seguente. In particolare
si vede che tutte le orbite sono chiuse e sono percorse da traiettorie periodiche.



Infine, se a < 0, il dominio di V(z) ¢ dato da R\ {£x;}, dove

r1=+—1/a.
Si hanno quindi due asintoti verticali in x = —x1 e x = x1, tali che

lim V(z) = lim V(z)=4oc.

La derivata prima ha stessa espressione del caso a > 0, ovvero

V() 202° + 423 — 8ax  2x(azt + 227 — 4a)
€Tr) = = y
(44 24)(1 + ax?) 4+ z4)(1 + ax?)

e si discute ragionando come nel caso a > 0, con la differenza che ora 1 4+ az? non ha segno
definito: si ha 1+ ax? > 0 per |2| < z1. Tenendo conto che, per a < 0, si ha az? + 22? —4a = 0

se e solo se
9 V1i+4a? +1

2
r = 332 - “a 5
e che quindi risulta az? 4+ 222 — 4a = 0 se e solo se © = £z, mentre si ha az* + 222 — 4a > 0
se e solo se —x9 < x < T3, con

V14+4a? +1
Tro = —_—nmm
2 —a )
si vede che V'(z) > 0 se

L.x>0,|z| <z, |z| <22 = 0< 2 < 21,

2. x>0, x| >, |z| > 20 = 2> 2,

3. £ <0, |z| <z, || > x9 = impossibile,

4. <0, |z| >z, |2| < xg = —w2 <z < —x7.

Oppure, pit semplicemente, notando che si ha 9 > 1 e che V(z) diverge sia per x — +o0 sia

per x — xf, si vede immediatamente che il punto critico x5 € a destra dell’asintoto verticale ed &

pertanto un punto di minimo. Inoltre, per paritd, anche —x9 ¢ un punto di minimo. Che anche



x = 0 sia un punto di minimo per « < 0 si deduce immediatamente o dal fatto che V”(0) > 0
per a < 0 (cfr. la formula (x)) o, equivalentemente, dal fatto che x = 0 ¢ 'unico punto critico
nell'intervallo (—z1,21) e V(z) — 400 per & — +x;. Il grafico di V' (z) ¢ quindi dato dalla figura
seguente.

Le orbite si discutono in modo analogo a quanto visto nel caso @ > 0. Per a < 0 si trova la
situazione illustrata nella figura seguente. Tutte le orbite sono chiuse e limitate: tutti i moti che
non siano i punti di equilibrio sono periodici.

In conclusione, per a < 0, oltre alle configurazioni di equilibrio (tutte stabili, perché cor-
rispondenti a punti di minimo isolati per I’energia potenziale, si hanno orbite chiuse, percorse
quindi da orbite periodiche. Non ci sono quindi traiettorie asintotiche per o < 0.]

ESERCIZIO 2. Se g e Q sono le coordinate di un punto nel sistema di riferimento fisso k£ e nel
sistema di riferimento mobile K, rispettivamente, si ha

q=DBQ+r,
dove
cosf(t) —sinf(t) 0 .
B = |sinf(t) cosf(t) 0], 0(t) = 1 sint,
0 0 1



sin 0(t)
r=r(t) = ( cos O(t)) .
0

Scrivendo ¢ = (z,y,2) e Q = (§,1,(), dove x = z(t) = sinwt, y = y(t) = —coswt e z = z(t) = 0,

si trova
13 cosf(t) sinf(t) 0 sinwt — sin 6(t)
Q=|[n|=BT(q—7r)=|—sinb(t) cosf(t) 0 —coswt + cosO(t) |,
¢ 0 0 1 0

da cul ricava

= cosO(t) sinwt — cos §(t) sin §(t) — sin O(t) cos wt + sin O(t) cos O(t)
= cosO(t) sinwt — sin §(t) coswt
—sin(0(t) — wt),
n = —sin@(t)sinwt + sin? §(t) — cos O(t) cos wt + cos? O(t)
=1 —cosf(t) coswt — sin O(t) sin wt
=1—cos(0(t) — wt).
¢=0,

Si veda la figura seguente.

Possiamo scrivere

13 —sin(0(t) — wt) . 3 —cos(0(t) — wt) (G(t) —w)
Q=1|n|=[1-cos(0(t) —wt) = Q= |[n]=| sin@() —wt) o) —w |,
¢ 0 ¢ 0

dove

o(t) = %cost.



La velocita assoluta & data da
T w cos wt
v=qg=|y| =|wsnwt].
z 0

. cosf(t) —sinf(t) 0 —cos(0(t) — wt)(é(t) —w)
v/ = BQ = | sinf(t) cosf(t) 0 sin(0(t) — wt)(0(t) — w)
1

La velocita relativa é

0 0 0

—(cos 6(t) cos(6(t) — wt) + sinO(t) sin(6(t) — wt)) (9(75) —w)
= | —(sin6(t) cos(A(t) — wt) — cosb(t) sin(A(t) — wt))(H(t) — w)
0

— coswt(A(t) — w) — coswt O(t) w cos wt
= | —sinwt(6(t) w)) = (sinwté(t)) + (wsinwt) ,
0 0

dove si & tenuto conto che

cosf(t) cos(6(t) — wt) + sin O(t) sin(A(t) — wt)) = cos(A(t) — ((t) — wt)),
sinf(t) cos(6(t) — wt) — cos B(t) sin(6(t) — wt)) = sin(6(¢) — (8(t) — wt)).

La componente traslatoria della velocita di trascinamento &

cos B(t) 6(t)
vo=7=|sinf(t)0(t) |,
0
mentre la componente rotatoria della velocita di trascinamento vy =w A (g —r) é
e ey e; o(t) (coswt — cos6(t))
vr = det 0 0 0(t) | = | 0(t)(sinwt —sinf(t)) | -
sinwt —sinf(t) —coswt +cosB(t) 0 0

Si verifica immediatamente che v = v’ 4+ vg + vy (in pratica, vy si pud calcolare, una volta
ottenute v, v’ e vy, come vy = v — V' — vy).

La distanza d((t) di P dall’origine del sistema di riferimento mobile ¢ tale che

P(t) = & + 17 = (sin(0(t) — wt))” + (1 — cos(0(t) — wt))® = 2(1 — cos(B(t) — wt)),

dove
0<1-cos(0(t) —wt) <2,

quindi il valore massimo di d(t) al variare di ¢ ¢ dato da d(t) = 2 ed ¢ raggiunto per ¢ tale che
0(t) — wt = m,3m,5m, .. ..



[Dalla discussione precedente segue che si ha d(t) = 2 per t € Ry se e solo se
H(t)—wt:%sint—wt:(2k+1)7r, ke NN,
ovvero se t é tale che la retta y = wt interseca una delle curve
@k+Dw—%$nm keZ.
Quindi il primo istante ¢ty > 0 in cui si do(tg) = 2 ¢ il tempo t( tale che 7 — (7/4) sinty = wty.

Disegnando la retta e le prime curve si ottiene la figura seguente.

v__,/’_\

v/”_\

Si vede quindi graficamente che, per w > 0, tale ¢y esiste ed ¢ univocamente determinato.|

[La forza di Corolis che agisce sul punto P ¢ data da

—2mQAQ = —2m(0(t) — w) det 01 02 0(?)
—cos(f(t) —wt) sin(0(t) — wt)

0(t) sin( — wt)
O(t) cos(0 —wt)) ;

mentre

—mQAQAQ = —mb(t) det 0 o(t)

1 — cos( —wt)) —sin(6(t) — wt) 0

oo [
( .

_ cos(f(t) —wt) — 1
=mb*(t) | sin(6(t) — wt))
0

¢ la forza centrifuga.|




ESERCIZIO 3. Le coordinate dei tre punti Py, P e P3 sono

Py = (z1,91) = (71,€™), Py = (z2,y2) = (22,0), P3 = (x3,y3) = (0,7).

In assenza dei vincoli (oltre a quello che il moto avvenga nel piano xy), ’energia cinetica ¢
m .9 .9 .9 .9 ) )
T = E ($1+y1 +$2+y2+x3+y3),
mentre I'energia potenziale é

k
V=mg(y1 +y2+y3) + 5 <($1 —22)? + (y1 — y2)® + (x1 — 23)* + (1 — y3)2>-

Tenuto conto dei vincoli si ottiene

m
Ty = 5 (af + €7 + i + )
¢ k
W =mg(y + ™ 5(»”61—562 +€2m1+$%+(6x1—y)2)
k

g(y + e** +—( 23— 2$1x2+262x1+y2—2e$1y).

\)

Quindi la lagrangiana vincolata ¢

L=Ty—W =

M\S

( 2x1x1+x2+y)
k
2

—mg(y +e™) — 5 (227 + 25 — 2139 + 26*7 + 3 — 2e"1y)

e le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange sono date da

. . oWy . Wy . oWy
m(E(L+ )+ 2E) =~ mbr =G M=
dove P
a—v =mge™ + k(2z1 — 3o + 26> — ye™),
1
A%
8;2/ k(.’L‘Q - 1‘1),
A%
Tyv = mg—i—k:(y—exl).

Le configurazioni di equilibrio del sistema si ottengono richiedendo che si abbia

ov oV v

A A A/}
oxr1 Oy oy
OVVero

201 — 1o + 2621 — ye™ + ae™ =0, To = T1, y=e"!
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dove si & posto
_mg

=
Sostituendo le ultime due equazioni nella prima si ottiene

z1 + €2 + 2ae” = 0.

L’ultima equazione ammette una sola radice in R, come si pud mostrare graficamente. Infatti,
riscrivendo ’equazione nella forma

f(z) = ¥ + 20e® = —zq,

si vede che la funzione f(x)
1. ¢ definita per ogni z € R;
2. ¢ crescente poiché f/(x) = 2e**1 + 2ae® > 0 (poiché si ha a > 0);
3. tende a 400 per x — 400;
4. tende a 07 per x — —oo.

Quindi i grafici delle due funzioni f(x) e g(x) = —z si intersecano in un unico punto zp < 0,
come illustrato nella figura seguente.

Esiste percio un unico valore xq tale che 1 + e +2ae® = 0 per z1 = zg. In corrispondenza
di tale valore si trova anche

T2 = X1 = Zo, y=yo=¢e" —a.
Pertanto esiste un’unica configurazione di equilibrio, data da
Q = (‘T()a Zo, yO)

Per studiarne la stabilita si calcola matrice hessiana. Si ha

OV ) 9 I*Viy, *Vy,
TV mge™ + k(2 + 4625 — yet — —k = ke
Ox? mge™ + k(2 + de yer), 0210229 " 010y €5
PV PV W
Or10xy ' 0x3 7 Omady
2 2 2
0“Vy e 0*Vy, ~0 0“Vy, e

OyOxy T Oydxrs | Oy?
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Quindi, la matrice hessiana é data, in corrispondenza della configurazione @), da

kA  —k —kB
H=| -k & o |,
kB 0 k&

dove A = 2ae™ + 2 + 3e%*0 ¢ B = ¢%. Applicando il criterio di Sylvester, si calcolano i minori
di ordine 1, 2 e 3 dati da

My = kA, My=Fk(A—-1), Ms=detH =kA(K*) + k(-k?) — kB(k*B) = k*(A — 1 — B?).
Poiché risulta
My = k(20€®™ + 2 + 3e220), My = k(2ae™ + 1+ 3e%™), Mz = k(20 + 1 + 2¢2%0),

ne concludiamo che @) € un punto di minimo per Vy, e quindi, per il teorema di Dirichlet-Lagrange,
una configurazione di equilibrio stabile per il sistema.

[Per calcolare la forza vincolare R che agisce sul punto P, riprendiamo 'espressione dell’enegia
potenziale non vincolata V' e calcoliamo le due componenti della forza attiva che agisce su P,

oV
:—k(x1—332+$1—.1‘3), fél): Z—mg—k(yl—y2+y1—y3),

m__ 9V v
oy

r 8$1
che, in corrispondenza del vincolo, diventano

ov
av o (1) —
fa Dy

—k:(2:r1 — xg), fy’ = a—yl = —mg — k‘(2€x1 — y)

La forza vincolare R ha componenti RS) e Rg,l) tali che
it = S04 D, i = 10+ R
dove m si ricava dall’equazione di Eulero-Lagrange

m(E1 (14 ™) +2e277) = —(mge™ + k(221 — 22 + 26* — ye™)),
d2

miji = m—e” = m— (e"i1) = me”™ (i1 + x%)

dt? dt
Si trova quindi che
Rg(gl) = mii — fggl) =(1+ eQxl)_l(—Qme%ljU% — mge*t — k:(?:vl — 2o + 2271 — ye“))
+mg + k(221 — 22),
B = s — 40 = (14 e2)) (Dt g — K (2as — + 265 )

+ me® it + mg + k:(Ze%1 — y)

sono le due componenti della forza vincolare che agisce sul punto P;.]
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ESERCIZIO 4. Le coordinate dei due punti P; e Py sono
Pl = (:L‘l,yl) = ('Il’ 1)7 P2 = (5327112) = ($270)a

mentre le coordinate dei due estremi e del centro di massa dell’asta sono

A=(0,y), B = (zp,yp) = (sinf,y — cosb), C = (zc,yc) = (

sin 0 cos
2 ) y 2 M

dove 6 ¢ I'angolo che 'asta forma con 'asse y discendente. Si veda la figura seguente.

A

In assenza dei vincoli (oltre a quello che il moto avvenga nel piano zy), I'energia cinetica é
m . . . . M. . M .
T=73 (21 + 9% + 43 + 93) +5 (2% + 9&) + QQQ,
dove si ¢ applicato il teorema di Konig e si é tenuto conto che il momento d’inerzia di un’asta

omogenea di lunghezza ¢ e massa M, per rotazioni intorno a un asse passante per il suo centro
di massa e ortogonale all’asse di simmetria, ¢ I = M¢?/12, mentre I’energia potenziale é

k
V =mg (y1 +y2) + Mgyc + 3 ((xl —22)* + (1 — ¥2)°

(21— ap) + (1 —yp)? + (w2 = 28) + (12 — yp)? + +@2 — 2a)? + (2 — ya)?).

Tenuto conto dei vincoli e del fatto che

g _(3089 _,+Hsin¢9
a\Y T2 )TV T T

si ottiene

cos 6 k
N

+ (21 —sin0)? + (1 — y + cos 0)* + (zo — sin0)* + (y — cos0)* + a3 + y2>

cos 0
2

:Mg(y— )+k(m%+w%—xlzvg—xlsin9—$281n9+y2—y—2ycos€) + ...,
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dove si sono trascurati i termini costanti. Quindi la lagrangiana vincolata é

£=Tv—Vv=§($f+w§)+g92+

M .
7;)2 + 7@9 sin 6

cosf
2

3 3
—Mg(y— ) —l{:(x%+§a}% — T129 —:Ulsinﬂ—asgsine—i—in —y—I—cosG—chosH)

e le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange sono date da

mx ——aﬂ
! ox1
mx ——aﬂ
2 0x9
M, . . 12 Vv
?(2y+981n9+0 cos@) :—Ty,
M. M, . iy oVy
§9+?(ysm9—|—y9c050):—ma
dove V.
aisc‘l/zk(ml—@—sine),
a@‘;‘;:k(3x2—x1—sin9),
aa‘;v:Mg+k(3y—1—2(:ose)
M
aavg/:2‘gsin0—|—k(—$10089—$QCOSG_Sin6+2ySin9)'

Le configurazioni di equilibrio del sistema si ottengono richiedendo che si abbia
oV _oV _oV _ov _
ory Oxy Oy 00
ovvero

2x1 — 19 —sinf = 0, 3xg — 1 —sinf =0,

M M
3y—1—20080+Tg:0, <2—kg+2y—1>sin6—(w1+x2)6089:0.

Le prime due equazioni implicano

3
T = 3 sin 6, Ty = R sin 6,
che, inserita nella quarta, da
M 7
<Tl§g +2y—1-— 5cos€> sinf = 0,

che ¢ soddisfatta o se sinf = 0 (e quindi # = 0 oppure § = 7) o se

5/ Mg
—2(29 4o —1).
cosf 7<2k+ Y
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Si ha quindi una configurazione di equilibrio per § = 7, in corrispondenza della quale si ha

1 2 Mg 1 Mg
T1=r2=0 Y=y =g geosto 37 3k

Per discutere la stabilita della configurazione di equilibrio
(3717 xr2,Y, 9) = (0’ O’ Yo, 7T)

si deve calcolare la matrice hessiana H, tenendo conto che

02Vi, 82Vi, 82Vi, 82Vi,
022 ' 97101 C ooy - 91,00 o8t
2 2 2 2
o Vy = —k, w: , Vv =0, Vv = —kcosb,
02102 03 Ox90y 02200
02V, 02V, 92Vy, 0*Vy,
Byor; " agamy O @ N Bay00 SR
02Vi, 82Vi, 02Vi,
9001, O 5002, 3% Boay S,
02Vi,

M
o = 79 cos @ + k(x1 + xo)sinf + k(2y — 1) cos .

In corrispondenza della configurazione di equilibrio trovata, la matrice hessiana H é data da

2k -k 0 k
-k 3k 0 k
H= 0 0 3kt 0]’
k k0 kb
dove

Mg Mg 2 2Mg Mg 5 2Mg 5 Mg
b=——"2— (2yg—1 :———<—f———1>:—— - — = -+ —,
o~ (2w —1) =~y 37 3k 2% 37 3k 37 6k

Applicando il criterio di Sylvester, poiché i minori principali di ordine 1, 2 e 3 sono positivi a
vista, basta calcolare il determinante det #, ovvero il minore principale di ordine 3, per stabilire
se la matrice hessiana sia definita positiva (se risulta det’H > 0) e indefinita (se risulta invece
det H < 0); qualora si trovasse det H = 0 non si potrebbe concludere nulla.

Si trova
det H = 2k (3k(3k%D) + k(—3k?)) + k(—k(3k*b) + k(—3k?)) — k(—k(—3k*) — 3k(—3k?))

=k*(180—6 —3b— 3 — 3 —9) = k*(15b — 21)
5 Mg Mg Mg
—k(15(2+ ) o) =25+ L —2=ay L
37 Gk ok ok
Dal momento che anche il determinante det Ha ¢ positivo, poiché Mg/6k > 0, concludiamo che
la configurazione di equilibrio corrisponde a un minimo isolato dell’energia potenziale, per il
teorema di Lagrange-Dirichlet essa costituisce una configurazione di equilibrio stabile.



[In generale, per trovare tutte le configurazioni di equilibrio, distinguiamo i seguenti casi:

1l.se@=0sihaxy =x9=0ey=ai, dove

1 Mg
a1 = _
1 3]{37
2. se ) =7 sihazi =x9=0¢y=as dove
1 Mg
ay = —— — ——
>T 73 3k

che corrisponde alla configurazione gia discussa,
3. se cos = (5/7)((Mg/2k) + 2y — 1), si trovano due condizioni, date da

Mg 5 /Mg
—1—2cosf+ =9 —, 9:f<— 2 —1),
3y cos 0 + B 0 cos 7\ 2 + 2y

che legano tra loro le coordinate y e 6. Esprimendo y in funzione di 6, si ottiene

1 2 Mg 7 Mg 1
i fesg M9 g9
Y=g hgestm g =gl Ty

che fornisce un’equazione chiusa per 6, data da

1 Mg 1 o Mg
%COSQ— 28 " 6 = cosf=a= 5(2k: —I—l).

In conclusione, se |a] > 1 si hanno le due configurazioni

Ql = (0707a170)7
QZ = (070> a2,7r),

mentre, se |a| < 1, oltre alle due configurazioni precedenti, si hanno anche

4 3
Qg = <5 sin 90, 5 sin 90, as, 90),

4 3
Q4= <_§ sin 6, 5 sin 0o, as, _90>’

dove

1 M M
0y = arccosa € (0, ), a3:§<1+200s00—7‘q):—(279—1—3).
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Per studiare la stabilitd delle configurazioni di equilibrio, si considera la matrice hessiana,

che ¢ data in corrispondenza della configurazione @)1, da

2% —k 0 —k
“k 3k 0 —k
Hi=1t o o 3t 0|

-k -k 0 kb
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in corrispondenza della configurazione ()2 (gia discussa), da

2k -k 0 kK
-k 3k 0 k
0 0 3k 0|’
E k0 kb

Ho =

in corrispondenza della configurazione @3, da

2k -k 0 —kc
—k 3k 0 —kc

0 0 3k 2ks
—kc —kc 2ks kbs

Hz =

e, in corrispondenza della configurazione )1, da

2k —k 0 —kc
“k 3 0  —kec
e 0 3k —2ks |’

—kec —kc —2ks kby

dove si € abbreviato per semplicita ¢ = cosfy e s = sinf e si ¢ definito

My B Mg
Mg 5 Mg
2= Ty e 37 6k
M 7
by = 5, cos by + = sin® by + (2a5 — 1) cos o,
M 7
by = 2—]5 cos tp + 5 sin” 6y + (2a3 — 1) cos .

Applicando il criterio di Sylvester, di nuovo si vede immediatamente che i minori principali
di ordine 1, 2 e 3 sono positivi, quindi basta calcolare il determinante det H. Si trova

det Hy = k*(15b; — 21),
det Ho = k* (1503 — 21),
det Hz = k* (15b3 — 20 — cos® ),
det Hy = k:4(15b4 — 20 — cos? 90).

Definiamo v
g
= — = — 1
b=~ = a=-5(8+1),
cosl che
1 1 6 4
—1<a<1<:>—1<—5(B+1)<1<:>—g<ﬁ+1<g<:>—g<ﬁ<—g.
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La configurazione ()1 é stabile se

6
15b1—21:15<1—§> —21>0<:>—6—5ﬁ>0<:>ﬁ<—5,
mentre la configurazione Q2 é stabile se
5 4
15b2—21:15<3+§> —21>0<:>4+55>0<:>B>—5.

Infine le configurazioni Q3 e @4, essendo simmetriche, sono entrambe stabili se
1563 — 20 — cos? 6 = 15( B + g(l ~a?) + (-2(48+3) — 1)a) — 20 - o?
- 15(—55(6 T+ %(1 —25(82 + 28+ 1))
—5(-88-7)(B+ 1)) — 20— 25(8% + 28 +1)
- 15(—552 — 58+ g — 8547 — 708 — 35+ 408% + 753 + 35)
—20 — 254% — 508 — 25

= 15% — 45— 258% — 508 = —24 — 508 — 253% > 0,

Oovvero se

2567 + 5083 + 24 < 0.
Dal momento che gli zeri del polinomio 2532 + 508 + 24 sono

—254++/25-25—-25-24 —-25+5 1
5 = \/ = et —1 :l: =,
25 25 5
si ha che la disequazione 2532 + 508 + 24 < 0 ¢ verificata se e solo se
6 1 2 4
——=-1-=-x< —“1+-=—-.
5 5 p<—l+ 5 5

Quindi, per i valori del parametro 8 per cui esistono, le due configurazioni di equilibrio Q3 e Q4
sono entrambe stabili.

Per f = —4/5 si ha o = —1 ovvero § = 7, mentre per 5 = —6/5 si ha a« = 1 ovvero 6 = 0.

Ne concludiamo che, al variare di g si ha la seguente situazione:

1. per f < —6/5 esistono due configurazioni di equilibrio, Q1 e Q2, di cui Q1 ¢é stabile e Q2 &
instabile;

2. per 5 € (—6/5,4/5), la configurazione )1 diventa instabile e configurazione @3 resta in-
stabile, ma da @i biforcano, in corrispondenza del valore 5 = —6/5, due configurazioni
stabili, che rimangono fino al valore f = —4/5, dove collassano nella configurazione Q2;

3. per B > —4/5, scomparse le due configurazioni Q3 e Q4, la configurazione @)1 resta instabile,
mentre la configurazione (2 diventa stabile.

Si noti che, dal punto di vista fisico, il parametro § ¢ positivo, quindi si ha sempre 5 > —4/5.
Ne segue che, di fatto, esistono solo le due configurazioni di equilibrio Q1 e @2, la prima stabile
e instabile la seconda.|
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ESERCIZIO 5. 11 dominio della trasformazione di coordinate & {(q,p) € R? : p > 0}.
Per trovare una funzione generatrice di seconda specie F'(g, P), procediamo come segue. La
seconda equazione si puo riscrivere
e‘q2p

(Prae?)’ =155 = p=(+20)e" (P+qe)"

Richiedendo che si abbia p = 0F/0q, si ottiene
F(q,P) = /(1 +2¢%)e? (P + ge?) g,
che, con la sostituzione
t=P+ qeq2 = dt= (eq2 + Qquqz)dq =7 (1+ 2q2)dq,
da
t3 1

F(q,P) = /tzdt =g talP) =3

dove ¢1(P) ¢ al momento una funzione arbitraria della sola variabile P. Dalla prima equazione

(P + qeq2)3 +c1(P),

si ottiene invece

Q=(P+qe)’,

cosi che, richiedendo che si abbia Q = 0F /0P, con la sostituzione
t:Pqueq2 = dt=dP,

si ottiene 1

5(P+ae”)” + cala),

F(q,P) = /(P +qe”)?dP =
dove c2(q) € una funzione arbitraria di ¢. In conclusione, scegliendo
c1(P) = c2(q) = 0,
si trova la funzione generatrice

_ !

3 (P+ qeq2)3.

F(q, P)

Data la lagrangiana £(q,q) = (1 + 2q2)2e2q2q2, posto

oL 2 P
p 86] ( q ) q q 2(1 + 2(]2)262‘12
si trova
pz pz p2 672(12

H(q,p) = pg — (1+2¢°)%e*" ¢ = - = '
(¢,p) =pd — (L+2¢7)°e™ 4 21+ 2¢2)22°  4(1 + 2¢2)22°  4(1 + 2¢)2



19

In termini delle nuove coordinate (@, P), ’hamiltoniana diventa

Le corrispondenti equazioni di Hamilton sono

=0 pP=——
Q ) 2 )
che si integrano immediatamente e danno
Q0
A =00, P =ro- A%

Le condizioni iniziali (¢(0),4(0)) = (0,1) danno
p(0) = 2(1 + 29(0)*)*¢*7(0) = 2,
da cui si ricavano le condizioni iniziali
Q) =p0) =2, P(0)=+/p(0) = V2.
La soluzione delle equazioni di Hamilton, in termini delle variabili (@, P), ¢ quindi data da
Qit)=2, Plt)=v2-t
[Poiché Q(t) = 2 per ogni t per cui la soluzione ¢é definita, dalla definizione di @ si ottiene
"1+ 24 (1)) = p(0),
mentre le definizione di P implica che
qt)e’ D = \/Qt) — P(t) = V2 — V2 +t =t.

La funzione f(q) = ge?"

1. & definita per ogni ¢,
2. & crescente in g,

3. tende a +o00 per g che tende a +oc.

Quindi per ogni ¢ esiste un unico ¢(t) tale che f(q(t)) = t. Ne segue che la soluzione ¢(t) ¢
definita per ogni t € R e dal fatto che

Jim  f(g(t)) = +oo,
si conclude che
lim ¢(t) = +oo,

t—o00

per le proprieta viste sopra della funzione f.|
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[Per calcolare le parentesi di Poisson, pud essere conveniente scrivere

P=yQ-f)=Q*~f(a),  fla)=qe”.

Si ha quindi

dg dp dpdg dqg dp  Ip \ dg g

_ ! (@@_@@>+@ﬂ:@ﬁ
2012\ 9q dp  Op dq Op O¢  Op Oq
e~ af e~

2\ g% _
Tr2p0q ~ Tragt20)e =1

1/2 1/2
(0.py = 2Q0P 0Q0P _0Q0Q' 0Q (aQ 8f>

mentre le relazioni {Q,Q} = {P, P} = 0 sono banalmente soddisfatte essendo le parentesi di
Poisson antisimmetriche.]




