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ESERCIZIO 1. La funzione
2
= +1
V(r) = 57 + 2%
¢ definita per ogni x € R\ {zx1}. Inoltre V(z) ¢ pari in z, quindi é sufficiente studiare la funzione
in [0, +00). Tenendo conto che
?+1  2?(1+a272) 2?4+ 1

-t T R

li =
a:—l)r—ir-loo ‘xQ — 1‘ .1:2(1 + $72)

si trova, utilizzando anche la parita,

lim V(z) =14+ lim 2% = 4oo.

r—+o0 r—r*+00

Inoltre V' (x) ha un asintoto verticale in x = 1 e quindi, per parita, anche un asintoto verticale
in x = —1: tende a 400 per x che tende a +1 sia da destra che da sinistra.

La derivata di V(x) per |z| > 1 ¢ data da

, 2z(2% — 1) — 2x(2® + 1) 22(—2)
— 2=~ 42
Vi(x) @2 1) + 2z @2 1) + 2z
C20(=2) 4 2z(2? = 1)?  2z(zt — 227 — 1)
- (2 —1)2 N (2 —1)2 ’
mentre per |z| < 1 ¢ data da
, 2z(z? — 1) — 2z(2? + 1) 22(—2)
= — Qp=——1 " 19
V() @2 1) + 2z @2 1) + 2z
C23(2) + 20(2* — 1)2 2z(z* — 227 + 3)
N (22 —1)2 N (2 —1)2

Ne segue che, per |z| > 1, si ha V'(z) = 0 se e solo se

=22 —1=0=22=1+V2= 2 =+\/1+V2,

dal momento che x = 0 non va considerato in quanto non soddisfa la condizione |z| > 1 e la
determinazione x2 = 1 — v/2 va scartata in quanto negativa. Invece, per |z| < 1, si ha V’(z) = 0
se e solo se x = 0, dal momento che risulta

-2 43 =0=22=1+V2= 22 =14+iV2,

cosl che non esistono altri zeri reali.



In conclusione si hanno 3 punti critici e quindi 3 configurazioni di equilibrio:

xr=0, x=wx9, x=—x9, dove xoz\/1+\/§,

Poiché nell’intervallo [—1, 1] la funzione V' (z) diverge agli estremi e ha un unico punto critico
in £ = 0, necessariamente = 0 ¢ un punto di minimo relativo. Analogamente, in [1,+0o0] la
funzione V (x) diverge agli estremi e ha un solo punto critico in z = x, quindi anche z = ¢ ¢
un punto di minimo relativo. Per parita, anche £ = —xzg é un punto di minimo relativo.

Calcolando la derivata seconda di V' (x), si trova, per |z| > 1,

V() = 228 — 624 + 1822 4 2 _ 2(x8 — 32% 4+ 922 1)
N (@-1F

e, poiché risulta
22 —-1>0

2
2% =32t + 922+ 1= (2 =322+ 9)2% +1 = <x4—3x2+<g) +<9—%))x2+1

2 .
:(gﬁ—g) x2+¥x2+121>0,

si ha V(x) > 0 in (—oo0, —1) U (1,400). Analogamente, per |z| < 1, si ha

2(28 — 32% — 322 - 3)

Vi) =

cosi che, notando che
> —1<0

25 -3zt —322-3<1-32*—-322-3<-2-32* — 322 < -2 <0,
si trova V”(z) > 0 anche in (—1,1). In conclusione la funzione V(z) & strettamente convessa in
tutto il suo dominio.

Infine notiamo che V(0) = 1, mentre

2+2 2

Il grafico di V(z) é rappresentato nella figura seguente.

V(txp) =




Per studiare le curve di livello
1
FE={@w)€R“2f+WK@},

si vede dal grafico dell’energia potenziale che

1. T'g é definita se e solo se E > Ey = min{V(z) : x € R} = V(0);

2. I'g, consiste nel solo punto di equilibrio Py = (0, 0), che ¢é stabile per il teorema di Lagrange-
Dirichlet, essendo = 0 un punto di minimo isolato per I'energia potenziale V (x);

3. per ogni valore E € (Fy, Ey), dove By = V(+£xg), la curva di livello 'y ¢ formata da
un’orbita chiusa, che ¢ il supporto di una traiettoria periodica;

4. T'g, consiste, oltre che nei punti di equilibrio P} = (z¢,0) e Py = (—x0,0), entrambi stabili
sempre per il teorema di Lagrange-Dirichlet, anche in un’orbita chiusa che contiene Py al
suo interno;

5. per ogni valore ¥ > Fj, a curva di livello I'g consiste in tre componenti connesse vg, ’y'E'“ e
Vg ciascuna delle quali consiste in un’orbita chiusa percorsa da una traiettoria periodica,
delle quali la prima & contenuta nella striscia |z| < 1, la seconda ¢ contenuta nel semipiano
x > 1 e la terza é contenuta nel semipiano z < —1.

Alcune orbite del sistema — inclusi i punti di equilibrio — sono rappresentate nella figura
seguente. Per determinare di verso di percorrenza delle orbite si tiene conto che & = y, cosi che
x = x(t) & crescente per y > 0 e decrescente per y < 0: il moto avviene da sinistra a destra nel
semipiano y > 0 e da destra a sinistra nel semipiano y < 0).

A

In corrispondenza del dato iniziale (z(0)),y(0)) = ((0)),4(0)) = (0,4)) si ha

42
E=2 +V(0)=8+1=9

e, poiché si ha z(0) € (—1,1) ed E > 1 = Ej, la traiettoria corrispondente ¢ periodica.
[I1 periodo ¢ dato da
E=09,

T+ dx
-] v



dove z4 sono le due soluzioni nell’intervallo (—1, 1) dell’equazione
E—-V(z)=0, E =09,
ovvero
22 +1
1— a2

+2?=F=24+1+@*-E)(1-2)=0= 2> +1+2 -~ E—-2'+2’E=0

Si tratta quindi di risolvere I’equazione di secondo grado in 22 data da
'~ 2+ E)2’+(E-1)=0, E=09.

Si trova

x%:2+Ei\ﬂ2+EP—4@F4J:11i\KHP—4-8:1Ltdm1—32:1LtM%.
2 2 2 2

Delle due determinazioni solo quella con il segno — & minore di 1. Quindi, ne concludiamo che

11— /89
VT

ESERCIZIO 2. Se g e Q sono le coordinate di un punto nel sistema di riferimento fisso k£ e nel
sistema di riferimento mobile K, rispettivamente, si ha

er_ =—xy.]

q=BQ +r,
dove
cos 0(t) cosf(t) —sinf(t) 0
r=r(t)=|sinf(t) B = |sinf(t) cosf(t) 0], 0(t) = wot,
0 0 0 1

dal momento che l'asse ¢ ha direzione radiale e forma quindi con l'asse x un angolo uguale
all’angolo 6(t) che forma rispetto allo stesso asse il segmento OO’. Si veda la figura seguente.




Scrivendo q = (z,y,2) e Q = (£,7,(), si trova
cosf(t) —sinf(t) 0\ [2sinwit cos 0(t) coswot(1 + 2sinwit)
q=BQ +r=|sinf(t) cosf(t) O 0 + | sinf(t) | = | sinwot(1+ 2sinwst) |,
0 0 1 0 0 0
da cui ricava
x = coswot(1 + 2sinwit), y = sinwpt(1 4 2sinw;t), z=0.

La velocita assoluta & data da

—wp sin wot(1 + 2sinwit) + 2wy cos wot cos wit

x
v=qg= |9y | = wocoswyt(l+ 2sinwit)+ 2w sinwyt coswit
Z 0
La velocita relativa é
cosf(t) —sinf(t) 0 £(t)
v = BQ = | sinf(t) cos 6’( ) 0] | n()
0 1 ¢(t)
coswpt —sinwgt 0 2w1 coswit 2w1 cos wot coswt
= | sinwgt cos wgt = | 2wq sinwpt coswit
0 0
La componente traslatoria della velocita di trascinamento ¢
—sin6(t) 0(t) —wp sin wot
vo=7T=| cosf(t)0(t) | = | wocoswot |,

0 0
mentre la componente rotatoria della velocita di trascinamento ¢ data da vy = w A (g — 7), con

=(0,0,0(t)) = (0,0,wp), q — r = (2coswyt sinwit, 2 sin wyt sinws ¢, 0),

ed é quindi

e, ey e, —2wq sin wot sinwi t
vr = det 0 0 wo | = | 2wgcoswptsinwit
2coswptsinwit 2sinwgtsinwit 0 0

Si verifica immediatamente che v = v’ + vg + vy (in pratica, vr si pud calcolare, una volta
ottenute v, v’ e vy, come vy = v — V' — V).
Il punto P attraversa 'origine del sistema di riferimento k negli istanti ¢ in cui si ha

Q(t) - (07 0, O))7

ovvero
coswot(1 + 2sinwyt) = sinwpt(l 4 2sinw;t) = 0.



Entrambe le equazioni sono soddisfatte se

sinwit = —=
2
ovvero se

wit = —% + 2kiw, ki1 € N, oppure wit = % — 7+ 2kom, ko € N,

dove si ¢ tenuto conto che si sta considerando il moto per £ > 0. Ne segue che il punto P
attraversa infinite volte il centro della circonferenza.

[L’equazione coswot(1l + 2sinwit) = 0 ¢ soddisfatta anche se
wot = (7/2) + (kg — 1)m, ks € N,
mentre 1'equazione sinwot(1 + 2sinwit) = 0 ¢ soddisfatta anche se
wot = kam, kg € IN.

Se da una parte si ha sempre g(t) = (0,0,0) per ¢ tale che

1 1
t=— (—E + 2k:7r> oppure t=— (E — T+ 214377) (*)
w1 6 w1 \6

per qualche k € IN, dall’altra si trova g(t) = (0,0,0)) anche se wy e w; sono tali che una delle
seguenti identita

cjo(ng(k_ 1)7r) - le(—g +2k’7r),
(5 t-1r) = - (5 - mrown),
1 1
L)< (5.
1

Ljo(kﬂ) = o (% — 7T—|—2k'7r),

¢ soddisfatta per qualche k, k" € IN. Le quattro relazioni sopra si possono riscrivere

w 12K —1
wo  6k—3"°
wr 12k =5
wo  6k—3"
wi 12K —1
wo 6k
wi 12K -5
wo 6k

In conclusione, se wy e wi sono commensurabili e il loro rapporto soddisfa una delle relazioni
sopra riportate per qualche k, k' € IN, allora, oltre agli istanti dati da (*), esiste un altro istante
t, in cui la traiettoria passa per il centro della circonferenza.|




ESERCIZIO 3. Le coordinate del punto P sono
P = (xay) = ($, _x)v

mentre le coordinate punto di contatto A del disco con la guida y = x e del suo centro di massa
C' sono, rispettivamente,

A= (anyA) = (l‘OaxO)a C= (xC7yC) = ($0 - 17330 + 1) )

dove si ¢ tenuto conto che il segmento AC che collega il punto A al centro C' del disco ha lunghezza
R = /2 e forma un angolo 7/2 con la guida e quindi un angolo 6 = (7/2) + (7/4) = 47 /4 con
I’asse x, cosi che si ha

1
zo = x4+ Reos(3m/4) = xo + V2 cos(3n/4) = 0 + 2(——

=z0— 1,
5 0

N—

Yo = ya + Rsin(37/4) = zo + V/2sin(37/4) :a:0+\/§( =z + 1.

1
)

Il sistema & rappresentato nella figura seguente.

In assenza dei vincoli (oltre a quello che il moto avvenga nel piano zy), 'energia cinetica é

M M .
T= 2 (& +37) + 5 (@2 + i) + 5 0%



dove si é applicato il teorema di Konig e si ¢ tenuto conto che il momento d’inerzia di un disco
omogeneo di raggio R e massa M, per rotazioni intorno a un asse passante per il suo centro di
massa e ortogonale all’asse di simmetria, ¢ I = M R?/2 = M, mentre 'energia potenziale &

k
V=mgy+ngc+5(9620+y%+(xc—2)2+(yc—2)2
2+ (yo — 4P+ (20 +2)° + (yo + 2 + (20 — 2)° + (yo — ).

Tenuto conto dei vincoli si ottiene

1 3
Ty = mi® + Mi? + §M§c§ =mi? + §M¢3,

dove si ¢ imposta la condizione di rotolamento senza strisciamento |v| = R|6|, con

v = (20, 9c) = (40, 40) = |v| = /32 + 92 = /282 = 23} = V2|0] = |io| = 6],

k

W = —mgx + Mg(xo + 1) +§(($0— 12+ (20 +1)% + (z0 — 3)? + (w0 — 1)?
+($0—1)2+(x0—3)2+(m0+1)2+(x0+3)2—|—(a:0—1—m)2+(w0+1+:c)2>
:—mgg:—kngo—kk(Sm%—4azo+x2+2x> +...,

dove si sono trascurati i termini costanti.

Quindi la lagrangiana vincolata é
3
L=Ty —Vy =mi’+ iMx% 4+ mgxr — Mgxg — k(5x3 — 4xg + 22 +2x),

e le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange sono date da

omi =~ g, = W
- oz L .
dove oV, oV
1% Vv
Vo k(2r + 1 YV Mg+ k(1020 — 4).
5 mg + k(2z + 1), o g+ k(10zo — 4)

Le configurazioni di equilibrio del sistema si ottengono richiedendo che si abbia

v _ov _
ax_ﬁxo_
ovvero
x_am—l x—4_aM
T2 o7 710

dove si € posto



Si ha quindi un’unica configurazione di equilibrio
Q = ((am — 1)/2, (4 — aM)/10).

Per studiarne la stabilita si calcola matrice hessiana. Poiché si ha

PV, PV P
ox2 7 ordzry Oxd

= 10k,
la matrice hessiana é data, in corrispondenza della configurazione @, da
2k 0
H= (0 10k> ’

da cui di vede immediatamente che () ¢ un punto di minimo per Vy, e quindi, per il teorema di
Dirichlet-Lagrange, una configurazione di equilibrio stabile per il sistema.

[Per calcolare la forza vincolare R che agisce sul punto P, riprendiamo 'espressione dell’enegia
potenziale non vincolata V' e calcoliamo le due componenti della forza attiva che agisce su P,

(1) _ v

oV
855 :_k(x_xC)a 351):_7 :_mg_k(y_yC)a

dy
che, in corrispondenza del vincolo, diventano

ov
_ 9 (1) —
s = 5

—k(x—xo-i-l), fy = :—mg—k(—x—xo—l).

La forza vincolare R ha componenti RS) e Rél) tali che

mi = [+ RY, i = fiD + REY,

dove mz si ricava dall’equazione di Eulero-Lagrange

mi = %(mg — k(2x — 1)),

mentre si ha mjj = —m& per via del vincolo y = —z. Si trova quindi che

. 1 1
RW = ma — fV) = §<mg — k(2x — 1)) +k(z—zo+1) = i(mg + k(3 — 2:):0)>,

1 1
R?(Jl) =mij — f;l) = —§<mg— k(2x — 1)) +mg+k(—z—zo—1) = i(mg - k:(3—|—2x0)>,

sono le due componenti della forza vincolare che agisce sul punto P.]

ESERCIZIO 4. Le coordinate dei due punti P; e P, sono

Pl :(9517?/1)a P2: ($27y2)-

Il sistema & rappresentato nella figura seguente.
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L’energia cinetica &
m
T= 5 (@ + 97 + 45 +93) ,

mentre l'energia potenziale é

(67

k
V:—(x2+y2+m2+y2) + .

AN G ) (x1 — 22)2 + (y1 — y2)?
Quindi la lagrangiana é

a

m k
L=T-V=— (&2 +y}+i3+ 93 —*($2+ T+ 2>—
2(1 Ui + @3+ 93) g\ T T YL T I T (1 —22)? + (y1 — ¥2)?

e le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange sono date da

B R | SRR 14
1 = axla 2 = 8:62 Yy = ay17 Y2 = 8y27
dove
o P 20(x1 — x2)
B} (a1 = 22)2 (1 — 1)?2)?
ov 20[(%1 — 332)
A
oy T ((wn — w2 + =)
ov 20(y1 — y»)
o = kyi - 2 22
oY1 ((z1 —22)* + (y1 Y2)?)
ov 2a(y1 — y2)
Y Ry + )
oy T (@ w22+ (g — 2)?)?

Se (x0,y0) denota il centro di massa del sistema, ovvero

mx1+mry X1+ T2 myr+my2 Y1+ Yo
Ty = - ) Yo = - ’
2m 2 2m 2

si puo scrivere

1'1::E0—|—gC089, ylzxo—l—gsinH, :ngyo—gcosﬁ, ygzyg—gsinﬁ,
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dove p é la distanza tra i due punti e 6 é I’angolo che la retta che passa per i due punti P;
e P, forma con l'asse x. In termini delle coordinate (zg,yo, p,#), 'energia cinetica e I'energia
potenziale diventano

T = T((fco—kécos@— gsin99>2+ (ifo - écos@JrgSin@é)Z

2 2 2
) A 2 ) N 2
+ <g)o + gsinﬁ—i— 500896) + <yo — gsinﬁ — 500890) )
22 2
m,. . 14 P4
:5@%+%+5+5@,
k 2 2 2 2
V:§<(x0—|—gcose) —l—(mo—gcose) —|—<y0—|—gsin0) —l—(yo—gsine) )—i—%
k(o 2 o -
La lagrangiana diventa quindi
:2 2 2
. o Pt Pt p a
E:T—V:m(x%—i-yg—i-z—i-Zéﬂ) —k<$%+y(2)+z> —?
e le equazioni di Eulero-Lagrange sono date da
ov oV m oav. m . m, o . ov
I — — 20 ormiin — — 20 m. __oJV 702 m 29 2,50) = -2~
méo = —7, mijo =~ aP="5, T3/ 5 (P70 +2pp0) 50"
dove
ov ov vk 2« ov
a.’EO Zo, ayO Yo, 8p 2P pgv 90 (*)

Si vede in particolare che la coordinata 6 ¢ una variabile ciclica.
Dalle equazioni di Eulero-Lagrange, in particolare dall’equazione
doL IJL
dtog 099
si deduce che
_ 0L _m s,
p 20 5P

¢ un momento conservato. La lagrangiana ridotta é definita come
Lr=L—pb,
dove 0 si esprime in funzione delle altre coordinate invertendo la relazione che definisce p:

2p

6= :
mp?

Si trova quindi
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Possiamo quindi scrivere

2 2 P 2 2 P’ o P’
£R:m<x0+yo+z>—veffa Veff:k<a?o+yo+z)+p—2+m—pz.

Le configurazioni di equilibrio del sistema ridotto si ottengono richiedendo che si abbia

Vet  OVesg  OVegt
drg  Oyo  Op

=0,
ovvero
le’o = 0, 2k‘y0 == O,

con

0 =a+ p—.

m

Si noti che, poiché a é positivo, si ha 5 > 0. Le tre equazioni implicano
1/4p

xg =yo =0, pP=ro=A\ 75

Si ha quindi una sola configurazione di equilibrio @ = (0,0, pg). Per discuterne la stabilita si
calcolare la matrice hessiana H, tenendo conto che

PR (N (N
oxd 0x00yo Oxo0p
Ve PW PV
0yoOzo - 33/(2) - yoOp B

PV _, W, Ve k6

dpdxry  Opdyo  9p* 2 pt’

In corrispondenza della configurazione di equilibrio trovata, la matrice hessiana H é data da

2k 0 0
H=[(0 2t 0],
0 0 b

dove k68
2 p

La matrice hessiana ¢ diagonale e i suoi elementi diagonali sono tutti positivi. Quindi la configu-
razione di equilibrio @), rappresentando un punto di minimo isolato dell’energia potenziale, per
il teorema di Lagrange-Dirichlet é una configurazione di equilibrio stabile.

[Le configurazioni di equilibrio del sistema originale si trovano cercando i punti critici dell’energia
potenziale, ovvero imponendo che si annullino le derivate in (). Si trova quindi

[BO:O; 3/0:07 p=p1= 4\/4(1/]{,
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mentre 6 resta arbitrario. Si hanno quindi infiniti punti di equilibrio: pit precisamente, cé una
curva di punti di equilibrio, individuata dalle condizioni g = 0, yg = 0, p = p1. Per discuterne
la stabilita, basta osservare che, scegliendo una condizione iniziale della forma

('rO(O)’ yO(O)v p(O)), 9(0)7 330(0)7 yO(O)> p(O)), 0(0)) = (07 0, p1, 0, 0,0,0, 5)7

con f arbitrario e € > 0, la soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange ¢ data da

(20(£), 3o(t). p(1)), 6(1)) = (0,0, p1, 6 +et).
Questo si verifica esplicitamente procedendo nel modo seguente:

e Le equazioni di Eulero-Lagrange per le coordinate xg e 39 non dipendono dalle altre va-
riabili: di fatto ciascuna di esse descrive un sistema unidimensionale e quindi il punto di
equilibrio (zg, 0) costituisce una soluzione per la prima, mentre il punto di equilibrio (yo,0)
costituisce una soluzione per la seconda.

e Per quanto riguarda le coordinate p e 8, in corrispondenza del valore p = p; e indipenden-
temente dal valore di 6, si annullano le derivate dell’energia potenziale. Se esiste quindi
una soluzione in cui p(t) = p; per ogni t € R (e quindi §(t)) = 6(t) = 0), la funzione 6(t)
deve essere tale che

= —p10? —0%0 = 0.
0 2p1 ) 2p1 0

OVVVero 49(75) deve essere costante. Questo ¢ verificato se si ha 0(t) = 0 + et.
Dal ragionamento sopra segue le configurazioni di equilibrio
(1‘0, Yo, P, 9) = (07 0, p1, 0)

sono instabili, perché esistono traiettorie che se ne allontanano (linearmente ) nel tempo.|

ESERCIZIO 5. Il dominio della trasformazione di coordinate é

D = {(q1,q2,p1,p2) € R* : po — 2¢7q> > 0, 1 — qip1 + 24345 # 0},

dove il segno stretto nella diseguaglianza ps — 2¢3g2 > 0 serve per assicurare che 'applicazione
(q1,92,p1,p2) — (Q1,Q2, P1, P3) sia differenziabile in D.

Per trovare una funzione generatrice di seconda specie F(gq, P), procediamo come segue. La
prima equazione si puo riscrivere

Qi =p2—2¢iqa = p2= QI+ 2},

cosi che, richiedendo che si abbia py = 0F/0qa, si ottiene

F(q1,q2,Q1,Q2) = /(Q% +2q7q2)dg2 = Q7 + 41 g5 + c1(q1, Q1, Q2)

dove ¢1(q1,Q1,Q2) & al momento una funzione arbitraria delle variabili ¢;, Q1, Q2. Riscrivendo
la seconda nella forma

Q2(1 — qip1 + 2¢163) = ;1 — 20143
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e isolando i termini che contengono pj, si trova

Q2(142¢143) + 20105 = p1 (1 + 1Q2)

da culi si ricava

_ Qa2+ 2¢343Q2 + 2145 _ Q2+t 2015(q1Q2 + 1) _ @ + 2,42 (%)
1+ q1Q2 1+ qQ2 1+ q1Q2 2

Richiedendo che si abbia p; = 0F/dqi, si ottiene

Q2

1+ q1Q2 * 2q1q§>dq1 = log|1 + q1Q2| + 4ig3 + c2(q2, Q1, Q2),

F(q1,q2,Q1,Q2) _/<

dove c2(g2, Q1,Q2) ¢ una funzione arbitraria delle variabili ¢a, @1, Q2. La terza equazione si puo
riscrivere

Pl = _QQZQL

cosi che, scrivendo P, = —0F /0@ e integrando rispetto a @1, si ottiene

F(q1,q2,Q1,Q2) = /2112621 dQ1 = ¢2Q7 + c3(q1, 42, @2),

dove ¢3(q1, g2, @2) ¢ una funzione arbitraria delle variabili ¢, g2, Q2. Infine, utilizzando la (x)
nella quarta, si trova

Py=—q(1—qp1+ quqg)

(g, + 2nad) + i)
Q1( q1 1+gq Q +20145 ) + 20765
0102 )
1- —2¢2¢2 +2 )
(h( 1+ 0103 4 QQ Q1QQ
_ —q1(1 + @2 — Q1Q2)
1+ qiQ2
. n
1+ q1Q2’
cosi che, scrivendo P, = —0F/0Q3 e integrando rispetto a (2, si ottiene

F(q1,q2,Q1,Q2) = /2%621 ﬂ dQz = log|1 + q1Q2| + ca(qr, g2, Q1),
dove c4(q1, g2, Q1) € una funzione arbitraria delle variabili ¢1, g2, @1. In conclusione, scegliendo

c1(q, Q1, Q2) = log|1 + 1 Q2|

c2(q2, Q1, Q2) = 2Q7,

e3(q1, @2, Q2) = 415 + log(1 + q1Q2),
calar, @2, Q1) = 15 + @01,
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si trova la funzione generatrice
F(q1,q2, Q1,@2) = ¢ig5 + 2Q7 + log|1 + 1Qa].

La matrice A di elementi 8°F/9¢;0Q; ¢ data da

0 1 @@ 0o L
A= 1+¢Q2 (1+q¢Q2)? | = (1+ q1Q2)?
201 0 201 0

cosi che A ¢ ben definita e si ha det A # 0 se e solo se 1 4+ q1Q2 # 0 e Q1 # 0. Nel dominio D si
ha py — 2¢2q2 > 0 e quindi Q1 = /p2 — 2g7q2 > 0. Inoltre si ha

p1— 20143
1 —qip1 + 24343
1 —qip1 + 24363 + qip1 — 24363
1 — qip1 + 24743
1
1 —qip1 + 233’

1+qQ2=1+q

che é ben definita in D.

[Per calcolare le parentesi di Poisson, pud essere conveniente definire

A=\/p2—2¢iq, B=p— 2043,

in modo da scivere

B

:A = —
Ql y Q2 1_qlB7

Py = —2¢2A, P, =—qi(1-aqB).

Inoltre si tenga conto che, se x € {q1,q2,p1}, si ha

1 0B _
2( B ) _ m%7 T = q2,P2,
or\1—qB 1 <8B B2>, z=q,

1—aqB)? \ozr
dove
0B 9 0B 0B
— =2 —4 — =1
8q qs, aq2 q192, ap )
mentre
0A B _2Q1Q2 0A B _qj 0A 1

aq1 A dgs A’ Opy 24
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Si ha quindi

0Q10Q2  0Q10Q: _ 0Q10Q _ 0Q1 0@

{Q1,Q2} = dq1 Op1 | Oqs Ops  Op1 Oq1  Opa Oqa
1 (0AOB 0A OB
= =g o am 00 a@@)
= A(l—lqlB)( 2¢1g2 +0 — 0 — 7( 4q1qQ)) 0,
wn- 2R g e g
(o a0 (o)
- 22 g o
(2;4 (QI)ng +0-0- SA (q1)§Z>
— (i(( 2q192) — 5( 4q1q2)> -0,
(@)= 0200 0000 5908 0908
~ i O i 5 )
— m<(—4Q1Q2)(—2Q2); - (—2q2)(—2q1q2)>: 0
= L o o
1 s 2)
= (1_;m2<q%32 - (-1+ 2q1B)> = (1—3113)2<Q%B2 L1 2qlB)> _
(P, P} = oP oPy, 0P 0P, 0P 0P, 0P 0P,

0q1 Op1  Ogqe Opa  Op1 Oq1  Op2 Ogo
0A 0B 0A 0B
= ((2m)5 (@) g - +0 -0 (“2m) 5 () )

—2 1
= zfql ((—2(]1(12) - 5(—4Q1QQ)> =0.

Le altre relazioni sono banalmente soddisfatte essendo le parentesi di Poisson antisimmetriche.|




