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Esercizio 1.
Usiamo le parentesi di Poisson per imporre la canonicita della trasformazione

1={Q, P} = —ée’ﬁqaeﬁq,
o
il che implica B = —1 e a # 0. Come al solito scriviamo p e Q in termini di q e P:
p=Le
Q= Lo ’

deve risultare quindi

oF P P

el — F(qg.P) = —¢t P

aq Oée (qu ) Oée +gl( )7
tnoltre aF 1 P

_ = — q — F P —_ — q

OP Oée <Q’ ) CYe +92<Q)7

quindi in conclustone
P
F(q7 P) = —ef.
«

St osserva immediatamente che dalla espressione di () mon & possibile scegliere come
variabili indipendenti le (q, Q)), quindi non esiste una funzione generatrice di prima specie
F(q,Q) per la trasformazione.

Esercizio 2.

Si ha
p:a—F:9 P:—a—F:—logq.
9q ¢ oQ
Da cui st ricava [’espressione della trasformazione di coordinate
Q@ =pq
{P = —logq



oppure

p=Qe”
g=e"

(1) L’hamiltoniana nelle nuove variabili sara
K(Q,P) = Q" —2P.

(17) Le equazioni di Hamilton sono

Yy 0K __
{Q =9p =2
P' oK QQ )
oQ 3

che implica

Y

Q(t) = =2t + Q(0)
P(t) = —4t3 + 6Q(0)t* — 3Q(0)t + P(0)

con i dati iniziali del problema si ha (Q(0), P(0)) = (0, —log qo), il che implica usando la
trasformazione inversa che

ot
q(t) = e, p(t) = —=e .
40

Esercizio 3.
(i) 1l dominio della trasformazione ¢ banalmente D = R*.

(17) Per F = F(q,qe, P1, P2), utilizzando che

oF
— pr— P
9s b2 2,

si ha integrando che
F =P+ gi(q1, Pr, Po) .

Derivando F' rispetto a P si ha

oF dq1 @
8—%:(124‘8—]32:6]2—5,
dunque
g(q, P, P2) = —q?;% + g2(q1, P1) -
Dunque

3P,
F = Pyg — Q1—32 + g2(q1, P1)

che derivata rispetto a Py da

oF 0 3
orP, 0P



che integrando da
3

92(6117131) =P (Q1 + %1) + gs(fh) .

Infine derivando

3P 3
F=P2QQ—QI . (Ch‘i‘q—l) + 93(q1) -

3 3

rispetto a qi, st ha
oF o g
P —_Q1P2+P1(1+ql>+93—p17
q1
inoltre
pm=Pl+q)—GPs,

che implica g5 = 0. A meno di costanti la generatrice é quindi

Q%Pz 1
F(q,q2, P, Py) = Pagy — +P g+

q>.

3

(i13) Studiamo la matrice

D

8¢20P,  0q20P;

1l cut determinante é
detD =1+¢ >0

e quindi D & non singolare su tutto R*,

(iv) L’hamiltoniana nelle nuove variabili é
K(Q1,Qs, P, Po) = P{ + P} + Q3.

(v) Le equazioni di Hamilton sono

Q. =2P,
Q2 = 2P,
Plz() ’
Py =—-20Q,

quindi

Py(t) = P,(0)
Q1(t) = 2Py (0)t + Q1(0)

Per risolvere invece

Py = —2Q,

deriviamo entrambe le equazioni rispetto al tempo ed otteniamo

QZ - 2P2 - _4Q2
Py = —2Q, = —4P,

{Q2=2P2

I
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3
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che sono oscillatori armonici, ricordando che la soluzione di

F4+wlr=0

x(0) =z
$(0> = Vo
e
Vo .
z(t) = xg cos(wt) + — sin(wt) .
w
Si ha

Q2(t) = Q(0) cos(2t) + P, (0) sin(2t)
Py(t) = P(0) cos(2t) — Q2(0) sin(2t)

Esercizio 4.
(¢) 1l dominio della trasformazione é

D={pigs >0, ¢1,92 # 0} .

(17) Iniziamo da
OF 9
8_P2 =Q2=¢3,
integrando otteniamo

F = q%PQ +91(Q17QQ7P1) .

Derivando F in q; si ha
g—i = g—gi = p1 = 2qe™,
da cui integrando si trova
g1 = qie™ + g2(q0, P1) -
Deriwando ora
F=g¢P+¢e™ + ga(qo. 1)

rispetto a gz, St trova

or 09 b1
— =20 P+ == =py =2 P4+ —.
94s 42172 ¥ P2 q2 ( 2 2
Ora, da
2¢2 <P2+2p—1) :2(]2]324‘@7
a1 q1
poiché
_ Py
p1=2qe,
st ha -
2 et
2q2 P + 1% =2q2 P + % =22 P + 2¢pe™
1 1
che per quando trovato prima, implica
892 P,
a8 — 2(126 ! )
0q2



08sia
F=gP+qe™ +ge™ + g3(Pr).

In conclusione derivando F' rispetto a Py si ottiene che gs(Py) =0, e quindi che a meno
di costanti la generatrice é

F=q¢P+qie™ + ge™.

(131) In questo caso si ha

2¢O B P,
’D‘ = ‘(2(]261)1 2q2)’ =4qqe "t #0,

poiché qi,q2 # 0.
(iv) L’hamiltoniana nelle nuove variabili é
K(Q1,Qs, P1, Py) = 2P; +2e*" .

(v) Le equazioni di Hamilton nelle nuove variabili sono quindi

Q1 =eh
Qo = 4Py
P =0 ’
P,=0
percio
Qi(t) = Ot +Q1(0)
Qz@)=: ()t+-Q2()
p ,

1(t) = P1(0)
() = P»(0)

dove i nuovi dati iniziali possono essere ricavati in termint dei dati iniziali nelle vecchie
variabili e valgono

(Q1(0),Q2(0), P1(0), P2(0)) = (1,1, —log2,0).
St ha quindi che

Qa(t) =1
Pi(t) = —log2
Py(t)=0

Dobbiamo ora tornare nelle variabili originarie. Utilizzando che

qg(t) = Qz(t) =1, e 92(O> =1,

st ha qa(t) = 1. Inoltre

P1<

Q=5

G +@)=c" (¢ +a),



essendo qo(t) =1, si ha
G=0Qe " —1=20t+1)-1=2t+1,
nuovamente essendo ¢1(0) = 1, si ha q(t) = /2t +1. La soluzione dell’equazione del

moto sara quindi
(ql(t)> B <\/2t+ 1)

@t)) 1

Esercizio 5.
Il momento coniugato alla variabile q ¢

oL . .
p=po=dta = ¢=p-q,
q

e quindi

H(q,p)zm—ﬁzyf—pq—gq :

Le equazioni di Hamilton sono

o0H

i=% =p—q
p=—%, =pP+5q

derivando la prima equazione rispetto al tempo si ha
i=p— =06
la cui soluzione é
q(t) = AeV® 4 Be V6

dove A, B sono costanti arbitrarie dipendenti dai dati iniziali. Ricordando che p = q+ ¢,
st ha
p(t) = A(1 +v6)e™ + B(1 — V6)e V0 .



