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Esercizio 1.
Sia .
Veg(p) = 2log p — = log(1 + 20 + 2p") + = :
#(p) = 2logp 20g(+p+p)+2p2, P
St ha che
lim Vig(p) = —log V2

p—r+00

e inoltre, se 5 € (0,1)
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Studiando il segno della derivata prima si ha che essa é negativa prima di py := 1/ L iVARE 9] ”21+4'Y

e positiva dopo pg, e quindi si ha che py & un minimo, cioé (pg,0) & un punto di equilibrio
stabile. Mentre se B > 1 non si hanno punti critici.
Quindi se f € (0,1) si ha
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e quindi i moti periodici corrispondono ad E € (Vg(po), —log v/2).

Se invece > 1 si ha
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e non st hanno quindi moti periodici.
Per L =0, ossia se 3 = 0, il moto si svolge lungo una retta, dobbiamo dunque considerare

1
V(z) = 2log|z| — 3 log(1 + 222 + 22%)
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per x € R\ {0}. FEssendo pari, e non definita in zero, studiamo il caso x > 0 e poi
riflettiamo rispetto all’asse y. Si ha che:
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V(x> 0) = >0
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Esercizio 2.
1l potenziale efficace é dato da:

2

zlogp—i—ﬂ ﬁ::LQ—g.

«
Veg(p) =logp — — + 27 5

4p? 2_p2
Sappiamo che i punti in cui si annulla il campo vettoriale sono tutti e soli i punti della
forma (po,0) con py punto critico del potenziale efficace.
Si ha che, Uequazione d/dp(Veg(p)) = 0 ha soluzione, se e solo se f > 0. In particolare
st avra che:



e 3> 0: un solo punto di equilibrio stabile Py = (1/[3,0).
e 3 < 0: nessun punto di equilibrio.

1l grafico dell’energia potenziale efficace:
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Grafico qualitativo del potenziale efficace per g > 0
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Grafico qualitativo del potenziale efficace per g < 0

Rappresentazione delle curve di livello sul piano (p, p):

e 5>0:




Le traiettorie pertodiche sono presenti solo per 5 > 0 e corrispondono a livelli di energia

E > Veﬁ(\/ﬁ).

Infine, chiamando Ty il periodo della variabile radiale p, e
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si ha che il moto complessivo del sistema € periodico se A8 & un multiplo razionale di 27,
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Esercizio 3.

1l potenziale ¢
2

T T\ _,
V($)=—v(£—2+z>e /L.

2 x

v .y l
Vig)=—- (5% -2 —1)e®' =0 <= 2. = -(1£5).
(l‘) / (12 / ) € T+ 2( \/_)
Studiando il segno della derivata osserviamo che € positiva per x < x_ e per x > x,, ed
¢ negativa per r_ < x < xy. Quindi

Si ha che

e ., minimo —> (x4,0) eq. stabile;
e ©_ massimo = (x_,0) eq. instabile.

Ed il grafico di V(x) ¢

e quindi
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L’unico punto di equilibrio stabile non degenere é x,, e quindi la frequenza delle piccole
oscillaziont attorno ad x, sara
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Infine si ha che, chiamando Ey := V(xy) e Ey(x_), al variare del livello dell’energia E
st ha:

e Se By < E <0 ex(0) >0, il moto & periodico di periodo

B r2 dx

dove x1 5 solo le due radici positive di E =V (z), tali che 0 < 21 < x4 < x9.

e Siano x4 due soluzioni di E1/2 —V(zy) =0, e sia

_2/ \/m

E )2=V(zy)=(x—z_)(xy —2)P(x).

Inoltre, V € C?, quindi ® € C?, e percio esistono C e Cy t.c.
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Possiamo scrivere

C1 <®(x)<Cy, Vrxer_,z,].

2mm?2 2m7r2
< T <
Cy — C,

o Se0 < E < Ey ex(0)>x_, il moto é aperto, x(t) tende a +oo sia nel passato che
nel futuro; e il tempo di fuga all’infinito da un punto della traiettoria ' > x_ é

+eo dx
[

1l che implica che




poiché V(x) si comporta asintoticamente come
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che neanch’essa ¢ integrale a +00.

cosicché, se £ > 0:

ese B =0:

o Se E < Ey ex(0) <x_, il moto é aperto e x(t) tende a —oo sia nel passato che nel
futuro. Il tempo di fuga all’infinito da un punto della traiettoria x" < x_ ¢é

T = /m” dx
o\ E(E = V(x))

si ha che V(x) ~ —7?—226*’3/2 e quinds

52 /20
T o~ / ”m_e dr < oo
o\ 2y =z

poiché integrabile a —oo.

Esercizio 4.

(4)

Y223 — Z2Y3
YyAZ=|Y321 — 230
Yi1z2 — Z21Y2

-’L’z(ylzz - Zlyz) - $3(y321 - 23?‘;1)
xA(yAz)= | 23(yazs — 22y3) — T1(y122 — 2192)
-?31(.%21 - Zsyl) - $2(y223 - 22?!3)

Sommando e sottraendo nella prima componente x1z,y1, nella seconda componente xoz5Yyo
e nella terza x323ys otteniamo:

(121 + 220 + 2323)11 — (191 + Tay2 + T3Y3)21
(2121 + ®azo + 2323)Y2 — (T1y1 + Toy2 +23y3)22 | = (X 2)y — (x-y)2
(w121 4+ 2222 + 2323)y3 — (T1y1 + T2y2 + T3Y3)23

YazZz — 2Zaly3
X-yAZ = X- | Y321 — 231 | = T1Y223—T122Y3+T2Y321 —T223Y1+T3Y122—T321Y>2
Y122 — 21Y2

Riordinando 1 termini:

Y1T322 — Y1223 + Y2T123 — Y2321 + Y3Ta21 — Y3T122 =Y - Z2AX



(#7) In modo analogo si ottiene la seconda identita.
(13i) Infine si ha che:

FAL=FA(uFrAT)=(F -1)ur — (¥ pr)t =

= (i B = (i - 1)f = (T B

F(|r|r

F(|r|r
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T)F =

— T[(r B — (r-1)i] = FT(,oﬁr — p°t) = F(p)(pr — pt)



