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Esercizio 1.

Un sistema meccanico é costituito da un disco omogeneo di raggio r =1 e massa M = 3
e da un punto materiale P di massa m = 2, vincolati a muoversi nel piano (x,y) nel
modo sequente:

e il disco rotola senza strisciare all’interno di una circonferenza che ha centro O
nell’origine e raggio R = 3, mentre il punto P si muove lungo la circonferenza
stessa;

e una molla di lunghezza a riposo trascurabile e costante elastica k > 0 collega il
punto P al centro di massa C del disco;

o sul sistema agisce inoltre la forza peso (si indichi con g l'accelerazione di gravita).

St completino le sequenti richieste:

(i) Si scrivano la lagrangiana L del sistema e le corrispondenti equazioni di FEulero-
Lagrange, utilizzando come coordinate lagrangiane gli angoli che i segmenti OC e OP
formano con l’asse y discendente.

(17) Si determinino le configurazioni di equilibrio e se ne discuta la stabilita.

(24i) Si calcoli la forza vincolare che agisce sul punto P.

Con le coordinate lagrangiane suggerite nel testo, ed usando come convenzione di consi-
derare gli angoli in senso antiorario si ha che

P = (3sinfy,—3cosf;), C = (2sinby, —2cosby).
(i) La lagrangiana sara quindi
L=T-V,

con

1 : 1 : 1/1 R—r\?%.
T=— 2y L M40 + = (=M ) [ 22— ) 62
2m(901)—|—2 (92)+2(2 r)( . )92,

V = —g(3mcos 6y + 2M cos 6y) — 6k cos(6, — 05) .
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Quindi . .
L =9(6; + 05) + 6g(cos 0y + cos ) + 6k cos(f; — 02) .

Le equazioni di Eulero-Lagrange saranno quindi

Bél = —g sin ‘91 - k?SiIl(Hl — 62)
Ség = —g sin 02 + kSiH(@l — 92)

(i7) Per ottenere le configurazioni di equilibrio dobbiamo imporre

_ (Bgsinb, + Bksin(6y —62)\ (0
vV = (6g sin By — Bk sin(6; — 92)) B (O> ’

quindi sin 0 = sin(—0s) che implica 01 = 2w — 0y 0 03 = ™ — 0,. Abbiamo quindi come
configurazioni di equilibrio (01, 65) con

(01,62) = (0,0),(0,7), (7,0), (7, 7), (a, 270 — ), (27 — v, @) ,

definendo l’angolo @ = arccos (—i) t.c. sina > 0. Le due ultime soluzioni esistono

finché g/(2k) < 1. Studiando l’hessiana:

2 — ¢ (908 01 + k cos(6; — 02) —k cos(6; — 605)
o —k cos(f — 63) gcos by + kcos(0; — 65)

sostituendo le possibili soluzioni, si ottiene quindi
e (0,0) ¢ stabile,
e (m,0),(0,7) sono instabili,
o sc g>2k, (m,m) ¢é stabile

e e configurazioni (o, 2w — «) e (2m — a, ) sono stabili.

(11i) La reazione vincolare su P puo essere calcolata considerando le proiezioni radiali
(cioé perpendicolari al vincolo) delle forze agenti sul punto:

e La forza peso F = mgy, proiettata lungo la direzione radiale ¢ Fpr = mgcos 6.

e La forza elastica F = kx lungo la direzione radiale sara For = k|x|cos B, chia-
mando B l'angolo OPC, e z 'allungamento della molla trovato al punto (i) x =

V13 — 12cos(0, — 0s). Utilizzando il teorema del coseno, cos 3 = W _
54&:2' Quindi otteniamo For = k|x|5(;|_$‘2 _ k(5—é—z2)-

sommando i due contributi, in verso opposto, otteniamo
F,=Fr=—2gcosth + k(3 —2cos(f; — 65))

Esercizio 2.

In un piano orizzontale (che identificheremo con (z,y)), si muove un disco rigido e omo-
geneo, di raggio R e massa M. Chiamando Py e Py due punti diametralmente opposti sul
bordo del disco si ha che:



e il punto Py del disco é vincolato a scorrere sull’asse y;

e il punto Py del disco ¢ collegato tramite una molla ideale (con costante elastica
k> 0) ad un punto Ps fissato sull’asse x (diciamo P3 = (a,0));

e il disco é libero di ruotare attorno ad un asse perpendicolare al piano e passante per
P

Scegliendo come coordinate lagrangiane ordinata y di Py e l’angolo 6 che il segmento

Py P, forma con il verso positivo dell’asse y, si completino le sequenti richieste:

(i) St scrivano la lagrangiana L del sistema e le relative equazioni di Eulero-Lagrange.
(17) St determinino le configurazioni di equilibrio e se ne discuta la stabilita al variare del
parametro a/R € R.

[l momento d’inerzia del disco rispetto al suo centro di massa ¢ I = SMR?.|

Energia cinetica e potenziale
Le coordinate del sistema sono:

rg = Rsinf, yg=1y+ Rcost
xp, =2Rsinf, yp, =y+ 2Rcosl
Con G centro di massa del disco.
L’energia cinetica é:
1 ) ) 1 ) 1 .9 3 212 . Y
T = §M(.7cG +9g) + 5[(;9 = §M y” + §R 6° — 2R sin g6
L’energia potenziale é:

1 1
U= 5K [(zp, — p,)* + (yp, — yp,)?] = §K (y> + 4Ry cos§ — 4Rasinf + 4R + a*)

La lagrangiana ¢ L =T — U.

Equaziont del moto
Le equazioni di Fulero-Lagrange sono:

M (g— Rsin 06 — Rcos@éz) =—K (y+2Rcos0)

M (ngé — Rsiney) =2KR (ysinf + a cosf)

Posiziont di equilibrio
Le derwate dell’energia potenziale:
0,U = K (y+2Rcos?)
OpU = —2K R (ysinf + acos0)



Le posizioni di equilibrio si ottengono annullando le derivate:
y=—2Rcosf, (2Rsinf —a)cost =0
Si hanno quattro posizioni di equilibrio:

1. 0, =

IR

;1 =0

2. 92:—g,y220

3. sinflz3 4 = 55, cosf3 > 0, ys = —V4AR2 — a?
4. cosBy <0, ys = VAR2 — a?

Le posizioni 3 e 4 esistono solo se =2 < £ < 2.

Stabilita
Le derivate seconde:

U =K
03U = 2K R (asin — ycosf)
02U = 0;,U = —2K Rsin

Analisi di stabilita:
o Per (y1,01): Hessiano 2K*R(a — 2R). Stabile se % > 2

e Per (y3,0,): Hessiano —2K*R(a + 2R). Stabile se & < —2

o Per (ys,03) e (ya,04): Hessiano 4K?R?cos® 0 > 0. Sempre stabili quando esistono

(—2< §<2)

Esercizio 3.

In un piano orizzontale sono presenti due punti materiali Py e Py, entrambi di massa

m, vincolati a muoversi nel sequente modo:

e il punto P, é vincolato a muoversi lungo una sbarra lineare omogenea S di massa

M e lunghezza 40 il cui centro O é fisso;

e il punto Py e collegato ai punti O e Py, rispettivamente, tramite due sbarre rettilinee

S1 ed Sy, entrambe di lunghezza £ e massa trascurabile;

e il punto P, é collegato ad O tramite una molla ideale di costante elastica k > 0;

e all’istante iniziale il punto Py non coincide con O.

Scegliendo come variabili lagrangiane ’angolo ¢ che la sbarra S forma con l'asse x di
un sistema cartesiano Oxy, e l'angolo 6 che la sbarra Sy forma rispetto alla sbarra S, si

completino le sequenti richieste:



(¢) Si scrivano la lagrangiana L del sistema e le corrispondenti equazioni di Fulero-
Lagrange.

(17) Si deduca che la variabile ¢ ¢ ciclica e si applichi il metodo di Routh per ridurre i
gradi di liberta del sistema.

(131) Nel casom =€ =k =1 e M =0, si determinino le configurazioni di equilibrio del
sistema ad un grado di liberta ottenuto al punto precedente, e se ne discuta la stabilita
nei casi in cui sia sufficiente un’analisi del secondo ordine.

Utilizzando le coordinate lagrangiane consigliate nel testo si ha che
Py = (Lcos(p—0),lsin(p —60)), Py = (20cosfcosp,2lcosbsinp).

(1) Una volta raccolti i termini la lagrangiana sara

1 . .M
L= §m€2 ((1 +4cos? 0)p? + (14 4sin?0)0% — 290 + %gbz) — 2k(? cos? 0.

che non dipende da .
(13) La variabile p & quindi ciclica. Definendo
oL
p - a(p )
s trova

1 .
p= (mﬁz(l + cos? 0) + §M€2) © —ml30.

La lagrangiana ridotta é data quindi da
m2(49?

2(me?(1 4 4cos? ) + M2/3)

Lr=L—pp= %m€2(1 + 4 sin® 9)92 —

B pmi20
ml%(1 + 4cos?0) + M2/3

p2

(me2(1 + 4cos?0) + Me?/3)?°

— 9kf? cos? ) —
kl* cos” 0 5

(i11) Poiché p & una costante del modo la funzione Ly dipende da (6,6) e, in maniera
parametrica, da p: per il Teorema di Routh descrive la lagrangiana di un sistema ad un
grado di liberta, con energia potenziale

p2

(me2(1 4 4 cos?0) + M2/3)%’

V(0) = 2k(* cos® 0 + 5

che per i valori richiesti dal testo assume la forma

p2

_ 2
V(6) = 2cos” 0 + 20 + dcos?d)

0 e (—m,m.

Vista la forma di V' basta studiare i punti critici nell’intervallo 6 € [0,7/2]. Posto

x=cosl e V(0)=U(x), si ha che

89\/ = 8$U89£L",
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ARV = 02U (0pz)? + 0, U0,

st ha quindi
P?

2(1 + 422)

T+ 4t =),

U(z) = + 227

0, U =

2 2
P 122 — 1
22U =41
v ( +(1—|—4x2)21+4$2>’

Opr = —sin®, Ojz = —cosf.

Otteniamo cosi

sinf=0—-0=0—>x=1,
BV =0 se cos=0—0=n/2—>2=0,
p==+(1+4cos?0) = +(1 + 42?),

dove l'ultima condizione puo essere soddisfatta se e solo se |p| € [1,5], in tal caso si ha
una soluzione 0y € [0,7/2], a cui corrisponde un valore xy = cosby, 0 < xy < 1. Si ha
quindi

>0, selp|l>5,

<0, selp| <5,

%wmz—%@&m%{

>0, selp|<1,
<0, selpl >1,

05V (m/2) =4(1 —p?) {

1—xz5) |>0 1<|p|<b
ety ou () {700 w1<bi<,
L+4x5) | non esiste, se |p| ¢ [1,5].
Quindi
e 0 =0 ¢ stabile se |p| > 5, instabile se |p| <5,
o 0 =m/2 ¢ stabile se |p| < 1, instabile se |p| > 1,
e 0 =0, esiste ed ¢ stabile se |p| € (1,5), non esiste se |p| € [1,5].
Seque che nell’intervallo (—m, | si ha:
e se|p| <1, allora esistono 4 punti d’equilibrio: § = 0,7 instabili e 0 = +m /2 stabili,

e se|p| > 5, allora esistono 4 punti d’equilibrio: § = 0,7 stabili e 0 = +7/2 instabili,

e se |p| € (1,5), allora esistono 8 punti d’equilibrio: 6 = 0,7, +mw/2 instabili e 6 =
:Ee(),ﬂ' + 90 stabili,

e se|p| =1 o|p| =5 non si puo concludere nulla attraverso un’analisi del secondo
ordine.



Esercizio 4.

Un sistema meccanico é costituito da 4 punti materiali Py, Py, Py e Py, tutti di massa
m, che si muovono nel piano verticale (x,y) (sia g l'accelerazione di gravita diretta verso
lasse y discendente), in modo tale che:

e P e Py scorrono lungo l’asse x, mentre Py e Py scorrono lungo [’asse y;
e un’asta inestensibile di massa trascurabile e lunghezza €1 =1 collega Py a Ps;
e un’asta inestensibile di massa trascurabile e lunghezza €9 = 2 collega Py a Pjy;

e una molla di costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo trascurabile collega Ps a
Py.

(i) Si scriva la lagrangiana del sistema.

(Come coordinate lagrangiane si possono utilizzare gli angoli 01 e 0y che le due aste for-
mano con l’asse x, come illustrato in figura).

(17) Si scrivano le equazioni di Eulero-Lagrange.

(13i) St determinino le configurazioni di equilibrio e se ne discuta la stabilita nel caso in
cui sia sufficiente l’analisi al secondo ordine.

(iv)* Si discuta la stabilita delle configurazioni nel caso in cui lanalisi al secondo ordine
sia inconcludente.

Con la scelta degli angoli come in figura
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si ha che le coordinate dei punti sono
P1:<—€1C0891,0>, PQI(O, Elsin91),
P3 = <_€2C0892, O), P4 = (0, gZSiHQQ).

(i) Scriviamo da subito la lagrangiana nel sequente modo
L(01,0,01,05) =T =V = L,(61,01) + L2(62,05),

con

1 . 1

Ly=T-V= §m€?0f — 5%5? sin 6, — mgly sin 6y ,
1 . 1

Lo=Ty -V, = §m€§9§ - §k€§ cos? Oy — mgls sin Oy ,

con l'ovvio significato dei simboli.
(17) Le equazioni di Eulero-Lagrange diventeranno quindi

mf%él = - (M% sin 0 cos 0 + mgly cosby) = —V/
ml20y = — (—k(%sin 0 cos Oy + mgls cos 0y) = —V

(i13) Imponendo V] = 0, e chiamando o := arcsin(—mg/(kt1)) e 8 = arcsin(mg/(kls)),
otteniamo le configurazioni di equilibrio (01,0s), dove

T 37
61:57 7704777-_@7
™ 3T
62257 77ﬁ7ﬂ-—ﬁ>
fin quando che
"I <4
kt; —
Poiché il sistema ¢ disaccoppiato e g—‘e/; = g—‘gf = 0, la stabilita st determina tramite il

segno delle derivate seconde V/"(6;).

Fer O V' = —mgly sin 0, + k3 cos® ) — k(3 sin® 0,
« 01
%4 <g) = —kl3 —mgl, <0 (Instabile)
o 0 =3

Vv (3_7T) — k4 mgly <0 sekly >mg (Instqbile)
2 >0 sekly <mg (Stabile)

e i =a, m—a:

2
V/'(a) = ki3 (1 — (%) ) >0 (Stabile se « esiste)
1
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Per 6,:
Vy = —mgly sin 0y — kl5 cos® Oy + k3 sin® 0,

([ ] 92 = %
‘/2” = k‘f% - mgfg
>0 sekly>mg (Stabile)
<0 sekly <mg (Instabile)
o 6)2 = 3—”

Vy = kl: +mgly >0 (Sempre stabile)

e 0, =0, m— [, con B = arcsin (;”—é) :
m2g?

V/I —
2 k

— kf3 = (Stabile se B esiste)

Discutiamo ora le soluzioni nei casi in cui V" = 0.

Per 6;:

L] 91:377r

Vi =0 se kl; = mg, in questo caso
V] = mgty cos 01 (1 + sin 6;)

quando 61 — 37” —€,c080; ~ —€ esinf; ~ —1+¢€, e la derivata avra segno positivo,
quando 61 — 37” + €, costy ~ e esinfy ~ —1+ € e la deriwata avra segno negativo,
ne seque che il punto é un massimo.

Per 6;:

o 92 = g
Vg =0 se k’gg =mg, m (]U68t0 caso

Vy = mgly cos By(1 — sin 6,)
quando 0y — = — €, cosly ~ € esinfly, ~ 1 — €, e la derivata avra segno positivo,

quando 0y — = 4+ €, cosly ~ —e e sinfy ~ 1 — € e la derivata avra segno negativo,
ne seque che il punto ¢ un massimo.
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