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Soluzioni della prova scritta del primo appello (16-01-2026)

EsSERCIZIO 0.
(1) Se il dato iniziale y(0) ¢ tale che y(0) # 0, integrando per separazione di variabili si trova

/dy /390 dr — / :———1—01, /3x2dx:x3+02,

dove ¢ e co sono due costanti arbitrarie. Si trova quindi

1, 1
Y T y(@) 3+ C’

dove C' & una costante arbitraria (calcolando y(z) in = 0, si trova C' = —1/y(0)). Se invece il

x
dato iniziale ¢ y(0) = 0, la soluzione & data da y(z) = 0.

(2) Per disegnare il dominio €2 si deve tener conto che, poiché =z + |y| < 1 e |y| > 0, si ha anche
x < 1. Per ogni z € [0, 1], si ha quindi

0<|ly<l—-2z = —-14+z<y<l-uz,

cosi che, per ogni z € [0, 1], y varia tra le due rette y = —1+x e y = 1 — x (cfr. la figura).
YA
1
1z
—1
Si ha

1-z 1
//wdxdy—/ xdx/ dy—/ my‘ dm:/ z(l—xz—(-1+2))dx
I+ —ltz 0

1

_2/0 (a;—x)dx_2<$;—‘§>o




(3) Integrando per separazione di variabili si trova

2

Yy _ 1 2y _ %
/1+y2 dy—/azdm = §log(1—|—y)—?—|—0, (%)

dove y = y(x) e la costante C' ¢ fissata dalla condizione iniziale: per = 0 si ha y(0) = 1, cosi che
(%), calcolata in =z = 0, da

1 1
§log2:0+c = 02510g2.

Quindi si ottiene

lOg(]_ + y2) — 1;2 4 10g2 —1 + y2 _ 6x2+10g2 _ 6962610g2 _ 26m

=yt =2 — 1=y =412 — 1. =y = /27 — 1,

2

dove la scelta del segno + nell’ultimo passaggio & di nuovo dovuta alla condizione iniziale.

(4) La curva ~ si pud parametrizzare come

() = (z(t),y(1) = (.19,  te[0,1],
cosi che v/(t) = (2/(¢),y'(t)) = (1,2t). Si ha quindi
1

=
0

1
=1.
0

t3

1 1
/ydm—i—xdy:/ dt(t2+t2t):3/ tdt =3 —
~ 0 0 3

[Alternativamente, si nota innanzitutto che la forma differenziabile ¢ esatta in quanto ¢ chiusa
(scrivendo w = Fy(x,y)dz + Fa(z,y) dy, con Fi(z,y) =y e Fa(z,y) =z, si ha OF(z,y)/0y =1 =
OFy(z,y)/0x) ed & definita in R?, che ¢ un insieme semplicemente connesso; si cerca quindi una
primitiva U(z,y) tale che

Uz,y) = /dxy =y +a(y) = /dyx = zy + c2(x),
cosi che scegliendo ¢ (y) = ca(z) = 0 si trova U(x, y) = xy; si calcola I'integrale come

ydz +xdy =U(1,1) —U(0,0) =1,

S~

utilizzando le proprieta delle forme differenziali esatte.|

ESERCIZIO 1. Integrando per separazione di variabili si trova

Y 1+logz
d dy= | ————d
/yl—i-yQy /mlogac “

dove, con la sostituzione t = 1 + 32 =t (= dt = 2ydy), si trova

y 1 [fdt 1 1



dove ¢; ¢ una costante arbitraria, mentre, con la sostituzione ¢t = logz (= dt = dz/x), si trova

1+1 1+4+¢ t
Igz/Wd:z:/dt—::/i+/dt:10g]t|+t+02:10g|1ogx]+logm+02.

zlogx

dove ¢y ¢é di nuovo una costante arbitraria. In conclusione si ha
1 2
3 log(1 + y°) =log|log x| 4+ logz + C,
dove la costante C' = ¢; — ¢y si fissa imponendo la condizione iniziale y(e) = —v/3. Si trova

1
§log(1 +3) = log|loge| +loge + C,

da cui, tenendo conto che

1 1
§log4:§log22:log2, log|loge| +loge =logl +1=1,

si trova
C=1log2—1.
Ne segue che
%log(l +9?) = log |log z| + logz + log 2 — 1,
— 1+y°= exp<2(log |log x| + log x + log 2 — 1))7

y? = exp(2(10g|logx| +logz +log2 — 1)) -1,

—
= y:i\/exp(2(10g|logx|+loga:+log2—1))—1,
- y:—\/exp(2(log\logac]—i—logm—l—log2—1))—1,

dove, nell’ultimo passaggio, si ¢ tenuto conto che y(e) = -3 <0. [Sinoti che, usando il fatto che si
ha log | log z| +log z +log 2 — 1 = log(2e~1z|log z|), si puo scrivere y(z) = —/(2e~1z|logz])2 — 1]

EsERCIZIO 2. Gli autovalori di A solo le radici del polinomio caratteristico

T—A —4

P(A)zdet(A—A]l)zdet( 4 —1-1

):)\2—6)\—7+16:)\2—6)\+9:()\—3)2,

quindi sono A\; = Ay = 3. La matrice non ¢ diagonalizzabile, dal momento che é una matrice 2x2 con
autovalori coincidenti e non é proporzionale all’identita. [Si puo anche verificare esplicitamente che
A non ¢ diagonalizzabile nel modo seguente: se v = (v1,v2) & autovettore associato all’autovalore
A = 3, 'equazione Av = 3v da

Ty —4vg = 3v1, 4v; —ve =3vy = v =v2 = v=(1,1),

quindi esiste un unico autovattore associato a A = 3.



Possiamo allora scrivere

10 7T —4 30 4 —4
a=sen s=a=(p 1) = v=(3 2D-(0 3)-( 2

Si verifica immediatamente che N2 = 0. Si ha quindi

eAx _ eSx-i—Nx _ eSzeNx _ (6390]1) (eNa:) _ (e3a:]l) (]1 + Nx) _ egx <1 Z;lx 1—_4Z$) ‘

La soluzione con la condizione iniziale assegnata € data da
14+4x —4x 4
_ 3z
y(w) = e ( 4x 14:c> <1>’

y1(z) = 3 (4(1 + 4x) — 4a) = 3% (122 + 4),
ya(z) = 7 (4(4z) + 1 —4z) = e (122 +1).

Si trova quindi

EsERCIzIO 3. Le radici del polinomio caratteristico A> — A = A(A — 1) sono
A=0, A=1.
Quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea associata &

yo(z) = c1 + c2€”,

dove ¢; e ¢ sono due costanti arbitrarie. La soluzione particolare ¢ data da g(z) = 91(x) + g2(z),
dove g1 (x) & una soluzione particolare dell’equazione

e y2(z) € una soluzione particolare dell’equazione
y" —y = xsinw.
Si cerca 1 (z) nella forma
71(z) = x(Az® + Ba® + Cz 4+ D) = Az + Ba® + C2® + D
Tenuto conto che
7, = 4A2® + 3Bz +2Cx 4+ D,  §] = 12A2* + 6Bx + 2C,

si trova
12422 + 6Bz + 2C — 4A2® — 3B2? — 20z — D = 22,

da cul si ricava 1
_4A:1:>A:_Z’
12A-3B=0=—3B=12A=-3—=— B = —1,
6B—-2C=0—2C=6B=-6—(C= -3,

2C-D=0= D =2C = —6.



Quindi si trova

Si cerca g2(z) nella forma
y2(x) = (Ax + B) cosx + (Cx + D) sinz.
Tenuto conto che

7h = Acosz — (Az + B)sinz + Csinz + (Cz + D) cos z,
~/!

Uy = —2Asinz — (Ax + B)cosz + 2C cosz — (Cz + D) sinx,

si trova
—2Asinz — (Az + B)cosz +2C cosz — (Cz + D) sinx

— Acosx + (Az + B)sinz — Csinz — (Cx + D) cosx = xsinz,

da cul si ricava

(—2A—D+B—C)sinm:0,
(—C + A):U sinx = xsinz,
(—B—i—QC—A—D)Cosac:O,
(—A — C):L’ cosx = 0,
La quarta equazione da
C=-A,

che, inserita nella seconda, implica

1 1

Sostituendo i valori trovati di A e C nelle altre due equazioni otteniamo

1 1
B-1-:-p=0= B D=1
2 a 2

Sommando e sottraendo le due equazioni troviamo
1
—2D =2, QB:—1:>B:—§, D=-1.

La soluzione ga(x) ¢ quindi data da

B r 1 T .
Ja(x) = <§ - 5) cos T + <—§ - 1) sin x.

In conclusione la soluzione generale dell’equazione &

4

- x x 1
y(f):yo($)+y(if)201+026x7179€3—3m2—6m+ <§f§> cosm—(

T
—+1
2+

) sin x.




ESERCIZIO 4. Il dominio D della funzione é dato dall’intersezione dell’insieme che si trova al di
sopra della parabola y = 22 con l'insieme che si trova al di sotto della retta y = 1 (cfr. la figura).

YA
P, 2! Py

]V

Le derivate parziali della funzione f(z,y) sono

falz,y) =8z =12y,  fy(z,y) =18y — 12a.
Si ha fu(z,y) = fy(x,y) = 0 se e solo se 8¢ — 12y = 18y — 12z = 0, che possiamo riscrivere
2z = 3y, 3y = 2.

Le due equazioni sono uguali: tutti i punti (z,y) € int(D) che si trovano sulla retta y = 2z/3
(cfr. la figura) sono punti critici interni. La matrice hessiana non da informazioni sulla loro natura.

Infatti si ha
fy$($7y) fyy(xﬂU) —-12 18 )’
cosi che det H =8-18 — 122 =2.6- (12 — 12) = 0.

Per studiare la funzione sulla frontiera 3 U 2, dove (cfr. la figura)

v (t) = (1), te[-1,1],
Yo(t) = (t,12), te[-1,1],
definiamo
hi(t) = f(m(t)) = f(t,1) = 4% +9 — 12¢, te[-1,1],
ho(t) = f(ya(t) = f(t,12) = 4t + 9t* — 1263, te[-1,1],
Si ha "
/ o 1 - B
By(t) =~ (1) =8t 12,

cosl che R (t) = 0 se e solo se t = 12/8 = 3/2, che perd non appartiene all'intervallo [—1,1].

Analogamente, si trova

dh
Ky (t) = d—tl(t) = 8t + 36> — 36> = 41(2 + 92 — 9¢) = 0,



cosi che hh(t) = 0 se e solo se t = 0 € [—1,1] oppure 9> — 9t + 2 = 0, ovvero
‘o 9+9-9-9-8 9++9 943
B 18 18 18
I due valori trovati, 12/18 = 2/3 ¢ 6/18 = 1/3 appartengono entrambi all’intervallo [—1,1].

Infine, bisogna tener conto dei punti di intersezione delle due curve 1 e 7s.

In conclusione, i punti candidati a essere massimi o minimi sono:
1. 1 punti critici interni P = (x,2x/3), con 0 < z < x¢ dove zg ¢ il punto di intersezione tra la
retta 7 y = 2/3 e la parabola y = 22, ovvero tale che 2z0/3 = :L'(Q), da cui si ricava g = 2/3

2. ipunti P, = (—1,1) e P, =(1,1) in cui le curve 7, e 7, si intersecano;
3. i punti lungo la curva 49 = 72(t) in cui si annulla la funzione hj(t), ovvero P3 = (0,0),
Py =1(2/3,4/9) = (0, 23) e Ps = (1/3,1/9).
Si noti che P53 e Py sono lungo la retta r, al pari dei punti P = (x,2z/3), x € (0, xg).

Calcolando la funzione f(z,y) sui punti sopra elencati, si trova

f(Ps)
f(Ps) = f(1/3,1/9) = 4/9+9/81 — 12/27 = %*8# — é’

f(P1)=f(-1,1) =4+9+ 12 = 25, f(P)=f(1,1)=4+9-12=1.

f(Py) = f(x,22/3) = 42% 4+ 9(2x/3)? — 122(22/3) = 42* + 42* — 82* = 0,

In conclusione tutti i punti lungo il segmento che unisce i punti Ps e Py, estremi compresi, sono
punti di minimo assoluto, in corrispondenza dei quali la funzione f(z,y) assume il valore minimo
m = 0, mentre il punto P; é un punto di massimo assoluto, e in corrispondenza di tale punto la
funzione assume il valore massimo M = 25.

ESERCIZIO 5. L’insieme  si ottiene richiedendo: (1) 22 + y? < 9, che definisce il cerchio C di
raggio R = 3 e centro nell’origine; (2) |y — x| < 3, overo —3 < y — x < 3, che definisce la striscia
B+t <y<3+ax

Y

La retta y = 3 + x interseca la circonferenza C = {(z,y) € R? : 22 + y? = 9} in (z,y) tale che

y=x+3, 2*+yP=9=2+(2+3)? =9=22"+62+9=9=2(z+3)x =0,



ovvero in P = (0,3) e P» = (—3,0), mentre la retta y = x — 3 interseca la circonferenza 9C nei
punti z,y tali che

y=2-3, 22+’ =9=2+(2-32?=9—=22>-62+9=9=—=2(z—3)z=0,

ovvero in P3 = (0,—3) e Py = (3,0) (cfr. la figura).

L’insieme €2 ¢ quindi 'insieme del piano che ha come frontiera le curve

v = {(x,y) eR?:z¢ [—3,0],y:a:—|—3}, Yo = {(a;,y) ER?:2€[0,3],y =9 — 22 },
73 = {(z,y) eR?:z ¢ [0,3],y =z — 3}, Y4 = {(z,y) eR?:ze[-3,0],y=—V9 — a2 }.

Si puo suddividere €2 in due sottoinsiemi,
Q=0,UQq,
dove

Ql:{(x,y)GQ:xZO}:{(x,y)ERQ:OSxSS,x—BSyS\/9—$2},
Q={(z,y) €Q:x<0}={(z,y) eR*: -3<2<0, —V9-22<y<z+3}

// :Uydxdy:// wydxdy—i—// xy dx dy,
Q Ql Q2
3 V9—x2
// xydxdy—/ d:mc/ ydy
(951 0 r—3

Si ha percio

dove

3 y? vO—z® 4 3
= [ dex = :/ dzz ((9 —2?) — (z — 3)?)
0 2,3 2 Jo
13 2 .2 13 2
= - dmx(Q—a; - +6x—9):f dxw(Gw—Za:)
2 Jo 2 Jo
3 3 4 81 27.3 27
= de(3?-2%) =32 T | —or- 2 —gp 2220
/0 G . 1 TR

e, analogamente,

0 43
// xydxdy:/ d:n:z:/ ydy
Qo -3 —V9—x2
0

yg z+3 1 /[0
:/ dex = :/ dva ((z+3)? — (9 - 2?))
e Y

1 [0 1 [0
—2/ dx:c(x2+9+6x—9+x2)—2/ dxw(2x2+6x)
-3 -3
0 4 310 81 273 27
= [ de(P+32%) =2 +37 | =2 por= 2072 Lor 20
/33:(3;—1—3:) 4—1-373 4+ 4+ 1

Sommando i due integrali si trova

2
// rxydedy = —7
Q 2



ESERCIZIO 6. La curva v é raffigurata in figura. Si noti comunque che il disegno della curva v non
¢ necessario per il calcolo dell’integrale.

SN N

Tenendo conto che
v'(t) =(— costcost — (1 — sint)sint, — costsint + (1 — sint) cost),
da cui segue che
|7 (8)||> = cos*t + (1 — sint)?sin®t + 2 cos? tsint(1 — sint)
+ cos?tsin?t + (1 —sint)? cos® t — 2 cos® tsint(1 — sint))
= cos?t + (1 —sint)?sint 4 cos? tsin® ¢ + (1 — sint)? cos® ¢
= cos? t(cos2 t + sin? t) + (1 —sin t)Q(sin2 t + cos? t)
= cos?t + (1 —sint)? = cos®t + 1 4 sint? — 2sint = 2(1 — sint),

e che
F(y(#) = ((1 —sint) cost)? (((1 — sint) cost)® + ((1 — sint) sint)Q)l/4
= (1 —sint)2cos?¢ (1 — sint)>(cos? ¢ + sin2t)) /"
= (1 —sint)?cos?t (1 —sint)/? = (1 — sint)? cos® tv/1 — sin ¢,
si ottiene
[ s@pas= [ saein ol
= / d2m (1 — sint)? cos? tv/1 — sint+/2(1 — sint)
0
2T
= \@/ dt (1 — sint)? cos? t(1 — sint) = V2 (I — I1),
0
dove

2m 2m 27 2m
/ dt (1 — sin )% cos? t = / dt cos?t — 2/ dt cos? tsint + / dt cos? tsin? ¢
0 0 0 0

2m 2w 2m 27 .
/ dt (1 — sin t)% cos® tsint = / dt cos? tsint — 2 / dt cos? tsin® t + / dt cos? tsin®¢.
0 0 0 0



10

Usando il fatto che

2 3,27
t

/ dt cos?tsint = — - =0,

0 3 o

2 2 2 5 27

cos” (2
/ dt cos® tsin’ ¢ :/ dt cos2tsint—/ dt cos*tsint =0 — < all )> =0,

0 0 0 5 0

si ottiene
27 2w
L — 1= / de C082t+3/ dt cos? tsin’t.
0 0
Inoltre si ha
N 3 3
CoS cos’t cos’t
/dt cos® tsin?t = /dt(cothsint) (sint) = /dt<_3) (sint) = — 5 sint+/dt 3 (sint)’
3 3
t 1 t 1 1
- sint + /dt costt = _ o8 sint + /dt cos’t — = [ dt cos® tsin’t,
3 3 3 3 3

da cul si ottiene
4 3¢ 1
- /dt cos’ tsin’t = _o8 sint + — /dt cos’ t
3 3 3
3 3¢ 1
— /dt cos’tsin’t = 1 <—CO§ sint + 3/dt cos? t>

3 3
:>3/dt cosZtsiHZt——4cos3tsint+4/dt cos’ t,

dove

/dt coth:/dt cost cost:/dt cost(sint)/:costsint—/dt (cost)/sint
:costsint+/dt sin2t:costsint+/dt(l—cos2t)
:costsint—l—/dt—/dt cos2t:costsint—|—t—/dt cos? t

= 2/dt cos® = costsint +t + ¢;

costsint + ¢
— /dtc082:2+02,

con ¢1 e co due costanti arbitrarie, cosi che

7 (% 3cos3t . |77
I1—I2:4/ dt cos®t — 7002 sint
0

: 2
:7/2ﬁdt COSQtZZSlntcost+t ﬂ:zw.
4 ; 4

o 4 2 |, 4

In conclusione, si ha
T2
.




