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Nota introduttiva

Le parti contrassegnate con un asterisco (*) — in particolare i complementi — costituiscono
un approfondimento degli argomenti affrontati nel corso della trattazione e possono essere
omessi, specialmente a una prima lettura, senza compromettere la comprensione del resto.

111






Indice

(1 Numeri reali e numeri complessi|

(1.1 Notazioni ed elementi di teoria degli insiema| . . . . . . ... ... .. ...
(1.2 Numerinaturalil . . . . . . . . . ..
(L.2.1 Elementi di calcolo combinatoriol . . . . ... ... ... ... ...
L22 Formula del binomid . . . ... ... ... ... ... ... .....
(L3 Numeriinteril . . . . . . . . . .
(L4 Numeri razionalll . . . . . . . . ..
[1.Lb Numerirealil . . . . . . . . . .
[L.6 Definizione assiomatica dei numeri reali (*)[. . . . . .. ... ... ... ..
(.7 __Sottoinsiemi del numeri realll . . . . . . . .. ..o
(L7 1 Intervallil . . . . . . . .
[1.7.2  Estremo superiore ed estremo inferiore| . . . . . . . ... ... ...
(1.8 Numeri complessi| . . . . . . . ...
[1.8.1 Radici di un polinomio a coefficienti complessi| . . . . . . . . .. ..
[1.8.2  Radici di un polinomio a coefficienti reals| . . . . . . ... ... ...
[1.8.3 Fattorizzazione di un polinomio ()| . . . . . ... .. ... ... ..
[1.8.3 Calcolo delle radici di un polinomio| . . . . . . ... ... ... ...

[3  Funzioni elementari principali

[3.1  Funzioni elementari principalil . . . . .

[3.2  Domini e grafici delle tunzioni potenze|

29
29
31
33
36



vi

[3.3 Equazioni di primo e secondo grado| . . . . ... ...

| 3.3.1 Equazione di primo grado ax +b=0,a#0 . . . ... ..
| 3.3.2 Equazione di secondo grado az® +brx +c=0,a #0 . . . .
[3.4 Disequazioni di primo grado| . . . . . . ... ... L.

| 3.4.1  Disequazione di primo grado ax +b>0,a#0. . . . . ..

| 3.4.2  Disequazione di primo grado ax +b<0,a #0. . . . . ..

[3.0 Disequazioni di secondo grado| . . . . . . . ... ...

| 3.5.1 Disequazione di secondo grado ax® + bz +c > 0, a # (|
| 3.5.2 Disequazione di secondo grado az® + bx +c¢ > 0, a # (|
| 3.5.3 Disequazione di secondo grado az® + bx + ¢ < 0, a # 0|
| 3.5.4 Disequazione di secondo grado ax® + bx +c < 0, a # 0|

[3.6 Domini e grafici delle funzioni trigonometriche . . . . . . . . . ..

B.6.1 Senoecosend . . . . . ...

[3.6.4  Formule trigonometrichel . . . . . . . ..o L.

[3.7  Dominio e grafico della funzione esponenzialel. . . . . . . . . . ..

[3.8 Dominio e grafico della funzione logaritmo| . . . . . . .. ... ..

[3.9 Simmetrie e parita] . . . .. ... oL

INDICE



INDICE

(5.7 Un limite notevole: il numero di Nepero| . . . . .. . ... ... ... ...

| 5.7.1 Calcolo del limite: prima parte (%) . . . ... ... ... ... ...

| 5.7.2  Calcolo del limite: seconda parte ()| . . . . ... ... ... ....

[6.1 Definizione ed esempi| . . . . . . . ..o

[6.2  Proprieta delle tunzioni continue|. . . . . . . ... ... ...

[7.2  Proprieta della derivatal. . . . . .. . ... ... 0oL
[7.2.1 Interpretazione grafica della derivata] . . . . . . . . ... ... ...

[7.2.2  Regole di derivazione| . . . . . . . . . ... oL

[7.3  Derivata di una funzione compostal . . . . . . . . .. .. ... ...,

(8.3 Teoremi dide I'Hopital| . . . . . .. ... ... ... o0

| 8.3.1 Forme indeterminate della forma 0/0] . . . . . . .. ... ... ...

| 8.3.2 Forme indeterminate della forma oco/oo|. . . . . . ... ... ..
R4 Fuserclzil . ... oL

Vil

92
93
95
96

101
101
103
104
106
109
110

113
113
114
115
116
117
119
120
120
120
121

125
125
127
129
129
131
132



viii INDICE

9.3 Massimi e minimi assoluti di una funzionel . . . . . .. ... ... ... .. 142
9.4 Primo studio del grafico di una funzione| . . . . . . . . .. ... ... ... 144
9.5 Studio della derivata secondal . . . . . . ... ..o 146
9.6 _Funzioni convesse e funzioni concavel . . . . .. ... 147
[9.7 Schema per lo studio del grafico di una funzione| . . . . . . . . . . .. ... 149
0.8  Fisercizil . . . . . . .. 151
207
(10.1 Integrali definiti] . . . . . . . . . . .. . ... L 207
[10.2 Proprieta degli integrali definity . . . . . . ... ... ... ... ... ... 210
(10.3 Integrali indefiniti . . . . . . . . . . . .. .. 212
(10.4 Tabella di integrali indefinity . . . . . . . ... ... ... 0L, 214
(11 Metodi di integrazione] 217
[(11.1 Integrazione per sostituzione| . . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... .. 217
(11.2 Integrazione per partif. . . . . . . . . . . . ... 220
[11.3 Integrazione di tunzioni razionall . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 222
QLA ESercizl . - - o v v o 227
(12 Formula di Taylor| 235
(12.1 Approssimazioni di funzioni con polinomif. . . . . . . . . .. .. ... ... 235
12.2 Formula di Maclaurin di funzioni elementari . . . . . . .. ... .. .. .. 239
| 14.2.1 Formula di MacLaurin per la funzione e*| . . . . . . . .. ... .. 239
| 14.2.2  Formula di MaclLaurin per la funzione sinz| . . . . . . . . ... .. 239
| 14.2.3  Formula di MacLaurin per la tunzione cosa| . . . . . . . . . . . .. 241
| 14.2.4  Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1 —z)[ . . . . . . .. .. 241
| 14.2.5 Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1+x)[ . . ... ... .. 242
| 14.2.6 Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1 — ). . . . . . . . .. 242
| 14.2.7 Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1 + ). . . . . . . . .. 242
| 14.2.8 Formula di MacLaurin per la funzione In(1+ ) . . ... ... .. 243
| 14.2.9  Formula di MacLaurin per la funzione arctgx|. . . . . . . . . . .. 243
| 14.2.10 Formula di MacLaurin per altre funzioni elementari . . . . . . .. 244
[12.3 Calcolo di limiti mediante la formula di Taylor{ . . . . . . . ... ... ... 245
M2AEsercizll . . . . . o o 249




1

Numeri reali e numeri complessi

1.1 Notazioni ed elementi di teoria degli insiemi

Un insieme & una qualsiasi collezione di oggetti, che prendono il nome di elementi del-
I'insieme. Noi saremo prevalentemente interessati a insiems numerici, ovvero insiemi i cui
elementi sono numeri.

Se x & un elemento dell’insieme X, diciamo che z appartiene ad X. Se gli elementi
di X sono xi,xy,x3,. .., scriviamo X = {xy, 29, 23,...}. Se Y & un sottoinsieme di X,
i.e. una collezione di elementi che appartengono ad X, diciamo che Y ¢ contenuto in X.
Per costruzione, il sottoinsieme di un insieme ¢ a sua volta un insieme. Un sottoinsieme Y
di X puo essere costituito da un unico elemento x di X : in tal caso scriviamo Y = {z}.

Introduciamo le seguenti notazioni:

1.

I1 simbolo € significa “appartiene a”, mentre ¢ significa “non appartiene a”. Quindi,
dato un insieme X, la notazione x € X significa che x & un elemento di X, ovvero
che = appartiene a X, mentre la notazione y ¢ X significa che X non contiene
I’elemento .

Il simbolo C significa “é¢ contenuto in”, mentre ¢ significa “non é contenuto in”.
Quindi, dato un insieme X, se Y & un sottoinsieme di X, ovvero se Y & contenuto
in X, scriviamo Y C X.

Dati due insiemi A e B, I'insieme AU B, chiamato unione di A e B, indica I'insieme
i cui elementi appartengono ad A o a B o a entrambi A e B, i.e.

AUB={z:x€ Aox € B}.

Dati due insiemi A e B, l'insieme A N B, chiamato intersezione di A e B, indica

I'insieme i cui elementi appartengono sia ad A sia a B, i.e.
AUB={x:x€ Aex e B}

Dati due insiemi X e Y, indichiamo con X \ 'Y (differenza tra X e Y') U'insieme dei

punti di X che non appartengono a Y, i.e.

X\Y={zeX:z¢V}
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La notazione Vz significa “per ogni x”.
La notazione dz significa “esiste 2, mentre 3! x significa “esiste un unico z”.
)
Indichiamo con @) I'insieme vuoto (I'insieme che non contiene alcun elemento).

Dato un sottoinsieme Y C X, si dice complementare di Y in X l'insieme Y° dei
punti di X che non appartengono a Y, i.e.

Ye={reX:z¢Y}
Per costruzione siha YUY =X, Y NY =0e (V) =Y VY C X.

Dati due insiemi X e Y, I'insieme X x Y, che prende il nome di prodotto cartesiano
di X e Y, indica I'insieme ottenuto prendendo tutte le coppie ordinate (x,y), con
reXeyeY,ie.

XxY={(z,y):xe X,y Y}

Un esempio di unione e intersezione di insiemi nel piano ¢ dato nelle Figura[l.1] e

o

®

Figura 1.1: Due insiemi A e B nel piano: ¢ evidenziato a destra A, a sinistra B.

2

A
AUB
B

Figura 1.2: Unione e intersezione degli insiemi A e B della Figura
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Osservazioni:
1. Un sottoinsieme Y C X pud coincidere con I'insieme X (ovvero, i sottoinsiemi di

un insieme X comprendono anche insieme X). Un sottoinsieme Y C X che non sia
X costituisce un sottoinsieme proprio dell’insieme X.

2. A volte si distingue, come notazione, Y C X e Y C X, dove Y C X indica che il
sottoinsieme Y puo essere lo stesso X, mentre Y C X indica che Y é un sottoinsieme
proprio di X. Noi non useremo questa notazione.

3. Si noti che, nella definizione di unione, la disgiunzione “o” ha carattere inclusivo,
non esclusivo: un elemento appartiene all’'unione di due insiemi anche nel caso in
cui appartenga a entrambi.

4. Confrontando le definizioni ai punti [f| e [0 si vede subito che se Y C X si ha
X\Y = XNYe* Seinvece Y non ¢ un sottoinsieme di X, si ha X\Y = X\ (Y NX).

Esercizi:

1. Si determino gli elementi e i sottoinsiemi dell’insieme X = {1, 2, 3}.

2. Si determinino 'unione, I'intersezione e le differenze dei due insiemi A = {1,2,3} e B =
{2,3,4,5}.

3. Si determinino 'unione, l'intersezione e le differenze dei due insiemi A = {1,2,3,4,6,8,10}
e B={1,5,6,9}.

4. Si determinino 'unione, I'intersezione e le differenze dei due insiemi A = {0,2,6,8,10} e
B=1{1,2,5,7,9}

5. Dato l'insieme A = {0,1,2,4,5,6,7,8,9}, si determino due insiemi B e C tali che BUC = A
e BNC =1, esicalcolino A\ Be A\ C.

6. Siano A e B come nell’esercizio 1: si determini 'insieme A x B.

7. Si dimostri che, dati due insiemi A, B, si ha A°U B¢ = (AN B)°.

8. Si dimostri che, dati due insiemi A, B, si ha A°N B¢ = (AU B)“.

Soluzioni:

1. Gli elementi di X sono i numeri 1 2 e 3, mentre i sottoinsiemi di X sono gli insiemi {1, 2, 3}
(che coincide con X), {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1}, {2} e {3}. Si noti la differenza tra 1 € X,
visto come elemento di X, e il sottoinsieme {1}, visto come I'insieme costituito dall’unico
elemento 1.

2. AUB={1,2,3,4,5}, AnB={2,3}, A\B=A= {1}, B\ A= {4,5}.

3. AUB ={1,2,3,4,5,6,8,9,10}, ANB = {1,6}, A\B = A = {2,3,4,8,10}, B\ A = {5,9}.

4. AUB =10,1,2,3,4,5,6,8,9,10}, ANB =0, A\ B= A, B\ A= B. Sinoti che I'insieme

{0} ¢ ben diverso dall’insieme nullo (): I'insieme nullo non contiene elementi, mentre {0}
contiene 1’elemento 0.
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. Per esempio B = {0,2,4,6,8} e C ={1,5,7,9}. Sitha A\ B=Ce A\ C = B.
. Siha Ax B = {(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(6,1),(8,1),(10,1),(1,5),(2,5),(3,5),(4,5),(6,5),

(8,5),(10,5), (1,6),(2,6),(3,6),(4,6),(6,6),(8,6),(10,6), (1,9),(2,9),(3,9),(4,9),(6,9),(8,9),
(10,9)}. Si noti che (1,6) # (6,1) e che, mentre (3,1) € A x B, invece (1,3) ¢ A x B.

Se x € A°U B¢, allora x € A° 0o z € B, ovvero x ¢ A o x ¢ B. Quindi si possono avere
tre casi: © ¢ Aex ¢ Boppurex ¢ Aex € Boppure x € A, x ¢ B. In altre parole non si
puo avere x € A e x € B simultaneamente, da cui segue che si ha x ¢ AN B, ovvero che
x appartiene al complementare di AN B.

. Segue dall’esercizio 5, se definiamo A’ = A® e B’ = B¢ e utilizziamo la proprieta che per

ogni sottoinsieme X si ha (X€)¢ = X.

1.2 Numeri naturali

L’insieme dei numeri naturali ¢ U'insieme N = {0,1,2,3,...}. I numeri naturali sono i
numeri piu intuitivi: si utilizzano per contare gli oggetti (la cassa contiene 10 mele, il libro
ha 286 pagine, ecc.) o per definire un ordinamento tra oggetti (questo é il terzo libro che
ho letto questo mese, ecc.).

Sui numeri naturali si definiscono un’operazione di addizione o somma (4) e un’ope-
razione di moltiplicazione o prodotto (-): ¥p,q € IN si possono considerare la loro somma
p+q € N e il loro prodotto p - ¢ € IN. L’elemento 0 (zero) prende il nome di elemento
neutro dell’addizione: si ha p+0 = p Vp € IN. Analogamente, I’elemento 1 prende il nome
di elemento neutro del prodotto: sihap-1=pVp e IN.

Proprieta dei numeri naturali:

1. Proprieta commutativa dell’addizione: Vp,q € N si ha p+ ¢ = q + p.

2. Proprieta associativa dell’addizione: Vp,q,m € N si ha p+ (¢ +m) = (p+ q) +m.
3.
4
5)

Proprieta commutativa della moltiplicazione: Vp,q € N si hap-q=q - p.

. Proprieta associativa della moltiplicazione: Vp,q,m € N sihap-(¢-m) = (p-q)-m.

. Proprieta distributiva: Vp,q,n € Nsihap-(¢+n)=p-q+p-n.

Osservazioni:

1.

2.

A volte I'insieme dei numeri naturali ¢ definito escludendo lo zero: N = {1,2,3,...}.
Noi non segueremo questa convenzione.

Nel seguito il prodotto di due numeri qualsiasi x, y sara indicato indifferentemente
come x -y oppure, pitl semplicemente, come xy, omettendo il punto tra i due numeri.
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1.2.1 Elementi di calcolo combinatorio

Dato un numero n € IN, n > 1, il prodotto dei primi n numeri interi 1,2, ..., n si chiama
fattoriale di n e si indica con il simbolo n!. Siha 1!=1,21=1-2=2,31=1-2-3 =6,
40=1-2-3-4=24,51=1-2-3-4-5=24-5=120, e cosi via. Si pone per definizione
0! = 1. Si vede immediatamente che n! =n-(n —1)!'¥n € N, n > 1. Dati n,k € N, con
k < n, si definisce coefficiente binomiale il numero

n n!
Crnk i= <k> T kl(n—k)!
Si ha per esempio

0 () (2 (@) ()

Si verifica facilmente che
ny n
k) \n—k)"

1.2.2 Formula del binomio

Ricordiamo infine la formula del binomio (o formula di Newton): per ogni a,b € R e per
ogni n € IN tale che n > 1 si ha

(a+b)" = Xn: (Z) a" ok

k=0

_ n n n n—1 n n—1 n n
() (e () ()

dove il simbolo » prende il nome di sommatoria. La sommatoria costituisce, in generale,
un modo compatto per scrivere una somma di termini che si possono identificare tramite
un indice, ovvero un numero naturale k£ che assume piu valori. Nel caso che stiamo
considerando, per n fissato, si considerano gli n + 1 addendi della forma

Y\ n—kpk
(k)a b,

ottenuti al variare di k¥ € {0,1,2,...,n}, e si sommano. Per esempio, per n = 2 si ha la
formula del quadrato del binomio

(a+0)* = a* + 2ab + b?,
per n = 3 si ha la formula del cubo del binomio

(a+0b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b*,
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per n =4 si ha
(a+0b)* = a* + 4a®b + 6a?b* + 4ab® + b*,

per n =5 si ha
(a+b)° = a® + 5a*b + 10a*b* + 10a®b* + 5ab* + b°,
e cosl via. Per la dimostrazione della formula del binomio cfr. i complementi del §1.4]

Osservazioni:

1. Dato un insieme di n elementi, n! rappresenta il numero di permutazioni degli
elementi dell’insieme: in altre parole n! esprime in quanti modi diversi si possano
ordinare n elementi. Per esempio, se A = {1, 2,3}, allora ci sono 3! modi di ordinare
i tre elementi di A: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) e (3,2,1).

2. Dato un insieme di n elementi, il coefficiente binomiale (), j indica il numero di
combinaziont degli n elementi presi k alla volta, che rappresenta il numero di modi
di scegliere k elementi nell’insieme, ovvero il numero di sottoinsiemi costituiti da &
elementi. Per esempio se A = {1,2,3}, ci sono U5 = 3 sottoinsiemi costituiti da
due elementi, dati da {1,2}, {1,3} e {2,3}, C31 = 3 sottoinsiemi costituiti da un
solo elemento, dati da {1}, {2} e {3}.

Esercizi:

5
1. Si scriva esplicitamente e si calcoli la somma, Z k2.
k=1
5
2. Si scriva esplicitamente e si calcoli la somma Z (14 2k).
k=1

k

4. Si sviluppi la formula del binomio (a 4+ b)"™ per n =5 e n = 6.

3. Si dimostri che per ogni k,n € IN, k < n, si ha <n> < 2™

5. Si riscriva utilizzando le notazioni introdotte in §1.1 la seguente affermazione: comunque
siano presi un elemento dell’insieme A e un elemento dell’insieme B la somma dei loro
quadrati € minore o uguale a 13.

6. Si determino due sottoinsiemi A e B di IN per cui valga Paffermazione dell’esercizio [o]

7. Siriscriva utilizzando le notazioni introdotte in §1.1 la seguente affermazione: per ogni ele-
mento dell’insieme A esiste un elemento dell’insieme B tale che la somma dei due elementi
¢ uguale al loro prodotto.

8. Simostriche, se A, B C N, i.e. se A e B sono sottoinsiemi di IN, 'affermazione dell’esercizio
puo valere solo se A = B = {2} oppure A = B = {0}.
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Soluzioni:

5
LY k> =144+9+16+ 25 =55,
k=1
5
2.3 (1+2k)=3+5+7+9+11 =35

k=1
n g n _ " n kqin—k __ n __ on
3. (k)gz:(k)_z:(k)u = (1+1)"=2"
k=0 k=0
4. Siha

(a+b)° = a® + 5ab + 10a>b* + 10a®b> + 5ab” + b°,
(a+b)® = ab + 6a°b + 15a*b* + 20430 + 15a%b* + 6ab’ + b°.

V(a,b) € A x B a? +b* < 13.
Per esempio A ={0,1,2} e B = {1, 3}.
Vaoe AFbe B:a+b=a-b.

Siano a,b € N taliche a+b =a-b. Sea=1sihal+b=1-b=">, che non & mai
soddisfatta. Se a # 1 si ha (a —1)-b = a e dividendo per a —1 # 0 si trova b = a/(a — 1),
che puo essere intero solo se a = 0 0 a — 1 = 1; corrispondentemente si ha b= 0se a =0
eb=2/1=2sea=2. Quindi sono possibili solo due casi: a = b =0 oppure a = b = 2.

© N o o

1.3 Numeri interi

Un’equazione di primo grado x + p = ¢, con p,q € IN, non sempre ammette soluzione
in IN. Per esempio 'equazione z + 2 = 1 non ammette soluzione in IN. Da qui la
necessita di ampliare I'insieme dei numeri, che porta a introdurre l'insieme dei numer:
interi Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Stha N C Z.

Un numero intero p si dice positivo sep € Nep #0 (i.e. p=1,2,3,...), non negativo
sepe N, (ie. p=0,1,2,3,...), negativo se —p € N e p # 0 (ie. p=—1,-2,-3,...)
e non positivo se —p € IN (i.e. p =0,—1,—2,-3,...). In particolare, se p ¢ un numero
positivo o negativo, allora p non & mai nullo (i.e. p # 0), mentre, se p & un numero non
positivo o non negativo, allora puo essere nullo. Si noti che i numeri interi non negativi
non sono altro che i numeri naturali.

Le operazioni di addizione e di moltiplicazione introdotte per i numeri naturali si
estendono all'insieme dei numeri interi, i quali ereditano le stesse proprieta (commuta-
tiva, associativa e distributiva). In particolare esiste I’elemento neutro dell’addizione:
I’elemento 0 ¢ tale che per ogni p € Z si ha p+ 0 = 0+ p = p. Inoltre, per ogni p € Z,
esiste un unico g € Z tale che p + ¢ = 0; 'elemento ¢ si chiama 1’elemento opposto di p.
Si noti che se p € Z ¢ positivo, il suo opposto ¢ negativo e, viceversa, se p & negativo il
suo opposto € positivo, mentre I'opposto di 0 ¢ 0.
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1.4 Numeril razionali

Un’equazione di primo grado pr = ¢, con p,q € Z, p # 0, in generale non ammette
soluzione in 7, a meno che ¢ non sia divisibile per p. Per esempio ’equazione 2x = 3
non ammette soluzione in 7Z. Da qui la necessitd di ampliare ulteriormente l’insieme
dei numeri, introducendo un altro insieme numerico: l'insieme dei numeri razionali Q =
{p/q:p,q € Z,q+# 0}. SihaZ C Q. La rappresentazione di un numero razionale non
¢ unica: per esempio 2/3, 4/6, (—10)/(—15) rappresentano lo stesso numero. Tuttavia
diventa unica se imponiamo che i due numeri siano primi tra loro (i.e. che non abbiano
divisori comuni a parte 1) e che ¢ sia positivo; per esempio per tutti i numeri considerati
prima scegliamo la rappresentazione 2/3. Dati due numero interi p e ¢ si chiama massimo
comun divisore di p e ¢ — e si indica con MCD(p, ¢) — il numero intero piu grande che divide
p e ¢ senza lasciare resto; per esempio MCD(6,4) = 2, MCD(15,5) = 5, MCD(12, 36) =
12, MCD(11,13) = 1. Per indicare che due numeri interi p e ¢ sono primi tra loro si scrive
MCD(p, q) = 1, che esprime il fatto che il massimo comun divisore (MCD) di p e q ¢ 1,
ovvero che 1 ¢ I'unico divisore comune dei due numeri p e q.

Possiamo quindi scrivere
Q={p/qa:p,q€Z,q#0}={p/q:p,q €Z, q>0eMCD(p,q) = 1}.

I numeri razionali ereditano le proprieta commutativa, associativa e distributiva dei
numeri interi, oltre all’esistenza dell’elemento neutro dell’addizione e dell’elemento neutro
della moltiplicazione. Inoltre I’elemento 1 ¢ tale che perognipe Qsihap-1=1-p=p
e, se p # 0, esiste un unico ¢ € Q tale che p- ¢ = 1. L’elemento ¢ si chiama 1’elemento
inverso (o reciproco) di p ed ¢ dato da ¢ = 1/p.

L’operazione di divisione tra numeri razionali pud essere ricondotta all’operazione
di moltiplicazione: infatti dividere un numero razionale p/q per un numero razionale
m/n # 0 significa moltiplicare p/q per il numero razionale n/m. Si noti che invece,
all'interno dell’insieme dei numeri interi (e dei naturali come sottocaso), la divisione per
un numero diverso da +1 produce un numero che non appartiene allo stesso insieme, dal
momento che si tratta appunto di un numero razionale.

Osservazioni:

1. Il coefficiente binomiale é stato introdotto in §1.2| come rapporto di due numeri
naturali, quindi come numero razionale. Si puo tuttavia dimostrare che in realta ¢
sempre un numero naturale: il numeratore del rapporto é sempre divisibile per il
denominatore (cfr. i complementi alla fine del paragrafo).

2. Un numero razionale p/q, con p,q # 0, & positivo se p e ¢ sono entrambi positivi o
entrambi negativi ed ¢ negativo se p e ¢ hanno segno opposto (i.e. sono uno positivo
e l'altro negativo). Non ¢ quindi restrittivo supporre che sia ¢ > 0; infatti, se ¢ < 0,

si puo scrivere p/q = (—p)/(—q), con —q > 0.
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Complementi (*):

1. Principio di induzione. Il principio di induzione é una tecnica utilizzata per dimostrare
la validita di un enunciato P, che dipende da un indice n = 1,2, 3,... Per dimostrare che
I’enunciato P, € vero per ogni n occorre verificare che

(1) Py ¢ vero,

(2) se si assume che P, & vero allora anche P, é vero.
Infatti, una volta verificate le proprieta (1) e (2), se P, fosse falso per qualche n’ > 1,
allora dovrebbe essere falso anche P,,_; (altrimenti, per la proprieta (2), se P,/_; fosse
vero anche P, dovrebbe essere vero), e, ragionando allo stesso modo, dovrebbe essere falso
anche P,/ _o, Py_3,...: iterando ’argomento n’ — 1 volte si trova alla fine, che anche P
dovrebbe essere falso, ma questo non ¢ possibile per la proprieta (1).

2. Esiste una versione alternativa del principio di induzione (nota come versione forte, men-
tre quella del punto precedente ¢ chiamata versione debole) in cui, per dimostrare che
I’enunciato P,, é vero per ogni n, si puo verificare che

(1) Py ¢ vero,
(2) se si assume che P, ¢ vero per ogni n’ =1,2,...,, n, allora anche P, ;1 ¢ vero.

Infatti, una volta verificate le proprieta (1) e (2), se P, fosse falso per qualche n > 1,
allora dovrebbe essere falso P,/ per qualche n’ < n (altrimenti, per la proprieta (2) anche
P, sarebbe vero), e, ragionando allo stesso modo, dovrebbe essere falso P, per qualche
n” < n': iterando 'argomento si trova alla fine, al piu dopo n passi, che anche P; dovrebbe
essere falso, ma di nuovo questo non ¢ possibile per la proprieta (1).

3. Diseguaglianza di Bernouilli. Per ogni x € R tale che x > —1 e per ogni n € IN tale che
n > 1 si ha
(14+2)" > 1+ nax.

Si procede per induzione. Per n = 1 la relazione vale con il segno =. Se la diseguaglianza
é vera per qualche n allora, si ha

A+z)" =10 +2)"1+2)> A +nz)1+2z) =1+ nz+ x4 na?
>l+nr+z=1+ (n+1)x,

dove si ¢ tenuto conto che 1 +x > 0 (e quindi se A > B risulta A(1+z) > B(1 +x)) e
che nz? > 0. Ne segue che la diseguaglianza & vera anche per n + 1.

4. Somma geometrica. Si chiama somma geometrica di ragione x la somma

n
ka:1+x+x2—|—m3—l—...—|—x".
k=0

Si dimostra per induzione che, per x # 1, vale la formula

1_$+1
Zx 1—z
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Per n = 1 si verifica immediatamente che

1—22 (1 1— !
= (IL+z)( $>=1+x:ZCL‘k.
1+=x 1—z Pt

Se la formula vale per n, allora per n + 1 si trova

n+1 n

1_xn+1 1_xn+1+(1_x)$n+l
k _ k n+l __ n+1l __

1— xn+1 + xn+1 _ xn—&—? 1— :L,n+2

)

1—z o 1-x

e quindi la formula vale anche per n + 1.

. Dimostrazione della formula del binomio. La formula del binomio vista nel §1.2.2]si puo

dimostrare utilizzando il principio di induzione. Si verifica immediatamente che la formula
é valida per n = 1, dal momento che

1
- N\ e (1 1y, 1 o
(a+ D) —E <k>a b —<O>a+<1>b—0!1!a+1!0!b—a+b.

k=0

Assumiamo che la formula sia vera per qualche n. Si ha allora, per n + 1,

(a+0)"™ = (a+b)(a+b)" = (a+1D) zn: (Z) a™kpk

k=0
" /n " /n
_ n+l—kik n—krk+1
_Z<k>a b+Z(k>a e,
k=0 k=0
Se riordiniamo le somme nel secondo contributo scrivendo k41 =, cosichei =1,...,n+1,

nella forma
n n n+1 n n n
n—kpk+1 __ n+l—7 37 _ 1n+1 n+l1—1 31
kzo@ b _;<i_1>a b= +Zl(i_1)a b,
= 1= 1=

dove abbiamo isolato il termine corrispondente a ¢ = n + 1, e riscriviamo

zn: <Z> Lk — zn: (7) =i = gt 4 zn: (7;6) gt bi)
i=1

k=0 1=0

dove abbiamo isolato il termine corrispondente a ¢ = 0, otteniamo

n+l _  n+l = n n n+l—izi n+1
(a+b)" =aq +2[<i>+(i_l>}a b+ b
_ n+l & n n n+l—kik n+1
—a +;[(k)+(k_1>]a bk 4 b,
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dove, per ottenere la seconda riga, abbiamo semplicemente richiamato k l'indice della
sommatoria. D’altra parte vale la seguente identita (nota come formula di Pascal)

<Z> + (k . 1> = k:!(nni PIREE 1)!(Z!+ Y

= o 1)7(!11 ! (11 * n+1—k>

n! n+1
" (k—1)l(n—Fk)! (k(n+1—k)>

n!(n+1)  (n+1)! _<n;{i—1)7

C(k=D%k(n—9)|(n+1-k) kl(n+1—k)!

che ci permette di riscrivere

4R = A W T S St ntl—kpk | pn+l
(a+b)" =a" 4y L) => L )a e bt
k=1 k=0

dove abbiamo reinserito nella sommatoria i termini corrispondenti a k = 0e k = n + 1.
Quindi la formula, se & vera per n, é vera anche per n + 1.

6. Il coefficiente binomiale & un numero naturale. Si dimostra per induzione che & vero per

ogni n =1,2,3,... il seguente enunciato
P,: il coefficiente binomiale C, j, ¢ un numero naturale per ogni £ = 0,1,...,n.

Per n =1 si ha

1 1! 1 1!
Cro (0) o b G <1) !
quindi I'enunciato P; ¢ vero. Assumiamo che I’enunciato P, sia vero per n’ =1,...,n e
mostriamo allora che ¢ vero anche P, 1: si ha, per ogni k < n,
(n+1)! nl(n+1)

Otk = F TR (k= Dlh(n— B)l(n— k1)

n! n+1 n! 1 1
= R

(k=Din—k)lk(n—k+1)  (k=Dln—k! \n—k+1 k
n! n!
T k- Din—k+ 1! k(0!
n! n!
T - D= (h—1) K=k Cnp—1 + Crfs

dove (), —1 e C}, i, sono numeri naturali per I'ipotesi induttiva. D’altra parte, per k = n+1,
si ha
o 4+
n+ln+l — (n+ 1)‘()' — 4L
cosi che concludiamo che C), 41 ¢ un numero naturale per ogni £ = 0,1,...,k+ 1, ovvero
che P41 € vero.
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Osservazioni:

1. Nella formula del binomio, possiamo scegliere a = 0 o b = 0 se adottiamo la con-
venzione 0° = 1 (per dare significato ai fattori a” e 8°). Con la stessa convenzione,
sia la diseguaglianza di Bernouilli che la somma geometrica sono valide banalmente
anche per n = 0.

2. E importante comunque sottolineare che, mentre in algebra tale convenzione si usa
abitualmente, al contrario in analisi matematica ’espressione 0° & priva di significato

(cfr. §3.7)) e, nel calcolo dei limiti, costituisce una forma indeterminata (cfr. §8.2).

Esercizi:

n
1. Si dimostri che la somma dei primi n numeri naturali & E k=
k=1

n(n+1)
—
n

2. Si dimostri che la somma dei primi n quadrati é Z k2 =
k=1

n(n+1)(2n + 1).

Soluzioni:

1. Siprocede per induzione. Per n = 1 la formula ¢ valida poiché si han(n+1)/2 =1-2/2 = 1.
Assumendo che la formula sia verificata per qualche n, si ha, per n + 1,

n+1

Zk‘—Zk+ n+1 (n—i-l) (n+1):(n+1)<g+1):(n+1)2(n+2)‘
k=1

2. Si procede sempre per induzione. Per n = 1 si verifica immediatamente che la formula é&
valida poiché si ha n(n +1)(2n+1)/6 = 1-2-3/6 = 1. Assumendo che la formula sia
verificata per qualche n, si ha, per n + 1,

n+1
Z ZkQ bt 1) (n+1)6(2n+1) +(n+1)?
k=1

( (2n+1 ) (n+1)
+

2n? +Tn+6 (n+1)(n+2)(2n+3)
6 6

n(2n+1)+6n+6

=(n+1)

=(n+1)

_ m+1)(n+2)2(n+1)+1)

6

cosl che la formula é verificata anche per n + 1.
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1.5 Numeri reali

Un’equazione di secondo grado az? 4+ bx 4+ ¢ = 0, con a # 0, anche nel caso in cui i coefficienti
a, b, ¢ siano sono numeri razionali, non necessariamente ammette soluzioni in Q. Per esempio
I'equazione 22 — 2 = 0 non ammette soluzione in Q: le soluzioni dell’equazione sono x = ++/2,
dove il numero v/2 (radice quadrata di 2) non ¢ un numero razionale; infatti si puo dimostrare
che v/2 non si pud scrivere come rapporto di due numeri interi (cfr. i complementi alla fine del
paragrafo).

Da qui la necessita di ampliare ancora una volta 'insieme dei numeri, con l'introduzione
dell’insieme dei numeri irrazionali, ovvero dei numeri che non possono essere scritti sotto forma
di frazione p/q, con p,q € Z, q # 0. L’insieme dei numeri razionali e dei numeri irrazionali
costituisce 'insieme dei numeri reali R. Si ha quindi Q C R.

Su R si possono ancora definire le operazioni di addizione (+) e moltiplicazione (-), che
continuano a godere delle proprietda commutativa, associativa e distributiva. Inoltre, I’insieme
R & quello che si definisce un insieme totalmente ordinato, ovvero Va,y € R solo una delle tre
possibilita puo verificarsi: * > y, x = y, x < y (si noti che tale proprieta vale anche per i numeri
razionali).

Osservazioni:

1. Come si vedra al un’equazione di secondo grado puo non avere soluzioni reali.

2. In realta, non tutti i numeri reali appaiono come soluzioni di equazioni di secondo grado:
in numeri reali si suddividono in numeri reali algebrici, che sono soluzioni d equazioni
algebriche, i.e. di equazioni della forma P,(x) = 0, dove P,(z) ¢ un polinomio di grado
n per qualche n € IN, e numer: realt trascendenti, che al contrario non risolvono alcuna
equazione polinomiale: esempi di numeri reali trascendenti sono 7 ed e (cfr. pag. .

La definizione di numero reale data fin qui non & davvero soddisfacente: infatti, mentre i
numeri interi e i numeri razionali sono stati definiti in termini di numeri noti (gli interi sono i
naturali a meno eventualmente di un segno, e i razionali sono rapporti di interi), non ¢ chiaro che
tipo di numeri siano i numeri irrazionali e che proprieta abbiano. E possibile, tuttavia, dare una
definizione assiomatica dell’insieme dei numeri reali, ovvero una definizione che ne caratterizza
in modo completo e rigoroso tutte le proprieta (cfr. il §1.6). Senza addentraci nei dettagli, ci
limitiamo qui a sottolineare una proprieta fondamentale dell’insieme dei numeri reali: la proprieta
di continuita, che lo caratterizza e contraddistingue dall’insieme dei numeri razionali e che pud
essere illustrata nel modo seguente. Si chiama asse reale una retta sulla quale si siano fissati:

e un punto O, chiamato origine,
e un senso positivo, indicato da una freccia,
e un’unita di misura
Se si traccia la retta in direzione orizzontale, usualmente si assume che 'orientamento sia da

sinistra a destra. Si identifica allora 0 (zero) con il punto O, cosi che i numeri positivi sono a
destra di O e i numeri negativi alla sua sinistra (cfr. la Figura[1.3)).
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Figura 1.3: Asse reale.

A ogni punto della retta & associato un numero reale e viceversa: esiste quindi un corri-
spondenza biunivoca tra i punti della retta e i numeri reali. Tale proprieta implica che i numeri
reali si possano rappresentare come un insieme continuo ed é percio indicata come proprieta di
continuita dei numeri reali.

Complementi (x):

1.

Dimostrazione per assurdo. Si chiama dimostrazione per assurdo un ragionamento in cui,
per dimostrare che vale una proprieta, si assume che la proprieta sia falsa e si fa vedere,
attraverso una serie di passaggi logico-deduttivi, che questo porta a una contraddizione.

. Irrazionalita del numero /2. Si dimostra per assurdo, assumendo che esistano p,q € Z,

primi tra loro, tali v/2 = p/q. Si avrebbe allora 2 = p?/q?, ovvero 2¢® = p?: ne segue che
p?, e quindi p, dovrebbe essere divisibile per 2, i.e. si dovrebbe avere p = 2m, con m € Z,
da cui si otterrebbe 2¢®> = 4m? = ¢®> = 2m?, cosi che anche ¢?, e quindi ¢, dovrebbe

essere divisibile per 2, contro I'ipotesi che p e ¢ siano primi tra loro.

1.6 Definizione assiomatica dei numeri reali (*)

L’insieme dei numeri reali pud essere caratterizzato astrattamente, in modo rigoroso e
autocontenuto, attraverso una serie di assiomi, da cui discendono tutte le proprieta.

Definizione 1.1. [ numeri reali sono un insieme R con la sequente struttura:

~

© % RS &

~
S

Va,y € R ¢ definito v +y € R (somma o addizione);

Va,y € R ¢é definito z -y € R (prodotto);

Va,y € R si ha x +y =y + x (proprieta commutativa di +)

Vz,y,z € R si ha z+ (y+ z) = (z +y) + z (proprieta associativa di +)
Va,y € R si ha x -y =y -z (proprieta commutativa di -)

Ve,y,z € R si hax-(y-z) = (z-y) -z (proprieta associativa di -)
Va,y,z € R sia hax-(y+2) =x-y+ x -2z (proprieta distributiva);

' 0eR tale chex+0=0+2z =2 Yo € R (elemento neutro di +);
Ve € R 3!y = —x tale che x +y =0 (opposto)

A1eR tale chex-1=1-z=x Vx € R (elemento neutro di -);
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11. Vx € R, 2 #0, 3 y=1/z tale che y-x =z -y =1 (inverso o reciproco);

12. esiste un ordinamento totale, i.e. una relazione tra coppie di elementi che goda delle
sequenti proprieta:

Va,y € R si ha x <y oppure x >y (dicotomia);
e v <yey<z=— x<z (proprieta transitiva)
e v <yey<z = x=y (proprietad antisimmetrica)
o Vz € R si ha x < x (proprieta riflessiva);

1. z<y=za+2<y+zVzeR;

14. 02z el0<y=—=0<Z2x 9.

Osservazione: Dalle proprieta sopra seguono proprieta interessanti, e.g.

e VxeRsihax-0=0.

Dimostrazione: ©-0=x-(1—-1)=z-1—xz-1=2—2=0.
e Sexz > 0allora —z<0.

Dimostrazione: t >0 —=z —x > —1x — 0> —=z.

e Sex,y>0ez>0allortrax >y = x-2>y-z2.
Dimostrazione: sex >ysihaz—y >0, quindi0 < (x—y)-z=x-2—y- 2= x-2> Yy 2.
e Sex,y>0ez<Oallotraz>y=—x-2<y-z.
Dimostrazione: se w > 0 allora z-w > y - w [per [1.5]; se w = —z > 0 [per allora
z-(—2)>y (—2)= —v-2>—-y-z2=y-z2—x-z2>0[sommando y- 2| = y-z2 >z 2
[sommando x - z|.
e VYa € R si ha a® > 0.
Dimostrazione: sea > 0sihaa®> =a-a>a-0=0 [per; sea < 0siha—a>0 [per,
quindiusandoconx:—a,y:O,z:asitrova—a2:(—a)-a:x-z<y-z:a-O:0

[per [L.5] = a® > 0 [per [L.5].

In realta gli assiomi della Definizione [I.I] non sono sufficienti a caratterizzare completamente
I'insieme dei numeri reali, in particolare ad assicurarne la continuita sull’asse reale: occorre un
ulteriore assioma. Diamo alcune definizioni preliminari.

Definizione 1.2. Siano A e B due sottoinsiemi non vuoti di R. Diciamo che (A, B) é una
sezione di R se

e AUB=ReANB=1
e Vac AeVbe B si haa <hb.

Definizione 1.3. Data una sezione (A, B) di R diciamo che £ € R é un elemento separatore
della sezione se a < ¢ <bVac A eVbe B.

Agli assiomi della Definizione [T.1] bisogna allora aggiungere un ultimo assioma, che completa
la caratterizzazione dell’insieme dei numeri reali.
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Definizione 1.4. I numeri reali costituiscono un insieme, indicato con R, che é completamente
caratterizzato dagli assiomi della Definizione e dal sequente assioma (assioma di Dedekind ):

15. per ogni sezione (A, B) di R esiste un unico elemento separatore della sezione.

L’assioma di Dedekind (detto anche assioma di continuita o assioma di completezza) garan-
tisce che i numeri reali sono continui. In particolare é ’assioma di Dedekind che implica che i
numeri reali sono in corrispondenza biunivoca con i punti di una retta.

Osservazioni:

1. I numeri razionali non soddisfano ’assioma di Dedekind. Si consideri infatti la sezione
(A,B), con A = {er:x>Oox2<2} e B = {xGQ:x>0,x222}. Non esiste
allora un elemento separatore ¢ € Q. Infatti, se £ ¢ razionale, non si puod avere 2 = 2
(poiché v/2 ¢é irrazionale) e, di conseguenza, si ha o £ € A o £ € B. Supponiamo che si
abbia ¢ € A. Ovviamente si deve avere ¢ > 0 altrimenti ¢ non puo essere un elemento
separatore: infatti ¢ deve essere maggiore di qualsiasi x > 0 contenuto in A. Si ha allora

1\2 2 1 2041
(£+> :£2+—+—2<£2+—+<2
n n n n

se n ¢ sufficientemente grande: basta prendere n > 5/(2 — £2), dal momento che, tenuto
conto che 1 < 2 < 2

2041 20°+1 441 5
< < <
n n n n
Ne discende che £ + (1/n) € A e, quindi, £ non pud essere un elemento separatore.

2. In sostanza, la differenza tra numeri reali e numeri razionali consiste nel fatto che, se
consideriamo un qualsiasi intervallo I = [a,b] dell’asse reale, i numeri razionali contenuti
in I riempiono densamente 'intervallo I (cfr. , mentre i numeri reali lo riempiono
completamente, senza “lasciare buchi”.

1.7 Sottoinsiemi del numeri reali

1.7.1 Intervalli

Un intervallo I é un sottoinsieme di R, I C R, formato da tutti i punti compresi tra due estremi
aeb, dove a,b € R, con a < b.

Un intervallo [ si dice chiuso se I = [a,b] = {x € R :a < x < b} e aperto se I = (a,b) =
{z € R:a < x < b}. Esistono anche intervalli che non sono né aperti né chiusi: intervalli aperti
a sinistra, ovvero della forma I = (a,b] = {x € R : a < z < b}, e intervalli aperti a destra, ovvero
della forma I = [a,b) = {r € R:a <z < b}.

Gli intervalli possono essere limitati (se sia a che b sono finiti) o dlimitati: [a, +00), (a, +00),
(—00,b], (—o0,b), con a,b finiti, oppure (—o00,+00) se né a né b sono finiti. In particolare
R = (—o0, +00).
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Osservazioni:

1. Dato un qualsiasi intervallo limitato I C R, il suo complementare I non € un intervallo, ma
¢ unione disgiunta di due intervalli. Per esempio se I = [1,2) si ha I¢ = (—o0, 1) U[2, 4+00).
Si ha in ogni caso TUI =R e INI°=(.

2. Come mostra 1'osservazione precedente, si possono considerare anche sottoinsiemi di R,
che non siano intervalli. Altri esempi sono sottoinsiemi discreti, ovvero costituiti da un
numero finito di punti, o unioni di intervalli disgiunti e insiemi discreti.

Esempi:

1. L’unione di due intervalli disgiunti, quali (—2,—1) e (2,4), non ¢ un intervallo.

2. Né ¢ un intervallo I'insieme costituito da un insieme discreto di punti, quali {0}, {1} e {4}.

La nozione di insieme aperto e insieme chiuso in R €& in realta piti generale di quella data
sopra, e non ¢ confinata al caso in cui I'insieme sia un intervallo. Si definisce intorno di centro ¢
e raggio r 'insieme

By(c)={zeR:c—r<z<c+r}=(c—rc+r).

Un insieme A C R si dice aperto se per ogni x € A esiste un intorno di centro z contenuto in
A. Un insieme C C R si dice chiuso se il suo complementare C¢ ¢ aperto. L’insieme vuoto () &
aperto per definizione.

Esempi:

1. L’insieme (1,2) U (3,4) non ¢ un intervallo, ma ¢ un insieme aperto.

2. L’insieme I = [2,5) non ¢ né aperto né chiuso: infatti, se si sceglie ¢ = 2, per ogni r > 0
I'intorno B,(2) non é contenuto in [; d’altra parte neanche l'insieme J := (—o00,1) U
[5,+00), che ¢ il complementare di I, ¢ aperto (perché qualsiasi intorno di 5 contiene punti
x non appartenenti a J), quindi / non ¢ chiuso.

3. L’insieme A = [1,3] U [6,7] U {8} ¢ chiuso: infatti il suo complementare, i.e. I'insieme
A€ = (—00,1)U(3,6) U (7,8) U (8,4+0), & aperto.

4. Un insieme discreto di punti costituisce un insieme chiuso. Per esempio, l'insieme {1, 2, 3}
é chiuso perché il suo comlementare & (—oo, 1) U (1,2) U (3,400), che & un insieme aperto,
in quanto unione di intervalli aperti.

5. Dato l'intorno B,(c), I'insieme B, (c) U {c—r,c+r} = [c—r,c+ r]| & chiuso, in quanto il
suo comlemenetare & (—oo,c — 1)U (c + 7,+00), che é I'unione di due intervalli aperti.

6. L’insieme R = (—00, 00) riveste un ruolo particolare perché ¢ sia aperto che chiuso. Infatti
R ¢ aperto perché soddisfa la definizione di insieme aperto, d’altra parte ¢ chiuso perché il
suo complementare ¢ I'insieme vuoto. Ovviamente, per lo stesso motivo, anche () (I'insieme
vuoto) ¢ sia aperto che chiuso.
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I numeri razionali sono densi sulla retta; questo significa che, comunque si fissi un intervallo in
R, si trova un numero razionale dentro quell’intervallo (cfr. i complementi alla fine del paragrafo).
Tuttavia, i numeri razionali sono tanti quanti i naturali, nel senso che si possono mettere in
corrispondenza biunivoca con i naturali (cfr. i complementi alla fine del paragrafo): tale proprieta
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si esprime dicendo che i numeri razionali sono numerabili.

Esercizi:

© ® N o ok W

—_ =
— O

12.

Si determinino 'unione e l'intersezione di 17 =
Si determinino 'unione e l'intersezione di I1 =
Si determinino 'unione e l'intersezione di I =
Si determinino 'unione e l'intersezione di I; =

Si determinimo 'unione e l'intersezione di I} =

Si determinimo 1'unione e l'intersezione di I;

Si determinimo 'unione e l'intersezione di I

Soluzioni:

—_ = =
N = O

© ® N e otk W N

[—
LUl Ul = (
. LHUulbuls = ( ) ( 1,2),[10]2ﬁ[3:@.
. LHUulbuls = (

LUy =
LUl =

5) LNl = ( 3)
0) (1 4) NI =0.

LU =[-4 5]hrué—{$

L UIy = (—o00,+0), 1 NIy =[0,1).

LUl = (-0 ~|—oo)—11,11912 (—00,0)

LU= (-56)=R, ;NI =0.

LUI,=[-2,7), NIy ={-1}.

3,4, 1 NIhnIz3={-1}.
,2), hNLNI3=0.

LUl Ul =

1, ) LnNnlbnIs=(3,5).

[-1
[—2
Lul,=1 ( ) IlﬂIQZIQZ(—3,O).

[—1,3) e I = (2,5)
[2,0) e I = (1,4).
(—4,3) e I, = (=3,0)
[—4,3] e I, = [3,5]

,—1], 12 = [—1,4] e 13 = [—3,0].
—00, 1)7 I = (_172) e l3= [172)
4

=I.
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1.7.2 Estremo superiore ed estremo inferiore

Definizione 1.5. Dato un insieme A C R diciamo che un elemento M € A ¢ il massimo di A
sea < M Vae A. Se il massimo di A esiste si indica con max A.

Definizione 1.6. Dato un insieme A C R diciamo che un elemento m € A ¢ 4l minimo di A se
a>mVa€ A. Se il minimo di A esiste si indica con min A.

Definizione 1.7. Dato un insieme A C R diciamo che un elemento L € R é un maggiorante di
A sea <L Vae A. Se esiste un maggiorante di A diciamo che A é superiormente limitato

Definizione 1.8. Dato un insieme A C R diciamo che un elemento £ € R é un minorante di¢ A
sea >l Nae A Se esiste un minorante di A diciamo che A ¢ inferiormente limitato.

Definizione 1.9. Diciamo che S ¢é l’estremo superiore di A se é il minimo dei maggioranti di
A. Si indica con sup A.

Definizione 1.10. Diciamo che s ¢ [’estremo inferiore di A se ¢ il massimo dei minoranti di
A. Siindica con inf A.

Esempi:
1. Se A=10,1] st hamax A=1eminA = 0.
2. Se A = (0,1] si ha max A = 1, mentre non esiste minimo; tuttavia inf A = 0.
3. Se A= (—1,1)si hainf A = —1 e sup A = 1 (massimo e minimo non esistono).
4. Se A= (0,400), si ha inf A = 0; tuttavia A non ¢ limitato superiormente.
5. Se A = (—o0,1], si ha max A = sup A = 1; tuttavia A non é limitato inferiormente.
6. Se A= (—1,2]U[5,8), si hainf A = —1 e sup A = 8; minimo e massimo non esistono.

Teorema 1.11. Se un insieme A C R é limitato superiormente, allora esiste sup A. Se un
insieme A C R ¢& limitato inferiormente, allora esiste inf A.

Omettiamo la dimostrazione del teorema. Ci limitiamo a osservare che essa consiste nel far
vedere (1) che I'insieme dei maggioranti di A e il suo complementare in R formano una sezione
di R e (2) che 'elemento separatore della sezione appartiene all’insieme dei maggioranti.

Osservazioni:

1. Non é detto che l'estremo superiore di un insieme A esista (e.g. l'insieme A = (1,400)
non ha estremo superiore). Tuttavia ’estremo superiore, se esiste, & unico.

2. Non ¢ detto che esista il massimo di un insieme A (e.g. A =[0,1)). Tuttavia, se un insieme
A ammette massimo, allora max A = sup A. Quindi, in particolare, se esiste il massimo ¢

unico.

3. Analoghe considerazioni valgono per minimo ed estremo inferiore: 1’estremo inferiore, se
esiste, & unico e il minimo, se esiste, coincide con ’estremo inferiore.
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4. A volte, se un insieme A ¢ illimitato superiormente, si scrive sup A = 4o00; analogamente

si puo scrivere inf A = —oo se A ¢ illimitato inferiormente. Se si segue tale convenzione, si
puo rienunciare il teorema dicendo che esistono sempre ’estremo superiore e 'estremo
inferiore di qualsiasi insieme A C R.

Complementi (x):

1. Proprieta archimedea. Vale la seguente proprieta:

Vz € R dn € N tale che n > x.

La dimostrazione procede per assurdo. Supponiamo che 'affermazione sia falsa: allora
Jz € R tale che Yn € IN si ha n < z (cfr. il punto successivo). Tuttavia, se questo fosse
vero, allora ogni numero naturale n dovrebbe essere minore di z e quindi x sarebbe un
maggiorante dell’insieme dei numeri naturali. Definendo L = supIN, si avrebbe percio
n < L <z Vn € L, dal momento che L dovrebbe essere il pitt piccolo dei maggioranti.
D’altra parte, anche il numero n 4+ 1 € IN, in quanto naturale, dovrebbe essere minore di
L: si dovrebbe quindi avere n + 1 < L ovvero n < L — 1, ma quindi, data 'arbitrarieta di
n, il numero L non sarebbe il pitt piccolo dei maggioranti dell’insieme dei numeri naturali,
in contraddizione con la definizione di estremo superiore. In conclusione non & possibile
che esista x € R talec che n < x Vn € IN.

. Si noti che, nella dimostrazione della proprieta arhcimedea si é utilizzato il fatto che la

negazione della frase
“Per ogni a € A esiste b € B tale che vale la proprieta P”
¢ data da

“Esiste a € A tale che per ogni b € B non vale le proprieta P”.

. Densita dei numeri razionali. Sia I = [a,b] C R un intervallo, con b > a. Sia ¢ € N tale

che (b —a) > 1 (tale g esiste per la proprieta archimedea poiché § := 1/(b—a) > 0 &
in R). Si ha quindi ¢b > ga + 1. Sia p il piu piccolo intero strettamente maggiore di ga,
i.e. tale che p—1 < qga < p. Sihaga < p < ga+1 < ¢b, da cui, dividendo per ¢, si
ottiene a < p/q < b: quindi il numero razionale ¢/p ¢ all’interno dell'intervallo I. Data
I’arbitrarietd di I, ne concludiamo che i numeri razionali sono densi sull’intero asse reale.

. L’argomento del punto precedente mostra che, dato un qualsiasi intervallo I = [a, ], per

q sufficientemente grande esiste un intero p tale che il numero razionale ¢/p appartiene
all’intervallo I. Infatti, perché I’argomento funzioni, é sufficiente che si abbia ¢ > 1/(b—a).
In particolare, questo implica che in qualsiasi intervallo I = [a,b] di ampiezza finita, per
quanto piccola, cadono infiniti numeri razionali: infatti si puo applicare ’argomento a tutti
i valori ¢ € IN tali che ¢ > 1/(b— a).

. Alternativamente, si puo dimostrare che un qualsiasi intervallo I di ampiezza finita contiene

infiniti numeri razionali applicando il risultato del punto 1 iterativamente fissando di volta
in volta un sottointervallo contenuto nell’intervallo trovato al passo precedente imponendo
che sia contenuto in I e non contenga i punti trovati fino a quel passo.
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6. Numerabilita dei numeri razionali. 1 numeri razionali siscrivono nella forma p/q, con
q,p € Z primi tra loro. Senza perdita di generalita si puo supporre che sia ¢ > 0: infatti,
se ¢ < 0, basta scrivere p/q = (—p)/(—q). Se definisce altezza del numero razionale p/q il
numero

h(p/q) = Ipl +q.

Per costruzione h(p/q) ¢ un numero naturale e i numeri razionali con altezza fissata sono
finiti e possono essere ordinati, per esempio sulla base del valore crescente del numeratore
p. I numeri razionali x possono allora essere ordinati fissando prima l'altezza h(z) =n € IN
e poi l'ordine di x tra i numeri razionali che hanno altezza n. In questo modo si stabilisce
una corrispondenza biunivoca tra i numeri razionali e i numeri naturali.

1.8 Numeri complessi

Un’equazione di secondo grado axz? + bx + ¢ = 0, anche nel caso che si assuma che i numeri a, b, ¢
(i.e. 1 coefficienti dell’equazione) siano reali, non necessariamente ammette soluzioni reali. Per
esempio I'equazione 2 + 1 = 0 non ammette soluzioni reali poiché z? > 0 Vo € R. Da qui la
necessita di introdurre I'insieme dei numeri complessi C, quale estensione dell’insieme dei numeri
reali.

I numeri complessi sono numeri della forma z = = + iy, con z e y reali, dove i prende il nome
di unita immaginaria ed & definita richiedendo che i> = —1. Chiamiamo z e y la parte reale e la
parte immaginaria di z, rispettivamente, e scriviamo = = Re(z) e y = Im(z). I numeri reali si
ottengono prendendo y = 0: i numeri reali sono i numeri complessi con parte immaginaria nulla.
Si ha quindi R C C. Si dicono immaginari puri i numeri complessi della forma z = iy, con y
reale.

Dato un numero complesso z = x + iy si definisce il suo complesso coniugato come il numero
Z:=x —iy. Siha 2z = (z +iy)(z —iy) = 22 — izy + ivy — i%y? = 22 + %

Osservazioni:

1. Si verifica facilmente che le soluzioni di un’equazione di secondo grado a coefficienti reali
sono o numeri reali o numeri complessi coniugati (cfr. i complementi alla fine del paragrafo).
In particolare le due soluzioni possono coincidere solo se sono reali.

2. Anche nel caso in cui i coefficienti dell’equazione siano complessi, le due soluzioni sono
numeri complessi (cfr. di nuovo i complementi alla fine del paragrafo).

I numeri complessi si possono rappresentare come coppie ordinate (x,y) di numeri reali nel
piano (piano complesso). L’asse reale ¢ individuato dai punti (x,0), mentre i numeri individuati
dai punti (0,y) sono numeri immaginari puri. In generale, il numero complesso z = x + iy
é rappresentato dal punto che ha coordinata x lungo ’asse orizzontale, ovvero l’asse reale, e
coordinata y lungo 'asse verticale (cfr. la Figura . Si pud quindi identificare un numero
complesso z = x + iy con la coppia ordinata (z,y) e, di conseguenza, il piano complesso C con
il prodotto cartesiano R x R (cfr. il §L.1J).
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Figura 1.4: Piano complesso.

Complementi (*):

1. Soluzioni dell’equazione di secondo grado a coefficienti reali. Le soluzioni dell’equazione
ax’> +bx +c=0, con a,b,c € Rea+#0,sono zt, date da

—b+ VA —b— VA
2=y o=
2a 2a
dove A = b? — 4ac pende il nome di discriminante. Se A > 0, le due soluzioni sono reali
(distinte se A > 0 e coincidenti se A = 0). Se invece A > 0, si puo scrivere

A=(-1)-(-A) = VA =/(-1)-(-A) = /(-1) - V=A =iV-A,
dove —A é positivo e quindi +/—A é un numero reale ben definito. Di conseguenza si ha

b VA b VA

Zy =—— +1 o= —— —i
+ 2a 2a 2a 2a

In altre parole z1 sono della forma z; = x + iy, dove x = —b/2a e y = v/—A/2a sono

numeri reali. Si noti che z_ = z, i.e. le due soluzioni sono 'una la complessa coniugata

dell’altra.
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. Soluzioni dell’equazione di secondo grado a coefficienti complessi. Nel caso in cui i coefli-

cienti dell’equazione siano complessi, le due radici sono ancora della forma z, = x4 + iy+

ez_ =x_ +iy_, con x4+ e y4+ reali. Infatti, le soluzioni sono sempre date da
-b+ VA -b— VA
2=, -yt
2a 2a

con A =b%—4a € C. Ora, se A e B # 0 sono due numeri complessi, sia il rapporto A/B
che v/A sono numeri complessi; infatti, se A = A1 +i1ds e B = By +1Bs, si ha

A . Al + iA2 . Al + iAQ Bi —iBy . AlBl — AQBQ + i(AgBl + AlBQ)
B Bi+iBy By +iByBi —iBy B} + B3

_ A1By — AsBy | AsB1 + A1Bs

- B+B U B+B

+/ A1 +1As ::|:(Oé—|-iﬁ),
dove, come si verifica facilmente richiedendo che
Al +i4s = o? — 8% +i2a8,

ovvero

az_ﬁ2 :Ah 20[,8:/12,

si ha

\/A1+¢m 5 24
o= = —.
2 )

Q

Se ne conclude che +v/A ¢ un numero complesso ed entrambi i rapporti —b/2a e £v/A/2a
sono numeri complessi, e quindi tali sono anche le loro somme.

1.8.1 Radici di un polinomio a coefficienti complessi

Si é visto che, passando dalle equazioni di primo grado a quelle di secondo grado, se si vuole che
le soluzioni appartengano allo stesso insieme numerico dei coefficienti, occorre estendere I'insieme
dei numeri che si intende considerare. Nel caso di equazioni di primo grado ax+b = 0, con a # 0,
si devono prendere a,b € Q) se si cercano soluzioni in ), mentre, nel caso di equazioni di secondo
grado az? +bx+c =0, con a # 0, si devono prendere a, b, c € C se si cercano soluzioni che siano
sempre in C. Si potrebbe pensare che, considerando equazioni di grado sempre piil elevato, sia
necessario di volta in volta ampliare 'insieme dei numeri da considerare. Invece, non é questo il
caso: le soluzioni di equazioni di grado arbitrario sono sempre e solo numeri complessi.

Infatti, il teorema fondamentale dell’algebra assicura che, per qualsiasi equazione algebrica

di grado n a coefficienti complessi

1

2"+ ap_12" "+ ... +arz+ag =0, an # 0,
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esistono n soluzioni nel campo complesso (quando si considerano equazioni algebriche a coeffi-
cienti complessi, si ¢ soliti indicare la variabile con la lettera z anziché con la lettera ). Anche
nel caso di coeflicienti reali, in generale le soluzioni sono complesse. Dato il polinomio

Po(2) i= an2" 4 apn_12"" 4+ ... + a1z + ao, an # 0,

le soluzioni z1, 29, ..., 2z, dell’equazione P, (z) = 0 si chiamano radici o zeri dell’equazione. Si
dice anche che zi,z9,..., 2, sono le radici del polinomio P,(z). Alcune radici possono essere
uguali tra loro; se zp ¢ una radice del polinomio P,(z) diciamo che zy ha molteplicita k se
possiamo scrivere Py, (z) = (2 — 20)*Qn_1(2), dove Q,,_1(2) & un polinomio di grado n — k tale
che Qn—k(20) # 0 (in altre parole @Q,,—i(2z) non ammette zg come radice).

Esempi:
1. 11 polinomio di secondo grado z%+iz ha due radici, di cui una reale z = 0 e una immaginaria

pura z = —i.

2. I polinomio di terzo grado 2%(z — 1) ha 3 radici reali: z = 0 con molteplicita 2 e z = 1
con molteplicita 1.

3. Il polinomio di terzo grado (z —5)(z —1 —1i)(z + 2 — 4i) ha tra radici reali, di cui una reale
z =25 e due complesse z =1+1ie z=—2+4i.

4. Tl polinomio di quinto grado 6z(z? +1)? ha 5 radici: di esse z = 0 & reale e ha molteplicita
1, mentre z =1 e z = —i sono complesse coniugate e hanno entrambe molteplicita 2.

1.8.2 Radici di un polinomio a coefficienti reali

Se i coefficienti ay,, an—1,...,a1, a9 del polinomio P,(z) sono reali, allora le soluzioni dell’equa-
zione P,(z) = 0 che non sono reali si presentano in coppie di numeri complessi coniugati. In
particolare, un’equazione di secondo grado ha o due soluzioni reali, eventualmente coincidenti, o
due soluzioni complesse coniugate (cfr. il .

Esempi:
1. 22 — 3z 4+ 2 = 0 ha due soluzioni reali distinte z; = 1 e x5 = 2.
2. 7(x — 1)? = 0 ha due soluzioni reali coincidenti z; = 29 = 1.
3. 322 4+ 3 = 0 ha due soluzioni complesse coniugate x; = —i e x9 = i.
4. 28 — 722 — 6 = 0 ha le sei soluzioni 1 = —3, £ =3, 23 = —1, 24 =1, 5 = —2i e x5 = 2i.
5. 2245z = 0 ha una soluzioni reale z; = 0 e due complesse coniugate xo = —+V/5iexz3 = V/5i.
6. 219+ 1228 4 4825 + 642* = 0 ha quattro soluzioni reali coincidenti 1 = xo = 23 = 4 = 0

e sei soluzioni complesse x5 = ¢ = x7 = —2i e x5 = x9 = w19 = 2i (dove le ultime tre
sono le complesse coniugate delle prime tre).
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1.7.3 Fattorizzazione di un polinomio ()

Il polinomio P,(z) di grado n a coefficienti complessi si pud sempre scrivere nella forma, (che
prende il nome di fattorizzazione del polinomio,

S

Po(2) =an(z —2z1)™ ... (2 — 25)™ = ay H(Z — )™,

=1
dove
® 21,...,2s sono le radici (complesse) distinte del polinomio,
® my,...,mg sono le corrispondenti molteplicita algebriche, tali che my + ...+ ms = n.

Le radici complesse z; si possono scrivere nella forma z; = x; + iy, con z;,y; € R. Se il
polinomio P,(z) ¢ a coefficient reali, allora, tenendo conto che

e se x; + iy; ¢ una radice, anche z; — iy; ¢ una radice (cfr. il §1.8.2)),
o (z—(m;+1iy)) (z — (z; —iy)) = 22 — 2xi2 + 2?2 + 42,

se si definisce p; = —2x; € ¢; = xf + yf, cosi che
z2—2xiz+x?+y¢2 222+pi2+%‘,
la fattorizzazione di P, (z) si puo scrivere anche nella forma (fattorizzazione reale)

Po(2) = an(z—20)"™ ... (2 = 20)™ (22 + Dry12 + Gra))™ o (24 Protz + Gryg) ™+

r r+t
= a, <H(Z - zz)m> ( I & +piz+ qz')mi) :

i=1 i=r+1
dove
1. z1,..., 2 sono le r radici reali distinte;
2. Zpaglye-ey Zrdts Zroly - - -5 2r4¢ SON0 le 2t radici complesse distinte,

3.pi=-2mjeq=xr+ylperi=r—+1,...,r+t,
4. m; ¢ la molteplicita algebrica della radice z; per ¢t =1,...,7r + 1.

I polinomi di secondo grado che compaiono nella fattorizzazione reale di un polinomio prendo-
no il nome di polinomi irriducibili, dal momento che non possono essere ulteriormente fattorizzati
a meno di non introdurre polinomi di primo grado a coefficienti complessi.

Esempi:

1. 23 +4x = z(z —2i)(z+2i) = z(2% +4) ha una radice reale (x1 = 0) e due radici complesse
coniugate (xg = 2i e x5 = —2i).

2. ot — 523 + 22 + 212 — 18 = (z — 1)(x — 3)%(z + 2) ha quattro radici reali 71 = 1, 29 = 3,
r9 =3 e x4 = —2, di cui due coincidenti.
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Esercizi:

1. Si fattorizzi il polinomio Py(x) = 22 +2 — 6

2. Si fattorizzi il polinomio P (z) = 522 — 3z — 2

3. Si fattorizzi il polinomio Py(x) = 2% — 4z + 5.

4. Si fattorizzi il polinomio Ps(x) = 3m3 + ac2 + .

5. Si fattorizzi il polinomio Ps(z) = — 6 dell’esempio 4 del §1.8.2.

6. Si fattorizzi il polinomio Py = 1,10 + 1228 + 4825 + 642* dell’esempio 6 del §1.8.2.
Soluzions:

1. Siha Pa(x) = (x — 2)(x + 3).

. 2
2. Siha Py(z) =5(z — 1) (ac + 5)
3. Siha Py(z) = (x —2—1i)(z — 2+1).
1 VT, 1 ViL

4. Siha Py(z) = 3:U<:L“+ 6 Tl) (:L“+ 6 + 5 1).

5. Siha Ps(z) = (24 3)(z — 3)(z +1)(x — 1) (x + 2i)(z — 2i).

6. Si ha Pio(z) = 24(z — 2i)3(z + 2i)3.

1.8.3 Calcolo delle radici di un polinomio

Per quanto il teorema fondamentale dell’algebra assicuri l’esistenza di tante radici quanto é il
grado del polinomio, e quindi la possibilita in teoria di fattorizzare il polinomio, in pratica trovare
le radici puo essere molto complicato se non impossibile.

Esclusi i casi n = 1 (banale: il polinomio & gia fattorizzato) e n = 2 (che sara discusso a
pag. , gia nei casi n = 3 e n = 4 formule risolutive per le radici (dovute rispettivamente
a Cardano e a Ferrari) esistono ma sono abbastanza complicate e non sempre di applicazione
immediata. Per n > 5 si puo dimostrare (teorema di Abel-Ruffini) che non esistono formule
risolutive esprimibili tramite radici.

Complementi (x):

1.

Ogni equazione di terzo grado
azx® + bz +cx +d=0, a #0,
puo essere portata nella forma
v +py+q=0

attraverso un opportuno cambio di variabile. Innanzitutto, dividendo I’equazione per a, si
ottiene ’equazione
B4Vt +de+d =0,
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dove ' =b/a, d =c¢/a e d =d/a. Scrivendo x = y + ¢, con zy da determinare, si trova
(y + x0)> + V' (y + 20)> + (y + 20) + d' =0,
che, sviluppando le potenze e utilizzando la formula del cubo del binomio (cfr. il , da
y® + 3y*xo + Byag + af + V' (y* + 2yxo + 5) + ¢ (y + x0) +d' =0,
cosi che, scegliendo 29 = —b'/3, si trova y> + py + ¢ = 0, dove

R, e _ @) v, 20 ke d
p=="3 T 32 e 17 o7 3 T 3¢ a4

In conclusione il cambio di variabile richiesto ¢ dato da y = x — xg = = + (b/3a).

. Formula risolutiva di Cardano. Le radici dell’equazione di terzo grado y> + py +q = 0

sono data dalla formula di Cardano:

2 3 2 3
_ ¢ e« r g9 j9T P
y\/2+\/4+27+\/2 Va o

Questo si pud dimostrare ragionando come segue. Se si scrive y = u + v, si vede che

y? = (u+v)% = u® + 3uv + 3uv? + 03 = ¥ + 3uv(u +v) +v* = (Buw) y + (u® + v?),
cosi che, se u e v sono tali che

’ U3+’U = —q,

uw = -2
3

allora y = u + v risolve I'equazione

y3+py+q:0.

Se definiamo U = u3 e V = v3, dal momento che u3v3 = —p3/27, allora U e V devono
soddisfare le condizioni 5
p
UV =——, U+V =—q.
27 * 1
Esplicitando V in funzione di U nella prima equazione, ovvero scrivendo V = —q — u,

otteniamo ’equazione di secondo grado in U

P’ P’ q 2
U(-q-U)=—-5- = U2+qU—2—7 — U=-—5+\ T +5

_ _ |
V=—4-U=—5F\ 1+

Tornando alla variabile y, dal momento che scambiando il ruolo di u e v il valore di y non
cambia, possiamo assumere senza perdita di generalita che si abbia

2 3 2 3
I ST S __9_ T P
U= 2+ 4+27’ v 2 4+27’

e ricordando infine che y = u + v = VU 4+ V/V si ottiene la formula di Cardano.

da cui si ricava anche
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3. La formula di Cardano individua sempre tre radici complesse. Definiti U e V' come al

punto 2, ciascuna delle due equazioni v = V e u? = U ammette 3 radici complesse, di cui
una reale e due complesse coniugate, quindi ci sono in principio 9 valori per y = u + v.
Tuttavia u e v devono soddisfare la condizione uv = —p/3. Pertanto se u é reale anche
v deve essere reale, mentre se u & complesso allora v deve essere la radice complessa di
v3 = V che rende il prodotto uv reale: quindi u e v devono essere della forma u = p;z e
v = paZ, con p1,p2 € R e z € C. In conclusione, per ogni radice u di u = U, la radice v
di v3 = V ¢ fissata in modo univoco dalla condizione uv = —p/3.

. E utile osservare che se un’equazione di terzo grado z® 4+ px + ¢ = 0 ha tre radici reali

allora necessariamente ) 5

q p
Ngi=— +—
0 4—|—27

deve essere negativo. Infatti, se fosse Ag > 0 allora U e V sarebbero reali e distinti, quindi
le due equazioni ©® = U e v> = V ammetterebbero ciascuna una sola soluzione reale: di
conseguenza le altre due radici sarebbero complesse della forma u = p1z e v = p2Z, con
p1 # p2 (altrimenti si avrebbe U = V'), da cui seguirebbe che il corrispondente valore di y
non puod essere reale. Per esempio I'equazione 23 — 7z 4+ 6 = 0 ammette le tre radici reali
1, 2 e =3 (come é facile verificare per calcolo diretto) e, corrispondentemente, Ay < 0.
Invece, nel caso dell’equazione 3 +z = 0 (che ammette le tre radici 0 e 44), si ha Ag > 0.



2 Funzioni reali di variabile reale

2.1 Piano cartesiano

Si definisce R? = R x R = {(z,y) : * € R, y € R}. Quindi R? & il prodotto cartesiano di R con
se stesso, i.e. 'insieme di tutte le possibili coppie ordinate (z,y) con z,y € R.

Figura 2.1: Piano cartesiano.

Se si considera un sistema di assi ortogonali nel piano sui quali sia stata introdotta la stessa
unita di misura (sistema di riferimento), si ha una corrispondenza biunivoca tra i punti del piano
e gli elementi di R? (cfr. la Figura. In particolare possiamo supporre che una delle due rette
sia orizzontale e 'altra verticale: chiameremo asse x o asse delle ascisse la retta orizzontale e
asse y o asse delle ordinate la retta verticale. Il punto in cui 'asse x e ’asse y si incontrano si

29
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chiama origine. Il piano reale in cui sia stato introdotto un sistema di riferimento si chiama piano
cartesiano e gli assi delle ascisse e delle ordinate si chiamano assi cartesiani o assi coordinati. Si
chiamano coordinate le coppie (x,y), dove x é I'ascissa e y ¢ I’ordinata: ogni punto é identificato
dalla coppia delle sue coordinate e vice versa.

Esercizi:

1. Si considerino nel piano zy le rette di equazione y = x e y = 1: se ne trovi l'intersezione e
si caratterizzi analiticamente I'insieme A che sta al di sotto di entrambe le rette.

2. Si considerino nel piano xy il cerchio di raggio unitario e centro nell’origine e la retta
di equazione y = 0: se ne trovi l'intersezione e si caratterizzino analiticamente i due
sottoinsiemi in cui la retta divide il cerchio.

3. Si considerino gli insiemi
A={(r,y) eR*:-1<2<1,-1<y<1}, B={(r,y) € R*:ay>0}.

Si determinino AU B e AN B, e si disegnino i quattro insiemi. Si verifichi in particolare
che AN B ¢ costituito da due quadrati e se ne calcoli I'area.

4. Si considerino gli insiemi
A={(z,y) eR?:y > 2* 1}, B={(z,y) eR*:y < 1—2%}
Si determinino AU B e AN B e si disegnino i quattro insiemi.

Soluzioni:
1. Sitha A={(z,y)eR?: z<1,y<z}U{(z,y) eR?*: 2>1,y<1}={(x,y) ER?: y <min{w, 1}.

2. L’intersezione del cerchio e della retta individua il segmento che collega i punti (—1,0) e
(1,0). La retta divide il cerchio nei due semicerchi C; = {(z,y) € R? : 22 +4? < 1,y > 0}
e Cy={(r,y) e RZ: 22 +y? <1,y < 0}.

3. I quattro insiemi sono disegnati nella Figura L’insieme A N B ¢ costituito da due
quadrati di lato 1, quindi hanno entrambi area 1.

A - B T AUB 2 ANB

Figura 2.2: Insiemi A, B, AU B e AN B dell’esercizio 3.
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4. L’insieme A & costituito dai punti del piano che sono al di sopra della parabola y = 2% — 1,
mentre I'insieme B & costituito dai punti che sono al di sotto della parabola y = —z2 + 1.
I due insiemi, la loro unione e la loro intersezione sono disegnati nella Figura [2.3}

A / i’ / AUB

Figura 2.3: Insiemi A, B, AU e AN B dell’esercizio 4.

2.2 Modulo di un numero reale

Il modulo o valore assoluto di x & definito come:
x, xz >0,
|z =
-z, = <0.
Per definizione, il modulo di un numero reale é sempre non negativo, ed € positivo tranne
nel caso in cui il numero sia lo zero (si ha |0] = 0). Il modulo di un numero positivo ¢ il numero

stesso (per esempio |2 = 2), mentre il modulo di un numero negativo ¢ il numero positivo che si
ottiene cambiando segno (per esempio | — 2| = 2).

Osservazioni:
1. Poiché |0| = 0, si puod anche definire, in modo assolutamente equivalente, |x| = = per z > 0
e|z] = —x per x <0.

2. Dalla definizione e dall’osservazione precedente segue che:
(a) |z| >0 Vz € R;
(b) Vz € Rsi ha |z| = | — z|;
(c) Vee Rsihax <|z| e —z < |z|;
(d) dati z,y € R, se z <y e —z <y allora |z| <y.

Esempi:

r—1, x=>1,
Lole—1]= 1—2, <1

2. |2?| = 2*.
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3 >0
3. |I‘3|:{$ ’3 rZ ’
—z°, x<0.
2?2 —1, x>1,
4. |z —1|(x+1) = )
1—2°, <1
2 -3, x<—V3oppure z >3,
5. |7 = 3| = )
—z° + 3, _\/§<$<\/§
6. |x2—3](x2—q:+1):{x4_$3_2x2+3$_37 r < —+/3 oppure z > /3,

—x4+x3+2x2—3x+3, —V3 < x<+3.

2 — 1z —2, T > 2 oppure x < —1,

7. |z =2z + 1] = )
—xtt+xrx+2, —-1<z<2.

oo

4

5 —1, z > 1 oppure z < —1,
x|z -1 = A = oPP -

-z +1, —-l<z<l.

Proprieta del modulo:

1. Vz,y € Rsiha |z +y| < |z| + |y|
Vz,y € Rsiha |z —y| > ||z| — |y||.
Vo,y € Rsiha|z-y| = |z|-|y|
Vo,y € R,y # 0, siha |z/y| = |z|/|y|.

AN ol S

Vrz,y,z € Rsiha |z —y| < |z —z|+ |z —y|

Osservazione: La diseguaglianza in [5| ¢ nota come disequaglianza triangolare.

Dimostrazioni (x):

l.Sez+y>0sihajr+yl=c+y <|z|+|y;sex+y<O0sihalr+yl=—(x+y) =
—z —y < [z] + Jy|.

2. Siaz = wx—y = v = y+2, quindi [z] = |z4y| < |z[+]y] = [z —y[+|y| = [z|=|y| < [z—y|
Vx,y € R. Scambiando tra loro x e y (i.e. ridefinendo z = y — x e ripetendo 'argomento)
si ottiene anche |y| — |z| < |y — x| Vx,y € R. Poiché |z — y| = |y — x| si ottiene quindi
(| — |y]) < 2 —y] = [lz| — [y]] < |z — 3| [per Tosservazione ).

3. Sex,y>0siha|r-y=x-y=|z| |yl;se x,y <O0siha|z -yl =(-z) (—y) = |z|- |y|; se
y<0<axsihal|r -yl =—xy=|x|- |yl

4. Segue da|3| prendendo 1/y invece di y.

5. Sihalz—yl=lz—2z+z—y| <|zv—z[+]|z—y| [per[].
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Esercizi:

. Si rappresentino sul piano l'insieme dei punti che verificano |z| < |y|.

)

che verificano |z| < 1, |y| < 1.

)

che verificano |zy| < 1.

)

8 8 &8 8
Qe e w

1
2
3. Si rappresentino sul piano I'insieme dei punti
4

(
. Si rappresentino sul piano l'insieme dei punti (
(
(@,

)
)
)
)

. Si rappresentino sul piano l'insieme dei punti che verificano |z| < 1, |y| < |z|.

Soluzioni:

1. Nel primo quadrante, dove z,y > 0, la condizione |z| < |y| diventa y > = > 0, quindi la
parte dell'insieme che cade nel primo quadrante ¢ costituita dai punti (x,y) che si trovano
al di sopra della bisettrice y = x. Nel secondo quadrante, dove z < 0 < y, la condizione
|z| < |y| diventa 0 < —z <y, ovvero y > —z, con = < 0, quindi la parte dell’insieme che
cade nel secondo quadrante & costituita dai punti (z,y) che si trovano al di sopra della
bisettrice y = —x. Analogamente si trova che la parte dell’insieme nel terzo quadrante,
dove |z| < |y| diventa 0 < —z < —y, e quella nel quarto quadrante, |z| < |y| diventa
0 <z < —y, sono costituite dai punti (x,y) che si trovano al di sotto della bisettrice y = =
e al di sotto dela bisettrice y = —x, rispettivamente. Si ottiene quindi il cono rappresentato
nella Figura[2.4] in alto a sinistra.

2. L’insieme é costituito dal quadrato con centro l’origine e lati di lunghezza ¢ = 2 paralleli
agli assi coordinati (cfr. la Figura , in alto a destra).

3. Se x = 0 la condizione |zy| < 1 ¢ soddisfatta per ogni y € R, quindi 'insieme contiene 'asse
y. Se x # 0, Nel primo quadrante, la condizione |zy| < 1 diventa xy < 1, ovvero y < 1/z,
quindi la parte dell’insieme contenuta nel primo quadrante & costituita dai punti che sono
al di sotto delliperbole y = 1/x, con = > 0. Ragionando in modo analogo si trova che la
parte dell’insieme nel secondo quadrante, quella nel terzo quadrante e quella nel quarto
quadrante sono costituite dai punti che si trovano al di sotto dell’iperbole y = —1/z, con
x > 0, al di sopra dell'iperbole y = 1/x, con = < 0, e al di sopra delliperbole y = —1/z,
con x > 0, rispettivamente (cfr. la Figura in basso a sinistra).

4. L’insieme considerato si pud scrivere come intersezione di due insiemi, i.e. nella forma
{(z,y) € R?: |y| < |z|}n{(z,y) € R?: |x < 1|}. Per il primo dei due, si ragiona come per
I’esercizio 1, con il ruolo di « e y scambiati. Il secondo ¢ costituito dalla striscia costituita
da tutti i punti (x,y), con y arbitrario e —1 < z < 1. Si ottiene quindi il cono di altezza
finita rappresentato nella Figura [2.4] in basso a destra.

2.3 Funzione reale di variabile reale

Si definisce variabile una grandezza che pud assumere piu valori: per esempio x € I, dove I pud
essere un intervallo o, pill in generale, un sottoinsieme dell’asse reale.

Definizione 2.1. Funzione reale di variabile reale é una legge f che associa a ogni numero reale
x € I un valore reale y = f(x).
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Figura 2.4: Insiemi descritti dalle condizioni degli esercizi alla fine del .

Esempi:

1. Se I ={0.5,2,6} si puo considerare la funzione f definita ponendo f(0.5) =1, f(2) =2e
£(6) = 4.

2. Se I = [1,2] si puo considerare la funzione f definita ponendo f(z) = 22 per x € I

Osservazione: In linea di principio si possono considerare funzioni che associano alla variabile
x pitt di un valore (funzioni a pit valori o funzioni multivoche o funzioni polidrome). Noi
considereremo esclusivamente funzioni univoche, i.e. funzioni che a ogni z € I associano uno e
un solo valore f(z).

Definizione 2.2. L’insieme dei valori x per i quali il valore y & dato secondo la legge f si
chiama campo di definizione o campo di esistenza o dominio. Se I ¢é il dominio di f scriviamo

f:I—R.



2.3. FUNZIONE REALE DI VARIABILE REALE 35

Se f & assegnata senza specificare il suo campo di definizione si intende che va considerato
come dominio l'insieme Dy di tutti i valori su cui f ¢ definito.

Esempi:

1. Il dominio della funzione f(z) =z & Dy =R

2. 11 dominio della funzione f(z) =2%¢ Dy =R

3. Il dominio della funzione f(z) = |z| ¢ Dy =R

4. Il dominio della funzione f(z) =z é Dy =Ry ={z e R: 2 > 0}.

5. 11 dominio della funzione f(z) =1/z ¢ Dy =R\ {0} = {z € R: z # 0}.

6. 11 dominio della funzione f(z) =1/(z* — 1) ¢ Dy = R\ {£1}.

7. 11 dominio della funzione f(z) =1/(2? —3) ¢ Dy = R\ {£V3} = {z € R: 2 # £V3}.

8. Il dominio della funzione

flx) =v(z-1)(z+3)

eDf={reR:z>1o0x< -3}

9. Il dominio della funzione

fla) = /(22 = 4)(22 - 1)
si ottiene osservando innanzitutto che 22 — 4 > 0 se e solo se 2 > 4 ovvero se e solo se
x > 2 oppure < —2, e, analogamente, 2 — 1 > 0 se e solo se > 1 oppure z < —1.
Inoltre si ha (22 — 4)(22 — 1) > 0 se 22 — 4 e 22 — 1 sono entrambi positivi o entrambi
negativi: il primo caso si presenta se x > 2 e x > 1 oppure x > 2 e x < —1 oppure
r<—-2ex>1oppure z < —2 e x < —1, mentre il secondo caso richiede —1 <z <1le
—2 < z < 2. Le cinque condizioni sono verificate, rispettivamente, per x > 2, per x € ()
(ovvero per nessun z), per = € (), per z < —2 e per —1 <z < 1. Si trova pertanto
Di={zecR:2>202x<-20 —1<z<1}
={zeR:z>2}U{zeR:z2<2}U{zeR: -1<z<1}
10. Il dominio della funzione

fl@)=1//(a? - 4) (2% - 1)

Di={zecR:e>2}U{rcR:o< 2}U{zeR: -1 <z <1}

Infatti, rispetto alla funzione dell’esercizio 9, occorre escludere i valori x € R in cui
I’argomento della radice si annulla.

Definizione 2.3. Si chiama codominio di f l'insieme Cy dei valori assunti da f(x) al variare
dizel: Cp={yeR:3xel tale chey= f(x)}.

Esempi:

1.

Se f(x) = z, il codominio ¢ Cy = R.
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2. Se f(x) = 27, il codominio ¢ Cf = R;..

3. Se f(z) = \/E il codominio ¢ Cy = R4.

4. Se f(x) = 1/z, il codominio ¢ Cy = R\ {0}.

5. Se f(x) = |z|, il codominio ¢ Cf = R

6. Se f(x) = 2%+ 2%, il codominio & Cf = Ry

7. Se f(z) = 1/22, il codominio ¢ Cy = Ry \ {0}.

8. Se f(x) =1/(x* — 1), il codominio &¢ Cy =R\ {0}.

9. Se f(x) = /(22 4)(m2 — 1), il codominio & Cy = Ry.
10. Se f(z) = 1/4/(22 —4)(22 — 1), il codominio ¢ Cy = Ry \ {0}. Infatti, per € Dy

(cfr. leserc1z1o 10 dopo la Definizione , I’argomento della radice & sempre positivo,
ma puo diventare arbitrariamente piccolo, e, inoltre, diventa arbitrariamente grande per
x molto grande.

In genere se si vuole studiare una funzione a valori reali, di cui non si conoscono dominio e
codominio, per prima cosa si cerchera di individuarne il dominio I = Dy. Si scrivera allora f:
I — R. Una volta determinato il codominio C¥, si potra essere piu precisi scrivendo f: I — CY.

Usualmente individuare il dominio di una funzione non presenta particolari difficolta. Al
contrario deteremnarne il codominio pud essere pitu problematico e spesso richiede uno studio
approfondito della funzione.

Esempi:

1. Si consideri la funzione ( 3)( 2)
x — x +
fe)="—mrg

Si vede immediatamente che Dy = R, mentre per trovarne il codominio occorre studiare
la funzione in dettaglio (cfr. il capitolo [J)): si trova Cy = [-3/2,1).
2. Analoghe considerazioni valgono per la funzione
(22 = 3)(z +4)
(2 +4)(x — 1)’
per cui ¢ facile vedere che Dy = R\ {1} = (—00,1)U(1, +00). Per determinare C'y occorre
lavorare di piti; procedendo secondo lo schema del capitolo@si trova Cy = (—o00, +00) = R.

fz) =

2.4 Grafico di una funzione reale di variabile reale

Per studiare il comportamento di una funzione, in particolare per individuarme il codominio,
spesso & conveniente rappresentare la funzioni graficamente, nel modo seguente. Data una
funzione f : I — R, che a © € I associa f(z) € R, consideriamo per ogni = € I il punto

P = (z, f(x)) € R
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Definizione 2.4. Data una funzione f: I — R, l'insieme

graf(f) := {(z, f(z)) € R? : z € I}
prende il nome grafico di f.

Osservazione: Il grafico di una funzione ¢ un sottoinsieme del piano cartesiano. Piu precisa-
mente ¢ 'insieme dei punti (x,y) tali che z € I e y = f(x). Per costruzione a ogni punto z € I
corrisponde uno e un solo punto del piano cartesiano.

Esempi:
1. Il grafico della funzione dell’esempio 1 dopo la Definizione [2.] & costituita dai tre punti
(0.5,1), (2,2) e (6,4) (cfr. la Figura[2.5] a sinistra).

2. 1l grafico della funzione dell’esempio 1 dopo la Definizione [2.1] ¢ costituita dai ramo di
parabola rappresentato nella Figura a destra.

oL L

Figura 2.5: Grafici delle funzioni f(z) considerate negli esempi dopo la Definizione .

Definizione 2.5. Una funzione f: I — R si dice periodica in I se esiste T > 0 tale che
flea+T)= f(x) Ve € I. Il pi piccolo T per cui questo accade si chiama periodo fondamentale
o semplicemente periodo della funzione.

Osservazioni:

1. Un funzione periodica ¢ in sostanza una funzione che si ripete a intervalli regolari.

2. Estensione di una funzione a una funzione periodica (x). Ogni funzione f(x) che sia
definita in un intervallo chiuso I = [a,b] si pud estendere a una funzione periodica g(x)
di periodo T' = b — a definita in tutto R. Per estenderla a destra di b, si ragiona come
segue: in [b,b + T si pone g(x) = f(x —T), dove x — T € [a,b] cosi che f(x —T) &
definito; in [b 4+ T',b + 2T7] si pone g(x) = f(xz — 2T), dove di nuovo x — 2T € [a,b] cosi
che f(x — 2T') ¢ definito; in generale, per ogni k € IN, in [b + kT,b + (k + 1)T] si pone
g(x) = f(x — (k4 1)T). Per estenderla a sinistra di a, si ragiona come segue: in [a — T, a]
si pone g(z) = f(x+T), dove z + T € [a,b]; in [a — 2T,a — T si pone g(z) = f(z + 27T),
dove di nuovo x — +2T € [a,b]; in generale, per ogni k € N, in [a — (k + 1)T,a — kT si
pone g(x) = f(z + (k + 1)T).
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3. Esempi di funzioni periodiche sono le funzioni trigonometriche che vedremo pitt avanti
(cfr. il §3.6).

4. La funzione f(x) = costante ¢ una funzione periodica per la quale non ¢ tuttavia definito il
periodo, in quanto non esiste un 7" minimo tale che f(z+7T) = f(x). Infatti, se f: R - R
é costante, si ha f(x +7T) = f(x) per ogni T' € R.

Esempi di grafici di funzioni periodiche sono illustrati nella Figura la funzione fi(x) il
cui grafico ¢ rappresentato a sinistra ha periodo 7' = 2, mentre la funzione fo(x) il cui grafico ¢
rappresentato a destra ha periodo 7' = 2/3: infatti si ha f1(z+2) = fi(z) e siha fo(z+(2/3)) =

fo(z) per ogni z € R.
| NERE

\ L N /J |
VY

-1

Figura 2.6: Grafici delle due funzioni periodiche fi(x) e fa(x).

Si noti che le due due funzioni fi(z) e f2(z) hanno un comportamento molto diverso: la
funzione fi(x) ha un “salto" per ogni x = 2k con k € Z (ovvero in x = 0, x = £2, ecc.), mentre
il grafico della funzione fa(z) si riesce a tracciare su un foglio “senza mai staccare la penna”
(cfr. il §6| sulle funzioni continue).



3 Funzioni elementari principali

3.1 Funzioni elementari principali

Si chiamano funzioni elementari principali le seguenti funzioni:

1. funzione potenza x®, dove a € R & ’esponente;

2. funzioni trigonometriche: sinx (seno), cosz (coseno), tanx o tgx (tangente), cotanx o
cotg x (cotangente), sec x (secante), cosec z (cosecante);

3. funzione logaritmo: log, x, dove a ¢ la base (se a = 10 si scrive log;, = = log x; se a = e si
scrive log, = Inx);

4. funzione esponenziale: a®, dove a € R & la base (particolaremente interessanti sono i casi
a=10ea=e).

Osservazione: La base e ai punti 3 e 4 & il numero di Nepero che verra definito pit avanti
(cfr. 'osservazione 1 del . A volte si usa la notazione log x anche per indicare il logaritmo
in base e: di fatto, se la notazione log x indichi il logaritmo in base 10 o il logaritmo in base e si
deduce dal contesto in cui é usata.

3.2 Domini e grafici delle funzioni potenze

La funzione potenza ¢ la funzione f(x) = 2%, dove a € R prende il nome di esponente. Il dominio
di definizione dipende dal valore dell’esponente a.

Il caso @ = 0 & banale perché 2° = 1 Vo # 0. Se interpretiamo 0° = 1 (cfr. I'osservazione
finale nel &j allora la potenza z° = 1 ¢ la funzione costante identicamente uguale a 1.

Se « # 0, consideriamo prima il caso o > 0.

Sea>0ea€ Q,ie sea=p/q,conp,q e N, possiamo supporre senza perdita di generalita
che p e ¢ siano primi tra loro ed entrambi positivi (cfr. 'osservazione 2 del . Seq=1, aP ¢
semplicemente il prodotto di x per sé stesso p volte:
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Se invece p = 1, /7 ¢ il numero y tale che

q volte

Se ¢ & pari, tale numero esiste solo se x > 0. Pertanto, in generale, il numero y = 2P/4 ¢ il numero
la cui potenza con esponente ¢ € uguale alla potenza con esponente p del numero x, i.e. y? = xP.
Se ¢ é dispari, tale numero y esiste per ogni x, mentre se ¢ & pari esso esiste solo se x > 0.

Se invece a € R\ @, la potenza z® si calcola passando attraverso la funzione esponenziale
(cfr. il e la funzione logaritmo (cfr. il §3.8), ponendo 2 = exp(alnz), che ¢ ben definito
per x > 0 e si pone uguale a 0 per x = 0.

Se infine a < 0, si puo scrivere z® = =% = 1/:[;'8, con f=—a>0. Il dominio di %, con a <0,
differisce da quello della potenza con esponente positivo in quanto il punto x = 0 va escluso.

In conclusione, riguarda al dominio della funzione potenza, possiamo riassumere la situazione
come segue:

e se o = p/q, con ¢ dispari, si ha Dy = R;

e se a = p/q, con g pari, oppure a € R\ Q (irrazionale) allora Dy = R,
. 22 3

2

3/2

Figura 3.1: Grafici di alcune potenze con esponente positivo.



3.2. DOMINI E GRAFICI DELLE FUNZIONI POTENZE 41

Esempi di grafici di potenze sono riportati in Figura 3.1} per alcuni valori a > 0, e in Figura
m per alcuni valori di & < 0 (si noti che nelle figure gli assi delle ascisse e delle ordinate non
sono nella stessa scala; in particolare, anche se é non evidente dalla figura, il grafico di f(z) = x
¢ la bisettrice del primo quadrante).

-1, )] -3

20
2
0.2
1 15

-6 -4 -2 2 4 6 -6 -4 -2 2 4

Figura 3.2: Grafici di alcune potenze con esponente negativo

Osservazioni:

1. Si verifica che f(1) = 1% = 1, indipendentemente dal valore di a.

2. Per x > 0, si ha la situazione seguente (cfr. gli esempi in Figura [3.1):

e se a = 11l grafico di f(z) = x & una retta passante per l'origine (bisettrice del primo
e terzo quadrante);

e se a > 1 il grafico & una curva che si mantiene al di sotto della retta per z < 1 e al
di sopra per x > 1;

e se o < 1 il grafico é una curva che si mantiene al di sopra della retta per x < 1 e al
di sotto per x > 1

1/n

3. Se a = 1/n spesso si usa la notazione {/x = x In particolare se n = 2 si scrive

semplicemente Jx = /.

4. Sia f(z) = x®. Per x > 0 si ha f(x) > 0 per ogni valore di a. Per x < 0, quando la
funzione ¢é definita, ovvero per a@ = p/q, con ¢ dispari, si ha f(x) > 0 se p & pari (per
esempio: f(z) = 22, f(z) = 272, f(z) = 2%/3) e f(z) < 0 se p ¢ dispari (per esempio:

fle) ==, f(z)=2%, f(z)=2'/?).
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3.3 Equazioni di primo e secondo grado

3.3.1 Equazione di primo grado ax +b =0, a # 0
La soluzione dell’equazione az+b = 0, a # 0, ¢ z = —b/a. Graficamente la funzione f(x) = ax+b
rappresenta una retta che attraversa ’asse x nel punto x = —b/a e 1’asse y nel punto y = b; ved.

Figura[3.3] In particolare a ¢ il coefficiente angolare della retta: si ha a = tg ¢, dove ¢ ¢ I'angolo
che la retta forma con l'asse z.

10
4 10
5
2 5
-4 -2 2 4
s
2 4
-10 -4 2 4
-2 -15
-5

Figura 3.3: Grafici di alcune rette.

3.3.2 Equazione di secondo grado ax? +bxr +c=0,a #0

L’equazione ax? 4 bx 4+ ¢ = 0, a # 0, ha due soluzioni in C:

. —b—Vb? —4dac . —b+ Vb% —4dac
1= ) 2 — .
2a 2a

In particolare, definendo il discriminante
A =b? — dac,

se A > 0 le due soluzioni sono reali e distinte, se A = 0 le due soluzioni sono reali e coincidenti,
se A < 0 non esistono soluzioni reali. La funzione f(x) = ax?+ bz + c rappresenta una parabola,
con concavita rivolta verso ’alto se a > 0 e verso il basso se a < 0.

Osservazione: Se I'equazione di secondo grado ¢ della forma az? + 2bgz + ¢ = 0 (ovvero se il
coefficiente del termine di primo grado ¢é divisibile per 2) allora le radici si possono scrivere nella
forma (formula ridotta)

xr1 = )
a

—by — bg —ac - —bo + \/b(% —ac
2 = .
a

A seconda del valore del discriminante si hanno i casi rappresentati in Figura[3.4} le soluzioni
dell’equazioni az? + bx + ¢ = 0 corrispondono ai punti in cui la parabola interseca 1’asse z.
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2= x— 16 x*— 8x + 16

— 2+ x+16 —22 + 8z — 16 2?4+ x—4

Figura 3.4: Grafici di alcune parabole.

Complementi (*):

1. Derivazione delle formule risolutive dell’equazione di secondo grado. Dal momento che
a # 0, dividendo I’equazione az? 4 bx + ¢ = 0 per a si ottiene

Si pud completare il quadrato a primo membro aggiungendo a sottraendo un’opportuna
costante, i.e. scrivendo

a:2+éx—x2+2 b r=x+2 b x+i—i— a:—i—i 2—i
a’ 2a - 2a 4a2  4a? 2a 4a?’

che, inserita nell’equazione precedente, da
n b\? b? ¢ b —dac
rT+—) =—-——-—=—-".
2a 402 a 4a2

Estraendo la radice quadrata si ottiene

2 _ 2 _
a:—i—izj: b 4ac:i\/b 4ac
2a 4a? 2a

OvVVvero

b L Vb2 —dac  —bE Vb? — dac

r=—-——
2a 2a 2a
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2. Derivazione alternativa delle formule risolutive dell’equazione di secondo grado. Partendo
dall’equazione di secondo grado az? + bx + ¢ = 0, si introduce la variabile y scrivendo
x =y + m, con m da determinare. L’equazione diventa allora

a(m+y)2 +b(m+1y) + ¢ = am? + 2amy + ay® + bm + by + ¢
= ay® + (2am + b) + (am® + bm + ¢) = 0.

Fissando m = —b/2a, cosi da cancellare il termine lineare in y, si ottiene
b2 ob? b?
ay2+(am2+bm+c):ay2+ — — —+c)=a+ (——+c) =0,
4a 2a 4a
ovvero

4a? 4 2a

9 1 ( b? ) b? — dac Vb? — dac

Tornando alla variabile x, si trovano le formule risolutive note.

3.4 Disequazioni di primo grado

3.4.1 Disequazione di primo grado ax +b > 0, a # 0

Consideriamo la disequazione di primo grado ax+b > 0, dove a,b € R, con a # 0. Sia 9 = —b/a
la soluzione di ax + b = 0. Allora la disequazione ¢é soddisfatta per > zg se a > 0 e per z < xg
se a < 0. Se vale il segno stretto, i.e. se la disequazione ha la forma axz +b > 0, allora la soluzione
ex>xgpera>0ex <xgpera<O.

Se si considera la retta di equazione y = ax + b, per x > xq la retta & al di sopra dell’asse x
se a > 0 e al di sotto se a < 0. Quindi le soluzioni della disequazione ammettono una semplice
interpretazione in termini del grafico della funzione f(x) = ax + b.

3.4.2 Disequazione di primo grado axz +b < 0, a # 0

Consideriamo ora la disequazione di primo grado ax + b < 0, dove a,b € R, con a # 0. Ci si
riconduce al caso precedente moltiplicando la disequazione membro a membro per —1: ax+b < 0
= —axr—b=(—1)(ax+b) > 0. Quindi la soluzione & x > —(—b)/(—a) = —b/a = xg se —a > 0,
ie. a<0,ex < —bla=x9se —a<0,ie a>0. Come prima, se vale il segno stretto nella
disequazione, i.e. se la disequazione assume la forma ax + b < 0, allora vale il segno stretto anche
nella soluzione.

Anche in questo caso le soluzioni della disequazione ammettono una semplice interpretazione
in termini del grafico della funzione f(z) = az + b.
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In conclusione, a seconda del segno di a, la disequazione é soddisfatta se e solo se x soddisfa
la diseguaglianza indicata nella tabella seguente:

a>0 a<0

b b

ar+b>0 > —— r< ——
a a

b b

ar+b>0 T > —— < ——
a a

b b

ar +b<0 < —— T > ——
a a

b b

ar+b<0 r < —— T > ——
a a

3.5 Disequazioni di secondo grado

3.5.1 Disequazione di secondo grado ax? +bx +¢c > 0,a # 0

Nel discutere la disequazione ax?+bx+c > 0, a # 0, & conveniente procedere nel modo seguente.
Si disegna la parabola y = f(x) = ax? + bx + c. Si possono avere vari casi, come mostrato
dalla Figura[3.4] Siano z; e x3 le due soluzioni dell’equazione di secondo grado corrispondente
ax? + bx + ¢ = 0: si pud avere

(1) axz® +bx + ¢ = 0 per x = x1 oppure per & = 3, con x; e Ty reali e distinti,
(2) ax® +bxr+c =0 per x =z = 29, se £1 e Xy sono reali e coincidenti,
(3) ax? +bxr+c#0 Ve €R.
Quindi x; e x9 sono i punti dell’asse reale in cui f(z) si annulla. I punti x per cui f(x) > 0

sono i valori di  in cui la parabola ¢ al di sopra dell’asse , mentre i punti = per cui f(z) < 0
sono i valori di  in cui la parabola é al di sotto dell’asse . Occorre distinguere sei possibili casi:

e a>0,A>0= z <z oppure x > x3;
¢ a>0,A=0= z € R (in tal caso z1 = x2);

a>0,A<0= z <R (in tal caso non esistono z1, z3);

e <0, A>0= 21 <z < x9;
e 4 <0, A=0= x =1 (in tal caso 1 = x2);

e a4 <0, A < 0= nessuna soluzione (in tal caso non esistono x1, x2).
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3.5.2 Disequazione di secondo grado ax? +bx +c¢c > 0,a # 0

Si ragiona come sopra tenendo conto che se nella disequazione vale il segno stretto, allora vale in
segno stretto anche nelle soluzioni (con il caveat che se A = 0 la disequazione non ¢é piu risolta
da z = z1). Quindi la soluzione in tal caso diventa:

e a>0,A>0=— z <z oppure x > 3;

e a>0,A=0= z# z; (in tal caso 1 = x9);

e >0, A<0= z € R (in tal caso non esistono 1, xs);
e 01 <0,A>0= 11 <x<x9;

e a <0, A =0 = nessuna soluzione (in tal caso x; = z2);

e 4 <0, A <0 = nessuna soluzione (in tal caso non esistono zp, z2).

3.5.3 Disequazione di secondo grado ax? +bx +¢c¢<0,a #0

Si ragiona come nel caso precedente, con 'unica differenza che ora occorre individuare i valori di
)
x in cui la parabola si trova al di sotto dell’asse x. Quindi si ha:

e 0>0,A>0= z; <z <ux9;

e a>0,A=0= x =1 (in tal caso z1 = x9);

e a >0, A < 0= nessuna soluzione (in tal caso non esistono x1, x2);
e 0a<0,A>0=— z <z oppure x > xa;

e 0<0,A=0= z € R (in tal caso 1 = z2);

e 0 <0, A<0= z€R (in tal caso non esistono 1, x2).

3.5.4 Disequazione di secondo grado ax? +bx +¢c < 0,a #0

Ragionando come sopra si trova:

a>0,A>0= 1 <x<x9;

a >0, A = 0 = nessuna soluzione (in tal caso 1 = x2);

e a >0, A <0 = nessuna soluzione (in tal caso non esistono x1, x2);
e 0<0,A>0= z <z oppure x > x3;

e 0 <0, A=0= x# 21 (in tal caso x1 = x9);

e 0<0,A<0= z R (in tal caso non esistono x1, xs).
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Esercizi.

1

10.
11.

12.

Si risolva la disequazione 2 4+ 4z — = > 0.

=] ©

2x —3
Si risolva la disequazione i > 0.
5 — 22
Si risolva la disequazione |22 — 2| < .
2¢ —1 12 —6x
- > 0.
+2 4 — a2 —

Si risolva la disequazione = + 3 > v/x + 3.

Si risolva la disequazione

2
—4
Si risolva la disequazione 332733+3 <0.
-z

Si risolva il sistema di disequazioni 2?> — 4z +4 > 0,2 —z > 0.
Si risolva la disequazione 3 — 422 + 2z > 0.

Si risolva la disequazione z* — 2423 + 822 > 0.

Si risolva la disequazione xt—6x2+4>0.

Si risolva la disequazione 2z* — 322 +1 > 0.

6

1
Si risolva la disequazione — — — +2 < 0.
x x

Soluzioni:

1.

La disequazione ¢ della forma az? +bx+c¢>0,cona=1>0e A = b?> — dac = 25 > 0.
Le radici di 2? + 42 —9/4 = 0 sono 71 = —9/2 e 13 = 1/2. Quindi la soluzione della
disequazione é&: = € (—o0, —9/2] U [1/2, +00).

Deve essere 22 —3 > 0e 5 — 22 > 0 oppure 22 —3 < 0 e 5 — 22 < 0. Quindi la soluzione
della disequazione é: = € (—oo, —/5) U [3/2,/5).

Se 2 > 2 si ha 22 — 2 — x < 0, che ammette soluzione: —1 < z < 2 (poiché a = 1 > 0,
A =9 >0 e le radici sono 1 = —1, x5 = 2); la condizione 22 > 2 richiede = > V2 oppure
< V2= 1V2<2r<2 Sea?<2siha2—-—z2—2< 0, che ammette soluzione:
x < —2 oppure z > 1 (poiché a = —1 < 0, A =9 > 0 e le radici sono ;1 = =2, x = 1); la
condizione x? < 2 richiede || < v/2 => 1 < # < /2. Unendo le due condizioni troviamo
la soluzione: x € (1,2).

Si deve innanzitutto richiedere x +2 # 0 e 22 # 4 = x # +2. Inoltre 12 — 6z = 6(2 — z)
ed—22=2+2)2—12) = (12—-62)/(4 — 2%) = 6/(2 + x). Quindi

2e—1 12—-6x 2zx-—1 6  2x—1-6 2z-7

r+2  4-22  xz+2 24z 24z 24z
cosl che si deve richiedere 20 — 7> 0e 2+ x > 0 oppure 22 —7 < 0e 242z < 0. La
soluzione é quindi: z € (—o0,—2) U [7/2,+00).
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10.

11.

12.
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Si deve avere x +3 >0 = se v +3 =0 (i.e. # = —3) si ha 0 > 0, che ¢ soddisfatta; se
x+ 3 > 0, dividendo ’equaizone per v/x + 3, si ottiene vz +3 > 1 = x+3 > 1. Quindi
la soluzione ¢: z € {—3} U [—2,400).

. La soluzione ¢&: x € [1,2) U [3, +00).

La soluzione é: x € (—o0,2).

. Si puo scrivere z3 — 422 4 2x = x (2% — 42 +2), quindi si ha z > 0 e 22 — 42+ 2 > 0 oppure

z <0ez?—4x+2 < 0. L’equazione 22 —4x+2 = 0 ha soluzioni 21 = 2—v/2 e 9 = 2+/2,
quindi 22 — 4z +2 > 0 per < 2 — /2 oppure per = > 2 + /2, mentre 22 — 4z 4+ 2 < 0
per 2 — 2 < z < 2+ /2. In conclusione si deve avere: z € [0,2 — \/ﬁ] U2+ V2, +00).

. Si puo scrivere z* — 2423 + 822 = 2%(2% — 24 +8), quindi, poiché 2 > 0, si deve richiedere

22 — 242 4+ 8 > 0 oppure x = 0 (valore per il quale 22 = 0). L’equazione x> — 24z + 8 =0
ha soluzioni 21 = 12— /136 € 25 = 12—1—\/@, quindi 22 —24x+8>0 per x < 12 —+/136
oppure per z > 12 4+ /136, mentre 2 — 24z + 8 < 0 per 12 — /136 < z < 12+ +1/136. In
conclusione, tenendo conto che v/136 < 12 si deve avere: z € {0}U[12 —+/136,12++/136].

Se si pone t = 22, la disequazione si riscrive in termini di ¢ nella forma t> — 6t 4+4 > 0, che
ammette soluzione ¢t € (—o00,3 — /5] U [3 + /5, +00). D’altra parte i valori t < 0 vanno
scartati perché t = 22 > 0. Quindi si deve avere 22 € [0,3 — v/5] U [3 + v/5, +00), ovvero

z € (—00,—V3+V5)U[=vV3 = V5,v3 - VBU[V3 — V5, +).

Se si pone t = 22, la disequazione si riscrive in termini di ¢ nella forma 2t — 3t +1 > 0,
che ammette soluzione ¢t € (—00,1/2) U (1,400). Poiché i valori ¢ < 0 vanno scartati, si
deve avere z2 € [0,1/2) U (1, 400), ovvero € (—oo, —1) U (—1/v/2,1/v/2) U (1, 400).

Innazitutto si deve richiedere z # 0. Si puo allora riscrivere la disequazione, moltiplicando
il primo membro per z*, nella forma 2% — 642z < 0. Ponendo x? = ¢, si trova che le radici
dell’equazione 2t +t—6 = 0 sono t; = —2 e t = 3/2, quindi la disequazione 2t> +t—6 < 0
¢ soddisfatta per t € (—2,3/2). Ne segue che la disequazione 2z* +22 — 6 < 0 ¢ soddisfatta
per z2 € [0,3/2), i.e. per x € (—m, M) D’altra parte il valore x = 0 va escluso, per
quanto visto all’inizio, quindi la disequazione ¢ soddisfatta per = € (—+/3,0) U (0, 1/3/2).

3.6 Domini e grafici delle funzioni trigonometriche

Le funzioni trigonometriche sono le funzioni seno, coseno, tangente, cotangente, secante e
cosecante, indicate, rispettivamente, come sin x, cosx, tgx, cotgx, sec e cosecx.

3.6.1 Seno e coseno

Le funzioni sinx e cosx sono definite come segue (cfr. la Figura . Data la circonferenza di
raggio 1 e centro l'origine, si consideri il raggio che forma un angolo x con l'asse delle ascisse:
allora cosx rappresenta la proiezione del raggio sull’asse delle ascisse e sinx rappresenta la
proiezione del raggio sull’asse delle ordinate.
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Figura 3.5: Definizione di sinz e cosz.
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Le due funzioni sin z e cos z sono quindi definite per x € R e assumo valori compresi tra —1 e
1: quindi il loro dominio ¢ R e il loro codominio & [—1,1]; inoltre le due funzioni sono periodiche
di periodo 27, quindi é sufficiente studiarne il grafico per z € [—m, 7| oppure per = € [0, 27]

(cfr. la Figura per il grafico delle due funzioni).

Per costruzione si ha sinx = 0 per x = kmw e cosz = 0 per z = km + /2, con k € Z.

Infine sinx e cos z soddisfano 1'identita

2

sin?z + cos?z =1 Vr € R,

per il teorema di Pitagora.

3.6.2 Tangente e cotangente

Le funzioni tgx e cotgx sono definite rispettivamente come

sinx CcCos T
cotgx =

tgx = ,
Ccos ¥

sinz

La funzione tgx ¢ definita per z # (2k + 1)w/2, k € Z; inoltre, essa ¢é periodica di periodo
7 (cfr. i complementi alla fine del paragrafo), quindi ¢ sufficiente studiarne il grafico per x €

(=m/2,7/2) (cfr. la Figura [3.6).

La funzione cotg x ¢ definita per = # km, k € Z, ed ¢ anch’essa periodica di periodo 7 (cfr. di
nuovo i complementi alla fine del paragrafo), ed & quindi ¢ sufficiente studiarne il grafico per
x € (—m/2,7/2) o, in maniera del tutto equivalente, per = € (0,7), se si vuole un intervallo in

cui la funzione sia definita ovunque (cfr. la Figura [3.6).
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3.6.3 Secante e cosecante

In modo simile si ragiona per le funzioni

1 1
secT = , cosecx ;= ——,
Ccos T sinx

i cui grafici sono riportati sempre in Figura[3.6] Le due funzioni sec z e cosec z hanno periodo 27
e sono definite, rispettivamente, per x # 7w+ 2k, k € IN e per x # 2kn, k € IN. Nel seguito, non
utilizzeremo mai le funzioni sec x e cosec x, in quanto, a differenza delle funzioni tg x e cotgx che
coinvolgono entrambe le funzioni sin x e cos x, le funzioni sec x e cosec x si esprimono banalmente
in termini delle sole funzioni sinx e cos z, rispettivamente, costituendone le reciproche.

sin oo COS T tg T

cotgx* sec T cosec T
4 5 5
2
-3 -2 1 3 3 2 1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
-2
4 -5 5
6

Figura 3.6: Grafici delle funzioni trigonometriche.

3.6.4 Formule trigonometriche

Le formule trigonometriche (o formule goniometriche) sono formule che stabiliscono relazioni tra
i valori delle varie funzioni trigonometriche in corrispondenza di angoli legati tra di loro.

1. Estremamente utili da ricordare sono le formule di addizione (per la dimostrazione, cfr. i
complementi pitt avanti):

a) sin(x +y) = sinx cosy £ cosxsiny;

—_ S

tg (z£y) = (tgz £tgy)/(1 — tgztgy);
cotg (x £ y) = (cotgx cotgy F 1)/(cotgy + cotg x).

C

)
b) cos(x +y) = cosx cosy F sinz siny;
)
d)

—~
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2. Di fatto, le formule di addizione (c) per la tangente e (d) per la cotangente discendono
immediatamente dalle formule di addizione (a) per il seno e (b) per il coseno.

3. Dalle formule di addizione si possono ricavare tutte le altre relazioni trigonometriche:

(a) le formule di prostaferesi:
e sinx +siny = 2sin((x + y)/2) cos((x — y)/2),
o cosx + cosy = 2cos((z +y)/2) cos((z —y)/2),
e tgx +tgy = sin(z + y)/ cosx cosy,
e cotgx + cotgy = sin(x + y)/sinxsiny,
(b) le formule di Werner:
e sinzcosy = (1/2)[sin(x + y) + sin(x — y)],
e coszcosy = (1/2)[cos(z + y) + cos(z — y)],
e sinzsiny = (1/2)[cos(x — y) — cos(x + y)],
(c) le formule di bisezione:
e sin(z/2) = £4/(1 — cosx)/2,
o cos(z/2) = £4/(1 +cosx)/2,
o tg(z/2) = /(1 —cosz)/(1+ cosm).

4. Inoltre il fatto che si abbia sin(27) = 0 e cos2m = 1 é consistente con il fatto che sinx e
cos x sono periodiche. Infatti, utilizzando le formule di addizione, si ha

sin(x 4 2m) = sinx cos(2m) + sin(27) cosz = sin x,

cos(z + 27) = cos z cos(2m) — sin(27) sin x = cos z.

5. E utile ricordarsi i valori delle funzioni trigonometriche in corrispondenza ad alcuni angoli
speciali; per esempio, si ha

0 T T T T 27 3T 5T
x = — - = = — — T
6 4 3 2 3 4 6
i 1 1 V3 V3 1 1
sin x 0 - — — 1 — — — 0
2 V2 2 2 V2 2
V2 I U PSR SRS DA
cos¥ 2 V2 2 2 V2 2
t 0 1 1 V3 3 1 L 0
z — oo — — ——
& V3 V3
cotgx o V3 1 L 0 —L -1 -3 o0
V3 V3
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Se consideriamo angoli z € (m,27), i corrispondenti valori che assumo le funzioni sinx e
cos x si possono ricavare da quelli elencati sopra utilizzando le formule di addizione; per
esempio se x = 37/2 si puo scrivere x = w + /2, da cui si ricava

sinz = sinm cos(m/2) + cos7 sin(7w/2) = —1

e, analogamente,
cosx = cos 7 cos(m/2) — sinm sin(w/2) = 0.

. Dalle formule di addizione si possono ricavare anche altre relazioni notevoli che collegano

seni e coseni di angoli diversi tra loro. Per esempio si possono usare le formule di addizione
per ottenere le seguenti relazioni:

n(5) = (5 - 5) =0 5) () () () =)
() o5 3) =5 on(5) # 60(5) 5) =)

che permettono di esprimere il seno e il coseno dell’angolo 7/6 in termini del seno e del
coseno dell’angolo /3 (cfr. i valori riportati nella tabella dell’osservazione [5)).

. In generale, alcuni valori della tabella dell’osservazione || si possono ricavare utilizzando le

formule di addizione. Per esempio, per calcolare sin(m/3) e cos(m/3), si possono utilizzare
le identita dell’osservazione precedente per scrivere

L (T (T T s T T\ . (T
Sln(—) = sm(— + —) = 25111(—) cos(—) = 200s(—) sm(—),
3 6 6 6 6 3 3

da cui, dividendo per sin(7/3), segue l'identita

1

1= 2008(%) = cos(%) =3

Poiché (sin(m/3))% + (cos(m/3))? = 1 e sin(r/3) > 0, si ottiene anche I'identita
sin(T) = V3

3/ 27

Inoltre, sempre a partire dalle identita

n(Z)=on(3).  lf) =)

trovate nell’osservazione precedente, dai valori appena trovati di sin(7/3) e cos(w/3) si
deducono immediatamente anche i valori di sin(7/6) e cos(mw/6).

. Non tutti i valori della tabella dell’osservazione Bl discendono alle formule di addizione. Per

esempio 1 valori di sin 7 e cos 7 non si possono ottenere a partire dale formule di addizione,
ma seguono direttamente dalla definizione delle due funzioni, che implica che sinm = 0 e

cosm = —1 (cfr. la Figura [3.5)).
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Complementi (*):

1. Dimostrazione della formula di addizione sin(x +y) = sinx cosy + cos x siny. Si consideri
la Figura [3.7, dove A e B sono i punti in cui due le rette r e s, che formano un angolo x
e x + y con 'asse delle ascisse, intersecano rispettivamente la circonferenza di raggio 1, e
P é la proiezione ortogonale del segmento OB lungo il segmento OA. Si ha pertanto, per
definizione delle funzioni seno e coseno, |OB’| = |OB]| cos(z+y) e |BB'| = |OB| sin(z+vy),
mentre |OP| = |OB| cosy e |BP| = |OB]| siny e, analogamente, |OP’'| = |OP| cosz e
|PP'| = |OP)| sinz. Tenendo conto che |OB| = 1, la formula di addizione si pud quindi
riscrivere come |BB'| = |OP| sinx+|PB]| cosz. Se z denota 'angolo BPB' e @ ¢ il punto
del segmento BB’ tale che QP ¢& parallelo a OP’, dimostriamo innanzitutto che z = x:
se 0 denota 'angolo QPB, si ha x + 6 = 7/2 (poiché gli angoli OAQ e x sono uguali, in
quanto angoli alterni interni di due rette parallele tagliate da una trasversale, e gli angoli
x e 0 sono complementari); inoltre § + z = /2 (perché la somma degli angoli interni di
un triangolo ¢ w e angolo PQB ¢ retto); dalle due relazioni segue che = e z sono uguali.
Si ha allora

|BQ| = |BP|cosx = |BP|cosz,
|QP'| = |PP'| = |OP|sinz.
Notando che |BB'| = |BQ| + |QB’|, si ottiene la formula desiderata.

12

o B
!
1
0.8+ h
2
1
1
i
0.6 1
s E A
1
1
1
v [ Qi P
i i
e
i i
0.2 ! !
Yy :
1 1
T i

0 L . . )
d 0.0 o.zB/ 0.4 O.GP/ 0.8 1.0 1.2

Figura 3.7: Dimostrazione delle formule di addizione.

2. Dimostrazione della formula di addizione cos(x + y) = cosxcosy — sinzsiny. Facendo
di nuovo riferimento alla Figura [3.7] e utilizzando le notazioni introdotte nella discussione
del punto 1, si trova cos(z + y) = |OB| cos(xz + y) = |OB'| = |OP'| — |B'P'|, dove per
costruzione

|OP'| = |OP| cosz = |OB| cosy cosz = cosz cosy,
|B'P'| = |QP| = |BP| sinz = |OB]| siny sinz = siny sin z = siny sin z,

dal momento che z = x. Da qui segue la formula desiderata.
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3. Dimostrazione della formula di addizione sin(x —y) = sinz cosy — cos z siny. Segue dalla
formula sin(z + y) = sinxzcosy + coszsiny, dimostrata al punto precedente, notando
che siny e cosy sono, rispettivamente, dispari e pari in y. Quindi cos(—y) = cosy e
sin(—y) = —siny.

4. Dimostrazione della formula di addizione cos(x —y) = cosx cosy + sinx siny. Segue dalla
formula cos(z + y) = cosz cosy — sinx siny, usando di nuovo che le funzioni siny e cosy
sono, rispettivamente, dispari e pari in y.

5. Periodicita della funzione tg x. Utilizzando le formule di addizione, si trova, per x tale che

cosz # 0,
te (z + ) sin(z +7)  sinxcosw + sinwcosx
gz +m) = = - :
cos(r +m) cosxcosT —sinxsinT
sinx cos —sinz sin x
= = = = tg x’
COSTCOST  —COST  COSZ

da cui segue che la funzione tgx é periodica di periodo 7.

6. Periodicita della funzione cotgx. Ragiona come per la funzione tgx si trova, per x tale
che sinz # 0,

cos(r+m) cosxcosTm —sinwsinz  cosw
cotg (x + m) = — = = —— = —_—— = cotgux,
sin(z +m) sinxcosm+coszsinm  sinz

da cui segue che anche la funzione cotg x é periodica di periodo 7.

Esercizi:
1. Si dimostri la formula di prostaferesi sin z + siny = 2sin((x + y)/2) cos((z — y)/2).
. Si dimostri la formula di prostaferesi cosx 4 cosy = 2 cos((z + y)/2) cos((z —y)/2).

2
3. Si dimostri la formula di bisezione sin(x/2) = +/(1 — cosz)/2.
4. Si dimostri la formula di bisezione cos(xz/2) = £4/(1 + cosx)/2.

Soluzioni:
1. Posto z=a+f e y=a—f3, si usano le formule di addizione 1(a) per sin(a+f) e sin(a—f3).
2. Posto x=a+f e y=a—f3, si usano le formule di addizione 1(b) per cos(a+/S) e cos(a—f).

3. Si scrive
cosz = cos(z/2 + x/2) = cos?(x/2) — sin®(z/2) = 1 — 2sin®(z/2),

da cui si ottiene 2sin?(2/2) = 1 — cosz. Estraendo la radice quadrata segue 1'asserto.

4. Partendo come nell’esercizio 3| dalla formula di addizione cosx = cos(z/2 + x/2), si scrive

cos?(z/2) — sin’(x/2) = 2 cos?(x/2) — 1.
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Osservazioni:

1. Le funzioni cos(z/2) e sin(x/2) che compaiono nelle formule di bisezioni sono periodiche di
periodo 4m: infatti, richiedendo che si abbia cos((z + T')/2) = cos(x/2), si trova T/2 = 27
e quindi 7" = 47; analogamente si ragiona per sinz. Piu in generale le funzioni cos(ax) e
sin(ax), con « # 0, sono periodiche di periodo 27 /«a; per esempio, cos(4x) é periodica di
periodo T' = 27 /4 = 7/2, mentre cos(z/4) & periodica di periodo T' = 8 - 2w = 8.

2. 1l segno + delle formule di bisezione dipende dal valore di . Per esempio, nella formu-
la cos(z/2) = ++/(1+ cosx)/2, poiché la funzione cos(x/2) & periodica di periodo 47
(cfr. Posservazione precedente), ci si puo limitare all’intervallo [—2m, 27]. Per z € [—7, 7],
la funzione cos(z/2) ricopre I'intervallo [0,1] ed & quindi positiva, cosi che nella formula
di bisezione vale il segno +. Per z € [—27, —7) U (7, 27], la funzione ¢ invece negativa e
pertanto nella formula di bisezione vale il segno —. Se x ¢ [—2m, 27], esiste k € Z tale che
x + 2mk € [—2m,27]: il segno é quindi + o — a seconda che si abbia z + 27k € [—7, 7] o
x + 2wk € [-2m, —m) U (7, 27].

3.7 Dominio e grafico della funzione esponenziale
La funzione esponenziale &€ data da a”*, con a > 0, a # 1, ed é definita per x € R. Il grafico é

rappresentato in Figura [3.8| per alcuni valori di @ > 1 e in Figura [3.9] per alcuni valori di a < 1.

2% . e* 10° »

/ /,/ :

-2 -1 1 2 -2 -1 1 2 -2 -1 1 2

Figura 3.8: Grafici della funzione esponenziale per alcuni valori di a > 1.

-2 -1 -2 -1 1 2

Figura 3.9: Grafici della funzione esponenziale per alcuni valori di a < 1.



o6

CAPITOLO 3. FUNZIONI ELEMENTARI PRINCIPALI

I1 dominio della funzione ¢ R, mentre il codominio & (0, +00), dal momento che a* > 0 per
ogni x € R, se a > 0.

Per ogni fissato « € R, piit grande € a pit grandi sono i valori che assume la funzione a” e, allo
stesso modo, pitl piccoli sono i valori che assume la funzione (1/a)®. Si confrontino infatti i valori
sull’asse delle ordinate in Figura[3.8|e in in Figura[3.9] e si noti che le funzioni a® all’aumentare
del valore di a > 1 crescono sempre piu rapidamente, mentre al diminuire di a < 1 si avvicinano
al valore zero sempre piul velocemente.

Osservazioni:

1.

4.

Il valore a = 0 é escluso perché 0% = 0 per ogni x > 0, mentre la potenza 0® non ¢é definita
per x < 0. Si noti che se se estendessimo la definizione 0¥ = 0 anche a x = 0 troveremmo
0° = 0, in contraddizione con la convenzione 0° = 1 adottata sia nel che nel
In realta lespressione 0° & priva di valore nell’ambito dell’analisi matematica e assume
significato come forma indeterminata quando di discutono i limiti (cfr. il §8.2)).

. Analogamente a non puo essere negativo perché, per a < 0, il numero a* = (—|a|)* non ¢é

definito per = p/q, con ¢ e p primi tra loro e ¢ pari, e quindi non ¢ definito al variare
di z in un intervallo, dal momento che i razionali sono densi in qualsiasi intervallo (cfr. i

complementi del §1.7.1)).

. Il valore a = 1 ¢& escluso perché 1¥ = 1 per ogni z, quindi si ottiene diventa la funzione

costante, che & un caso particolare di funzione potenza, in quanto 1% = 20 =1 Va € R.

Di particolare interesse ¢ il caso in cui a = e, dove e ¢ il numero di Nepero (cfr. §5.7 piu
avanti). Il grafico di e® ¢ rappresentato in Figura

Proprieta fondamentali dell’esponenziale:

1.

Per ogni a > 0 e per ogni x € R si ha a® > 0, i.e. ’esponenziale di qualsiasi numero reale
€ sempre positivo.

.VYa>0sihaa’=1¢eal =a.

.Ya>0,a#1,eVx,y € Rsiha

a®t = a%aY,

i.e. I'esponenziale della somma é uguale al prodotto degli esponenziali.

. Ya > 0siha

. Va>0,a#1,eVx,y € Rsiha

i.e. 'esponenziale della differenza ¢ uguale al rapporto degli esponenziali.

. Ya>0,a#1,eVx,y € Rsiha

(@®)¥ = a™.
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Osservazioni:

1. Per la proprieta [3[ (o anche per la |§| con y = 2), si ha (a®)? = a* - a® = a?*.

2. Per ricordare che a®™¥ = a®a? (e non a” +a¥ assolutamente!) si possono scegliere dei valori
x e y per i quali si calcola facilmente I’esponenziale. Per esempio, si scelga x =y = 0 e si
ricordi che a® = 1 Va > 0: allora a®*® =1 =1-1= a%°, mentre a® + a® =2 # 1.

3. Fissato un valore di @ > 0, a # 1, se si confrontano i grafici delle due funzioni a” e
(1/a)* = a=* (cfr. le Figure e per a = 2, a = e e a = 10) si nota che essi sono
simmetrici per riflessione rispetto all’asse verticale. Questo segue dal fatto che, per ogni
z € R, siha (1/a)~% = a= (=% = a?, ovvero la funzione (1/a)* assume per = —z lo stesso
valore che la funzione a® assume per z = z.

4. Si noti che potenza ed esponenziale hanno la stessa struttura: si tratta in entrambi i casi
di un numero (base) elevato a un altro numero (esponente). Quello che cambia ¢ che nella
potenza ’esponente ¢ fissato e la base € la variabile, mentre nell’esponenziale ¢ il contrario:
la base ¢ fissata e I’esponente varia in R.

3.8 Dominio e grafico della funzione logaritmo

La funzione logaritmo ¢ data da f(z) = log, x, con a > 0, a # 1, ed ¢ definita per z > 0. Il
grafico & rappresentato in Figura [3.10] per alcuni valori di @ > 1 e in Figura[3.11] per alcuni valori
dia<1.

Inz log logyz :

05

-05

Figura 3.10: Grafici della funzione logaritmo per alcuni valori di a > 1.

logl/e T 10g1/10 T 10g1/2 T

2

05

-0.5

Figura 3.11: Grafici della funzione logaritmo per alcuni valori di a < 1.
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Il logaritmo in base a di un numero é definito in termini della funzione esponenziale dalla
seguente relazione: si ha log, x = y se e solo se a¥ = x. Ovviamente tale relazione non puo essere
verificata, al variare di x, da alcun numero y se a = 0 (in quanto 0Y = 0 indipendentemente da
y) oppure se a < 0 (in quanto a¥ non ¢é definita se a < 0).

Si noti inoltre che si ha log,a = 1 Va > 0. Questo si puo vedere dalla seguente catena di
implicazioni: log,a =y = a¥ =a = y = 1.

Infine, poiché log, x = y equivale a a¥ = z, si deduce che log, x ¢ definito solo per x €
(0, +00), mentre il suo codominio ¢é I'intero asse reale, dal momento che per ogni z > 0 esiste un
valore y € R tale che a9 = x.

Proprieta fondamentali del logaritmo:

1. Va>0,a# 1, si halog,1=0.
2. Va>0eVx>0sihalog,z>0sexz>1elog, <0sexz<1.

3. YVa>0,a#1,eVx,y>0siha

log, (zy) = log, x + log, ¥,

i.e. il logaritmo del prodotto ¢ uguale alla somma dei logaritmi.

4. Ya > 0,a#1,eVx,y > 0siha

log,, <x> = log, x —log, v,
Yy
i.e. il logaritmo del rapporto é uguale alla differenza dei logaritmi.
5. Va>0,a+#1,Vr>0eVaecRsiha

log, 2% = alog, x.

6. Ya,b >0, a,b#1,eVx >0siha

log, x = log, b - log, z.

Osservazioni:
1. La proprieta [6] si ottiene direttamente dalla definizione: se z = log, z e w = log, z, allora
a* =b"=2 = z=zlog,a=Ilog,a*=log,b" =w log,b,

che ¢ appunto la proprieta [6]

2. Dalla proprieta @ prendendo x = a, si ottiene log, b = 1/ log a.
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3. Le proprieta del logaritmo si possono derivare dalle proprieta della funzione esponenziale.
Per esempio, se poniamo z = log, =, w = log,y e u = log,(zy), si ha a®* =z, a¥ =y e
a* = zy, quindi dalla proprieta [3| dell’esponenziale si ottiene

u Z W 24w

a*=zxy=a*a’ =a = u=z4+w = log,(zy)=log,x+ log,y,

i.e. la proprieta [3] del logaritmo.

4. Tl logaritmo in una base qualsiasi a si pud sempre esprimere in termini del logaritmo in
base e (logaritmo naturale): utilizzando la proprieta [6] si trova

1
log, x =log,e-lnx = ha Inx,

dove si ¢ utilizzata anche 1'osservazione [2| per scrivere log, e = 1/Ina.

3.9 Simmetrie e parita

Spesso, notare che una funzione gode di qualche simmetria o di qualche proprieta di parita puo
semplificarne lo studio e, in particolare, il disegno del grafico.

Definizione 3.1. Una funzione f : R — R si dice pari se f(—z) = f(x) Vx € R, si dice dispari
se f(—x) = —f(z) Vo € R.

Proprieta:
1. Dalle definizioni segue che se una funzione ¢ pari o dispari, ¢ sufficiente studiarne il

comportamento per x > 0

2. Il prodotto di due funzioni pari o di due funzioni dispari & pari, il prodotto di una funzione
pari con una dispari é dispari.
3. Se una funzione ¢ pari ¢ sufficiente studiarne il grafico per = > 0: il grafico per x < 0 si

ottiene allora per riflessione rispetto all’asse y.

4. Se una funzione é dispari é sufficiente studiarne il grafico per x > 0: il grafico per x < 0 si
ottiene allora attraverso una doppia riflessione (prima rispetto all’asse y, quindi rispetto
all’asse ) ovvero attraverso una riflessione rispetto all’origine.

5. Una funzione dispari che sia definita per x = 0 si annulla necessariamente in x = 0: infatti,
se f(x) é dispari, allora per = 0 si deve avere f(0) = —f(0) e quindi f(0) = 0.

Esempi:

1. La funzione f(z) = 2% ¢ pari.
Dimostrazione: f(—x) = (—z)? = 22 = f(x).
2. La funzione f(x) = cosx ¢ pari.
Dimostrazione: cos(—z) = cos(0 — z) = cosOcosx + sinOsinx = 1-cosx + 0 = cos z.
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3. La funzione f(z) = x ¢ dispari.

Dimostrazione: f(—x)=—x = —f(x).
4. La funzione f(z) = sinx ¢ dispari.
Dimostrazione: sin(—z) = sin(0 — z) =sinOcosz — cosOsinz =0 —1-sinz = —sinz.
Osservazioni:

1.

Noto il grafico di una funzione f(z), il grafico della funzione g(z) = f(x) + yo, yo € R, si
ottiene traslando il grafico di f(z) verso l'alto di una quantita yo.

. Noto il grafico di una funzione f(x), il grafico della funzione g(z) = f(z + x¢), ¢ € R, si

ottiene traslando il grafico di f(x) verso sinistra di una quantita .

. Se yo < 0 traslare verso l'alto di una quantita gy significa di fatto traslare verso il basso

di una quantita |yp|. Analogamente se xp < 0 traslare verso sinistra di una quantita xg
significa di fatto traslare verso destra di una quantita |zo.

. 1l grafico della funzione g(z) = —f(x) si pud ottenere da quello di f(z) attraverso una

riflessione rispetto all’asse x.

. Il grafico della funzione g(x) = f(—z) si pud ottenere da quello di f(x) attraverso una

riflessione rispetto all’asse y.

Esempi:

1.

Il grafico di cosz is puo ricavare da quello di sinz tramite una traslazione di 7/2 verso
sinistra. linfatti

cosx = cos((x +m/2) — 7/2)
= cos(z + 7/2) cos(m/2) + sin(z + 7/2) sin(7/2)
=0+sin(z+7/2)-1
= sin(z + 7/2).

. Il grafico di una qualsiasi parabola ax? +bx + ¢ si pud ottenere a partire dalla parabola y =

ax? tramite una traslazione di 29 = b/2a verso sinistra e una traslazione di yo = ¢ — b*/4a
verso l'alto. Per esempio il grafico della funzione 222 + 4z — 3 si ottiene dal grafico di 22,
prima traslandolo di g = 4/4 = 1 verso sinistra, poi di yo = —3 — 4%/4 -2 = —5 verso
l’alto, ovvero di 5 verso il basso (cfr. la Figura .

. Dall’esempio 2 si vede che, se a > 0, la curva az? + bz + ¢ non interseca l’asse x se

Yo = ¢ — b*/4a

& positivo, mentre interseca ’asse in due punti se yg < 0 e in un solo punto se yg = 0.
Questo implica che I'equazione ax? + bz + ¢ = 0 non ha soluzioni reali se ¢y > 0, ha una
sola sola soluzione reale se yg = 0 e ha due soluzioni reali distinte se yg < 0. Se ricordiamo
la definizione del discriminate A di un’equazione di secondo grado, si vede che

1 A
Yo = —— (b2 — 4ac) =~
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Figura 3.12: Grafico delle funzioni 222 + 4z — 3 e 222

cosl che, per a > 1 le condizioni yg > 0, yo = 0 e yo > 0 equivalgono alle condizioni
A <0, A=0eA >0, rispettivamente, che sono appunto le condizioni perché ’equazione
ammetta slo radici complesse coniugate, una sola radice reale e due radici reali distinte.

4. 11 grafico della funzione cotg x si ottiene dal grafico di tgx tramite una traslazione di /2
verso destra e una successiva riflessione rispetto all’asse x: infatti

CoS T COS T sin(z + m/2) sin(x + 7/2)
g = == == = - — ¢ 2).
cotew sin sin(—x) cos(—x — m/2) cos(z + /2 gz +m/2)

5. Il grafico di a®, a < 1, si ottiene dal grafico di b*, con b = 1/a > 1, attraverso una riflessione
rispetto all’asse y: infatti b* = a™*, quindi se f(x) = b* si ha f(—x) =b"" = a”.

6. Il grafico di log, =, a < 1, si ottiene dal grafico di log, x, con b = 1/a > 1, attraverso una
riflessione rispetto all’asse z: infatti si ha log, = = log, b-logy, =, quindi se b = 1/a si trova

log, z = IOga(l/a) : 1Ogl/a €T,

dove

log,(1/a) = —log,a = —1.

Si trova in conclusione

log, « = —logy , ,

cosi che se
logl/a(m) = f(.??) = 1Ogax = —f<l')

L’asserzione segue allora dall’osservazione 4.



62 CAPITOLO 3. FUNZIONI ELEMENTARI PRINCIPALI

3.10 Esercizi

20+ 1 <

3.
r—1 —

1. Si risolva la disequazione
2. Si risolva la disequazione ||z| — 1] < |z — 3|.
. . . 1
3. Si risolva la disequazione — + [z — 1| > 1.
x

4. Si risolva la disequazione /22 —x +1 > z + 3.

5. Si risolva la disequazione 82+2 > 227,

1
6. Si risolva la disequazione 3% + 3= <4.

7. Si risolva la disequazione 3 cos? z + sin® z — 5cosz + 1 < 0 per z € [0, 27].

Jz

V7 —1

9. Sirisolva la disequazione |z — 1| < 2|z|.

<Vr+1.

8. Si risolva la disequazione

10. Si risolva la disequazione |2 — 1| < = + |z + 1|.

Soluzioni:
1. Si deve avere z # 1.
e Se x > 1 si ottiene

20+1<3(z—-1) = 32-3 >2x+1 = zx>4.

e Se x < 1 si ottiene
20+1>3(x—-1) = 3 —-3<2xr+1 = z<4
e quindi x < 1.
In conclusione la soluzione &: x € (—o0,1) U [4, +00).
2. Distinguiamo piu casi, per tener conto dei moduli.

(a) Se x > 0 si ha |z| = 2 e quindi la diseguaglianza diventa |z — 1| < |z — 3|.
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e Se x > 3 otteniamo
r—1l<zr-3 = -—-1<-3,

che non é mai soddisfatta.

e Se 1 <z < 3 otteniamo
r—1<3—2r — 2r<4 — x<2

equindi 1 <z < 2.

e Se x < 1 otteniamo
l-z<3—-—2 =— 1<3,

che ¢ sempre soddisfatta.

Ne segue che se z > 0 otteniamo la condizione = € [0, 2).
(b) Se z < 0si ha |x| = —x e quindi la diseguaglianza diventa
| —z =1 < |z -3,

dove |-z —1] =|—(z+1)| = |z+1|. Poiché x < 0 < 3 si haquindi |—z—1| < 3—=z.

e Se x > —1 otteniamo
z+1<3—2 = 2<2 = x<1,

che ¢ ovviamente soddisfatta per —1 < x < 0.

e Se z < —1 otteniamo
—r—1<3—zz = —-1<3,

che & sempre soddisfatta.

Quindi se x < 0 non otteniamo condizioni addizionali su x. Questo mostra che ogni
x < 0 soddisfa la disequazione.

In conclusione la soluzione ¢&: z € (—o0, 2).
3. Deve essere x # 0.
e Sex>1-equindi z — 1> 0 — abbiamo
1
—4+x—1>1.
x
Moltiplicando per x e usando il fatto che x > 0, otteniamo
1422 -20>0 =— (z—1)2>0,

che & sempre soddisfatta.
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e Sexz <1 (e x #0) abbiamo
14—1—3621 e 12:{;,
x x

quindi se x > 0 troviamo

mentre se x < 0 troviamo

In conclusione la soluzione é: = € (—oo, —1] U (0, 400).

4. L’equazione 22 — x + 1 = 0 non ha soluzioni reali poiché A < 0, quindi 'argomento della

radice quadrata & sempre positivo.
e Sex+3<0 (ie. z < —3), la disequazione & sempre soddisfatta.
e Seinvece z+3 >0 (i.e. x> —3), si ha

x2—a:+12x2+6x+9:>—x+126:c+9:>7:1:§—8:>x§—§,

da cui si ottiene —3 < x < —8/7.
Quindi la soluzione é: x € (—oo, —8/7].
5. Si ha
82 = 93(r+2) — 93(042) > 97”4 3(3 4 2) > 2% = 2? — 32— 6 <0,

quindi, tenendo conto che

3+ V33 3—1+/33
2 7 2
sono le soluzioni dell’equazione 22 — 3z — 6 = 0, la soluzione della disequazione é: z €

[3—v33)/2,3 +v/33)/2].

6. Ponendo y = 3% e usando che y > 0, si trova

1
y+-<4 = YP-dy+1<0 = 2-V3<y<2+3,
Yy

dove y = 2 £ /3 sono le soluzioni di y> — 4y + 1 = 0. In conclusione la soluzione é:
x € [logs(2 — v/3),1ogs(2 + V3)].
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2 2

7. Ponendo cosx = y e utilizzando che sin“x = 1 — cos” x si trova

<y<2

N

22 — by +2<0 —

dove y = 1/2 e y = 2 sono le soluzioni di 2y? — 5y + 2 = 0. Poiché y = cosz e cosx < 1,
solo 1 valori y € [1/2, 1] sono accettabili = cosz € [1/2,1] = in conclusione, la soluzione
& x € [0,7/3] U [6m/3, 27|, dove

sono i valori per cui si ha cosx = 1/2.

8. Sideve avere x > 0 (perché \/z sia definita) e x # 1 (perché v/ —1 # 0). Ponendo v/z =y
si trova y/(y — 1) <y + 1, dove y > 0.

e Sey>1siha
y<y+Dy-1)=¢y"-1 = y’ —y—-1>0,

da cui segue y < (1 —+/5)/2 oppure y > (1 + v/5)/2. Quindi se y > 1 si ottiene
y> (1452

e Se 0 <y < 1siha
y>@y+Hy-1)=¢y"-1 = 3’ —y—-1<0,

da cui segue (1 —+/5)/2 < y < (1 ++/5)/2, che mostra che tutti i valori 0 <y < 1
sono accettabili.

La soluzione quindi é: = € [0,1) U (y/(1 + v/5)/2, +o0).
9. La disequazione diventa

1—2z< -2z, perax<O,
1 -z < 2z, per 0 <x <1,
r—1< 2z, per x > 1.
Trattiamo i tre casi separatamente.
e Se x < 0 si deve avere x < —1.
e Sex e (0,1)si haz>1/3.

e Se infine x > 1 si trova © > —1 che ¢ soddisfatta senza condizioni aggiuntive.

In conclusione la soluzione é: (—oo, —1) U (1/3,400).
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10. La disequazione diventa

22 —1< -1, per x < —1,
1—22<2zx+1, per —1<z<1,
22 —1<2x+1, perz>1.

Si procede nel modo seguente.

e Se x < —1 si trova 22 < 0, che non pud essere soddisfatta.

e Sex € [—1,1] si ha
P +2:>0 = z2(xz+2)>0 = x>0 oppurez < —2,

da cui si ottiene z € (0, 1].

e Se infine x > 1 si ha
2?2 -20-2<0 = 1-V3<z<l++3,
da cui si ottiene x € (1,1 ++/3).

Raccogliendo le varie condizioni si trova che la soluzione &: x € (0,1 + v/3).



4 Funzioni composte e inverse

4.1 Alcune proprieta delle funzioni

Siano I e J due sottoinsiemi di R, e sia f una funzione definita in I e che a ogni valore x € [
associa un valore f(z) € J. Scriviamo allora f: I — J.

Definizione 4.1. f: I — J si dice iniettiva se V1,20 € I, 1 # v0 = f(x1) # f(x2).
Definizione 4.2. f: I — J C R si dice suriettiva se Vy € J Jx € [ : f(x) = y.

Definizione 4.3. f: I — J si dice biunivoca se é suriettiva e iniettiva.
Osservazioni:

1. Una funzione biunivoca é anche detta biiettiva o bigettiva.

2. Le proprieta di iniettivita e suriettivita dipendono non solo dalla funzione, ma anche dal
suo dominio e codominio.

Esempi:

1. La funzione f : R — R definita da f(z) = 22 non ¢é suriettiva perché dato y < 0 non esiste
alcun = € R tale che f(z) = y. Tuttavia ¢ suriettiva se ¢ vista come funzione da R in R;.

2. SeI =[-1,1 e J =[-1,1], f(x) = z ¢ iniettiva e suriettiva. Se I = [—1,1] e J = [0,1],
f(z) = 22 & suriettiva ma non iniettiva. Se I = [0,1] e J = [0, 1] entrambe le funzioni
f(x) =z e f(x) = 22 sono iniettive e suriettive.

3. Se I = [—m, 7] (oppure I = [0,27]) e J = [—1,1], la funzione sinz ¢& suriettiva ma non
iniettiva, diventa iniettiva se I = [—7/2,7/2].

4. Le funzioni f(x) = 2™, n € N, viste come funzioni da R a R, sono iniettive e suriettive
per n dispari, non sono né iniettive né suriettive per n pari. Se le funzioni sono viste come
funzioni da Ry a R4 allora sono iniettive e suriettive per ogni n € IN.

Definizione 4.4. Data f : I — J, siano x € I ey = f(z) € J. Diciamo che y ¢ l'immagine di
z e x é la controimmagine di y.

67
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Osservazione: Se f: I — J & biunivoca, Vy € J la controimmagine di y & unica.

Definizione 4.5. Una funzione f: I — R si dice crescente in [a,b] C I se Yxi,z2 € [a,b],
con xg > x1, st ha f(xa) > f(x1), e si dice strettamente crescente se, per xo > x1, si ha
f(z2) > f(x1) con il segno stretto.

Definizione 4.6. Una funzione f: I — R si dice decrescente in [a,b] C I se Vxi,x9 € [a,!],
con xg > x1, si ha f(xe) < f(x1). Si dice strettamente decrescente se, per xa > x1, si ha
f(z2) < f(x1) con il segno stretto.

Definizione 4.7. Una funzione f : I — R che sia crescente o decrescente in [a,b] C I si dice
monotona in [a,b]. Se f & strettamente crescente o strettamente descrescente allora si dice che
f €& una funzione strettamente monotona.

Osservazione: Puo succedere che una funzione sia crescente o decrescente in tutto il suo dominio
di definizione Dy. La definizione ¢ analoga ale Definizioni e , semplicemente con [a, b]
sostituito da Dy.

Esempi:

1. Tutte le funzioni ®, con o > 0, sono strettamente crescenti per > 0 (cfr. la Figura [3.1]).

2. Le funzioni 2?/%, con p,q € IN primi tra loro e ¢ dispari, sono strettamente crescenti
per x € R se p & dispari, mentre sono strettamente crescenti per z > 0 e strettamente
decrescenti per z < 0 se p & pari (cfr. la Figura [3.1]).

3. Sia la funzione esponenziale a” che la funzione logaritmo log, x sono strettamente crescenti

se a > 1 e strettamente decrescenti se a < 1 (cfr. le Figure e|3.10).).

4. Le funzioni sin z e cos x non sono né crescenti né decrescenti in R (cfr. la Figura. Tut-
tavia, se ristrette a opportuni intervalli, esse sono monotone. Per esempio, sinx & stretta-
mente crescente in [—7/2,7/2] e strettamente descrescente in [r/2,37/2]. Analogamente,
cosx ¢ strettamente crescente in [—m, 0] ed ¢ strettamente descrescente in [0, 7].

5. La funzione tgx ¢ strettamente crescente in [—7/2, 7/2]; analogamente la funzione cotg
¢ strettamente decrescente in [0, 7]. Le due funzioni non sono invece monotone in tutto
il loro dominio, dal momento che, per esempio nel caso della tangente, ¢ possibile trovare
valori z1 exg > x; tali che tgx; > tgxy (per esempio 1 = 7/4 e x9 = 7).

6. La funzione f(x) = costante ¢, in base alla definzione, sia crescente che decrescente, ma
non € né strettamente crescente né strettamente decrescente.

4.2 Composizione di funzioni

Definizione 4.8. Date due funzioni f e g, si chiama loro composizione o funzione composta la

funzione f o g definita da (f o g)(z) = f(g9(z)).
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Osservazione: Si pud comporre f con g (e quindi definire f o g) solo se Cy C Dy, ovvero, se
I —Jeg:I' — J, conJ C I. Anche nel caso in cui esistano entrambe le funzioni composte
g
fogegof,le due funzioni non sono uguali, i.e. fog # go f.

Esempi:

1. F(z) =1 -2 = (fog)(z),con f(x) =+/reg(r)=1—z. Sinotisiha (fog)(z) =v1—=
e (go f)(x)=1—+/x # (fog)(x); inoltre (f o g)(z) & definita se 2 < 1 mentre (go f)(x)

& definita se > 0.
2. F(z) =sin(1+2%) = (f o 9)(z), conf()—Slna;eg()—1+a:2.
3. F(z) = e 507" = (fogoh)(x), con f(z) = g(z) =sinz e h(z) = 22

4. Se f(z) =Inz e g(x) = f la funzione (f o g)(x ) In \/x ¢ definita per x > 0, mentre la
funzione (g o f)(z) = VInz ¢é definita per z > 1.

5. La funzione F(z) = In((x—1)(z+2)(z+3)) ¢ la composizione di f(x) = Inz con la funzione
g(x) = (x —1)(x +2)(z + 3) ed ¢ quindi definita per z tale che (z — 1)(x + 2)(z + 3) > 0,
ovvero per = € (—3,—2) U (1, 400).

6. La funzione F(x) = In(l — /1 —x) & la composizione di f(z) = Inz con la funzione
g(x) =1—+/1 — x. Per determinarne il dominio dobbiamo richiedere 1 —z > 0, perché sia
definita la radice, e 1 — /1 — & > 0, perché sia definito il logaritmo. La prima condizione
comporta x < 1, la seconda /1 —x < 1, ie. 1 —x < 1, da cui si ottiene z > 0. In
conclusione il dominio ¢é U'intervallo (0, 1].

4.3 Funzione inversa

Definizione 4.9. Sia f : I — J biunivoca. Si chiama funzione inversa di f la funzioneg:J — 1
tale che fog=go f =1, dove 1 ¢ la funzione identita, i.e. la funzione 1: R — R tale che
1(z) = x.

Osservazioni:

1. La funzione identitd 1(z) = x non va confusa con la funzione f(z) = 1. In particolare
la funzione identita ¢ invertibile e la sua inversa é la stessa funzione identita, mentre la
funzione f(x) = 1 non ¢ invertibile non essendo iniettiva.

2. E importante osservare che, quando si scrive fog = 1 o go f = 1, si intende che
I'uguaglianza vale nel dominio in cui la funzione g o, rispettivamente, la funzione f &
definita, ovvero che si ha f(g(z)) = x Vo € Dy e g(f(x)) = x Vo € Dy.

3. Se g ¢ la funzione inversa di f, si scrive g = f~ 1.

4. Sinoti che f~1(x) # 1/f(x): per esempio se f(x) = x la sua funzione inversa ¢ f~1(z) =
x (cfr. losservazione 1), mentre il suo inverso rispetto all’operazione di moltiplicazione,
ovvero il suo reciproco, ¢ 1/x.
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Operativamente la funzione inversa si costruisce nel modo seguente. Se f & biunivoca, per
ogni z € I esiste uno e un solo y = f(x) € J. Quindi a y si associa in modo univoco = tale
che f(z) = y: tale z ¢ funzione di y e possiamo quindi scrivere z = g(y), con g = f~!, cosi
definendo la funzione inversa f~1 (cfr. la Figura . In particolare, la funzione inversa di f ha
come dominio il codominio di f e come codominio il dominio di f, i.e. Dy-1 = Cy e Cp-1 = Dy.

Figura 4.1: Corrispondenza biunivoca tra x € Dy ey € Cy.

Esempi:

1. =, z1/™ 21/% sono le funzioni inverse di 22, 2™, z®, purché z > 0.
2. La funzione inversa di log, = & a*, purché = > 0.

3. Si noti che mentre log,(a®) & definita per ogni € R, al contrario a'°%a® ¢ definita solo
per z > 0. Analogamente, per esempio, la funzione (\/r)? ¢ definita solo per z > 0, a
differenza della funzione V22 = |z| che & definita per ogni z € R.

4. Data la funzione f(z) = 1+ (z + 1)?/4, > —1, la sua inversa si ottiene esprimendo
r in funzione di y = f(x). Si trova (x + 1)2 — 4(y — 1) = 0, che ammette le radici
x = ++/4(y—1) — 1, purché y > 1. La condizione x > —1 richiede il segno +. Se

indichiamo la variabile con x e la sua immagine con y, possiamo scrivere la funzione
inversay = g(z) =2vz —1—-1, 2z > 1.

Osservazioni:

1. Una funzione f si dice invertibile se esiste la funzione inversa f~!: una funzione biunivoca
¢ quindi sempre invertibile.

2. Una funzione che sia strettamente monotona e suriettiva & necessariamente iniettiva e
quindi invertibile.

3. Una regola grafica per determinare la funzione inversa di una funzione data é la seguente:
si scambiano tra loro gli assi, ovvero si riflette il grafico rispetto alla bisettrice del primo
e terzo quadrante. Si veda, a titolo di esempio, la Figura[4.2] dove sono riportati i grafici
della funzione y = f(x) = 1+ (z + 1)?/4, x > —1, e della sua inversa y = f~1 = > 1.
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Nella Figura sono riportati, per un confronto, i grafici delle funzioni e® e Inz, e di 22 e
V: si vede immediatamente che il grafico della funzione inversa della funzione f si ottiene
riflettendo il grafico di f rispetto alla bisettrice.

4. Dalla regola grafica del punto precedente si deducono alcune proprietd interessanti: per
esempio, la funzione esponenziale cresce piu velocemente di ogni potenza, quindi il
logaritmo cresce piu lentamente di qualsiasi potenza.

f(:c)" / f71(x)g,

6F 7 6

L

Figura 4.2: Grafici della funzione f(z) =1+ (z + 1)?/4 e della sua inversa f~!(z).

2.0

-1.0 < -

Figura 4.3: Grafici delle funzioni e® e Inx (a sinistra) e delle funzioni 2% e \/z (a destra).

4.4 Funzioni trigonometriche inverse

Consideriamo f(z) =sinz, € [-7/2,7/2]. La funzione instaura una corrispondenza biunivoca
tra gli intervalli [—7/2,7/2] e [-1,1]. Allora la funzione sinx, come funzione da [—7/2,7/2] a
[—1,1] ¢ invertibile: indichiamo la sua inversa con x = arcsinz (arcoseno). Analogamente cos x
¢ invertibile come funzione da [0, 7] a [—1, 1] e la sua inversa é x = arccos z (arcocoseno).
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Anche le funzioni tg x per I = (—n/2,7/2) e cotg x per I = (0, 7) sono iniettive: le loro inverse
sono rispettivamente arctan x o arctg x (arcotangente) e acrcotan x o arccotg x (arcocotangente),

e hanno come dominio 'intero asse reale.

arcsin

15

30

arccos r

arctg x

]

arcsec r

arccosec r

Figura 4.4: Grafici delle funzioni trigonometriche inverse

arcsin z”

arccotg x

°‘rarccos

arcsec r

arctg x*

arccosec r

Figura 4.5: Confronto tra i grafici delle funzioni trigonometriche e delle loro inverse.
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Simili osservazioni valgono per le funzioni inverse della secante e della cosecante, che vengono
indicate come arcsec x (arcosecante) e arccosec z (arcocosecante).

I grafici delle funzioni trigonometriche inverse sono riportati nella Figura [£.4] Come notato
nell’osservazione 3 alla fine del essi si possono ottenere dai grafici delle funzioni trigono-
metriche, scegliendone opportunamente i domini, per riflessione rispetto alla bisettrice (cfr. la

Figura

Osservazione: La funzione sinx rappresenta la proiezione sull’asse delle ordinate del raggio
unitario che forma un angolo x con l'asse delle ascisse (cfr. il , quindi a ogni angolo x
associa un valore ben preciso. La funzione arcsin x non rappresenta ’angolo il cui seno vale z
(dal momento che ne esistono infiniti), ma rappresenta ’angolo compreso tra —7/2 e 7/2 il cui
seno vale z. Quindi, fissato yo € [—1,1], gli angoli il cui seno vale yy sono arcsinyg e tutti gli
angoli della forma arcsin yo+2km e m —arcsin yo+2km, al variare di £ € Z. Gia solo nell’intervallo
[—7, ) esistono due angoli con tale proprieta: arcsinyg e m—arcsinyg (cfr. la F igura, a meno
che non si sia sceltoyg = £1, nel qual caso arcsinyy = m — arcsinyg. Analoghe considerazioni
valgono per tutte le funzioni trigonometriche inverse.

sinz
1.0+
0.5
R y/ Aan R St
1 1
1 1
1 1
1 1
S T S N 'S T Y N BN EEN S W
3 -2 -1 | R 2 3
-arcsin yg T —arcsin yg
-0.51
-1.0-

Figura 4.6: Angoli nell'intervallo [—m, ) il cui seno ha lo stesso valore y.

4.5 Funzioni elementari

Si chiamano funzioni elementari le funzioni che si scrivono come prodotto, combinazione lineare
e composizione di funzioni elementari principali e loro inverse, dove per combinazione lineare di
funzioni elementari principali si intende una somma di funzioni elementari principali ciascuna
moltiplicata per un numero reale, ovvero un’espressione della forma

arfi(z) + oo fo(z) + ... 4+ anfa(x), n € N,

dove aq, s ..., a, sono numeri reali e f1(x),..., fn(x) sono funzioni elementari principali.
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Esempi:

1.

- f2) =

f(z) =23 — 22+ 242 + 8 = f(z) = fi(x) — fa(z) + 24f3(z) + 8f4(x), dove le funzioni
fi(z) =23, fo(x) = 22, f3(x) =z e f1(x) = 1 sono tutte potenze.

. f@)=e"+zlogr = f(x)=fi(x)+ fo(x) f3(x), dove f1(z)=e", fo(x)=xe f3(x)=logx.
Cf@)=1/(x+1) = f(x) = fi(fo(x) + f3(x)), dove fi(z) = 1/x, fo(x) =z e f3(x) =1,

i.e. si compone fi(z) con la somma di fo(x) e f3(z).

Cf@) = V11— = f(z) = filf2(z) — f3(z)), dove fi(z) = Vz, fo(x) = 1 e f3(2) = =,

i.e. si compone fi(x) con la combinazione lineare fo(z) — f3(z).

. f(z) = sinz + cosz? = f(x) = f1 + fo(f3(x)), dove fi(z) = sinz, fo(x) = cosx e

f3(x) = 22, i.e. si compone fy con f3 e poi si somma il risultato a fi.

Cfl@) = log(1 4+ 22 + 42) = f(z) = fi(fa(x) + f3(x) + 4f4(2)), dove fi(x) = logz,

folx) = 1, f3(x) = 22 e fi(x) = z, ie. si compone fi(x) con la combinazione lineare
fa(

) + f3(x) + 4fa(x)).

fla) = er'-2Vmteossising® — f () = fi(fo(2)+ fy(@)+ fal@)+ f5(fo(x)), dove fi(x) = e,
fo(x) = 22, f3(x) = Vo, fa(x) = cosz, fs(x) = sinz e fg(z) = 23, i.e. si compone fi(z)
con la combinazione lineare fo(x) — 2f3(x) + fi(x) + (f5 o fo)(x), dove (f5 0 fo)(x) =
f5(fe(x)) = sinz3 é la composizione di f5(x) con fg(x).

a?—z+1 : i delle funzions _ _ g
e B = in termini delle funzioni fi(z) = 1, fa(x) = =z, f3(z) = 27,
f1(x) = 23 e f5(x) = 1/x, si considerano le combinazioni lineari g(z) = f3(x)— fa(z)+ f1(z)
e h(z) = fa(x) + 4f3(x) + 4f1(x), poi si compone f5(z) con h(x), in modo da ottenere
k(z) = (fs o h(z)) = 1/h(x), quindi si scrive f(z) = g(x)k(z), i.e. f(z) si ottiene come
prodotto delle due funzioni g(x) e k(z).

Osservazioni:

1.

Esempi di funzioni principali sono le seguenti funzioni funzioni algebriche: polinomi, funzio-
ni razionali (rapporti di polinomi), funzioni irrazionali (funzioni che coinvolgono potenze
con esponenti irrazionali). Le funzioni non algebriche si dicono trascendenti; esempi di
funzioni trascendenti sono le funzioni trigonometriche, esponenziali e logaritmi.

. Sebbene le funzioni elementari siamo le funzioni di uso piu frequente (ed essenzialmente

le uniche di cui noi ci occuperemo), deve essere chiaro che le funzioni non elementari non
hanno nulla di patologico. Di fatto, si presentano in modo del tutto naturale, per esempio
cercando soluzioni di equazioni differenziali che coinvolgano anche solo funzioni elementari
o calcolando integrali di funzioni elementari. Un’equazione differenziale ¢ un’equazione
che lega una funzione di una variabile x — f(z) alle sue derivate (vedremo al capitolo
cos’é una derivata, ma non ci occuperemo di equazioni differenziali). Gli integrali saranno
invece studiati nel capitolo dove vedremo che non necessariamente l'integrale di una
funzione elementare si puo scrivere in termini di funzioni elementari (cfr. I'osservazione |§|

del §10.4).
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4.6 Esercizi

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. Si determinino dominio e codominio della funzione f(z) = /2 + sinz.

Si determinino dominio e codominio della funzione f(z) = v/e*.

Si determinino dominio e codominio della funzione f(z) = vz? — 1.

I\
Si determini il dominio della funzione f(x) = (x n 3) .
x

Si determinino dominio e codominio della funzione f(x)

_ 1
\/sin(e?)
Si determinino dominio e codominio della funzione f(x) = /tgz.

Si determini il dominio di T) = e di T)= :
2 —4x +5
 det ni il dominio di _roeArTo
Si determini il dominio di f(z) 2 — 6z + 3
2 —4x+5
 det i il dominio di _rmerTo
Si determini il dominio di f(z) 22— 2r+3

Si determini il dominio di f(z) = In(4e® ~% — 4).

Si determini il dominio di f(z) = sin(In(4 4 z?)).

Si determini il dominio di f(x) = v/ 22/3 — 628/3.

— 1
Si determini il dominio di f(z) = \/|£E!]233+! -1

Si calcoli I'inversa della funzione f : [0,1] — [0, 1] data da f(z) = 2/x — x.

1
Si calcoli I'inversa della funzione f : [0,1] — [0,1] data da f(z) = 5\/4 — 222 — 2z.

1
Si calcoli I'inversa della funzione f : [0,1] — [0, 1] data da f(z) = 5\/4 — x? — 3.

Si determini il dominio di f(z) = v/]z — 2| — |z + 2|.

Si determini il dominio di f(z) = /x|z| + 3.

Si determini il dominio di e~1/%*,

Si determini il dominio di f(z) = In (|z| — 4|z — 4]).
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Soluzioni:

1. Il dominio &

D; =R,
mentre il codominio é
Cr = [1,V3).
2. 1l dominio &
D; =R,

mentre il codominio &

Cr={r€R:z >0}

3. Il dominio &
Dy={zeR:|z|>1} = (—o0,—1] U1, +00),

mentre il codominio é

Cf == IR,+.
4. Il dominio ¢ Dy = R\ {-3}.

5. Il dominio é

Df:{x:xe —00,InT) U©1n2k:7r ((2k+ 1)m ))}
k=1

mentre il codominio &

Cy=1[1,00).

6. Il dominio é

Dy = {a: tx € G[kw,kw+w/2)},
k=0

mentre il codominio &

Cf = R+.

7. 1l dominio di f; &
Dy, = (—00,3 — V5) U (3 + V5, +00),

mentre il dominio di fy &
Dy, = (0,3 —V5) U (3 + V5, +00).
8. Il dominio ¢ Dy = {z € R: 2z # 3+ /6}.
9. Il dominio ¢ Dy = R.

10. Il dominio é Dy = (—o00,0) U (4, 4+00).
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11. Il dominio ¢ Dy = R.
12. 1l dominio ¢ Dy = [—1/v/6,1//6].

13. Si scrive, a seconda del valore di x,

lz| =z +1=< -z —(z+1) = =22 —1, -1 <2 <0,
—z+(z+1)=1, x < —1.

Richiedendo che I'argomento della radice quadrata sia non negativo, i.e.

— 1
el =la+1
2
si ottengono i seguenti tre sistemi di disequazioni
1
1
2. —1<z<0 = —5—7—120,
2 2
3. z< -1 = 5—120.

Si verifica facilmente che nessuno dei tre sistemi ammette soluzioni. In conclusione, si
trova che il dominio ¢ Dy = 0.

14. La funzione inversa ¢ g : [0, 1] — [0, 1] data da

15. La funzione inversa ¢ g : [0,1] — [0, 1] data da
1
g(x) = 5 (—1 + V9 - 8952).
16. La funzione inversa ¢ g : [0, 1] — [0, 1] data da

g(z) = % (—3 V25— 16352).

17. Si scrive, a seconda del valore di z,

r—2—(z+2)=—-4 x> 2,
e =2 =]z +2[=4 —2+2— (z+2) = -2z, —2<x<2,
—rz+2+(zx+2)=4 r < =2

Richiedendo che 'argomento della radice quadrata sia non negativo, i.e.

|lx — 2| — |z + 2| >0,
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si ottengono i seguenti tre sistemi di disequazioni

1. z>2 = —4>0,
2. —2<x<?2 = 2r>0 = x<0,
3. <=2 = 4>0.

In conclusione, si ha Dy = R_ = {z € R: 2z < 0}.

18. Si scrive, distinguendo i casi x > 0 e x < 0,

%+ 3, x>0,
zlz|+3 = )
—x° + 3, x < 0.

Richiedendo che I'argomento della radice quadrata sia non negativo, i.e. z|x| +3 > 0, si
ottengono i seguenti due sistemi di disequazioni

x>0,
x2+320,

x <0,

—22+3>0.
11 primo sistema di disequazioni & soddisfatto per > 0, mentre il secondo é soddisfatto per
z > 0 tale che 22 < 3, i.e. per > —+/3. Quindi si trova ce il dominio ¢ Dy = [—\/g, +00).

e, similmente,

19. Il dominio ¢ Dy =R\ {0} = {x € R: 2 # 0}.

20. 11 dominio ¢ Dy = (16/5,16,3).



5 Limiti

5.1 Funzione distanza

Il grafico della funzione modulo & rappresentato in Figura 5.1} dove si & considerato che il grafico
di f(z) = |z| coincide con quello di fi(z) =« per z > 0 e con quello di fo(z) = —x per z < 0.

2l

I I I I
-4 -2 2 4

Figura 5.1: Grafico della funzione modulo

Definizione 5.1. Se P; e P5 sono due punti dell’asse reale, individuati da x1,xs € R, si definisce
distanza tra ¢ due punti P; e Py la grandezza d(Py, P2) = |x1 — xa].
Proprieta:
1. positivita: d(Py, P2) > 0 e si ha d(P;, P») = 0 se e solo se P} = Py;
2. simmetria: d(Py, Py) = d(Ps, Py);
3. disequaglianza triangolare: d(Py, P2) < d(Py, P3) + d(Ps, P3).
Osservazioni:

1. La dimostrazione delle tre proprieta della distanza segue dalle proprieta del modulo
discusse a pag.

2. La distanza tra due punti dell’asse reale ¢ quindi la lunghezza del segmento che ha come
estremi i due punti.
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Ricordiamo la definizione di intorno data nel che qui riportiamo per comodita.

Definizione 5.2. Si definisce intorno di centro xo e raggio R l'intervallo aperto Br(xo) = {z €
R:|z— x| < R} = (x0 — R,xz0 + R).

5.2 Limite

Per indicare che x & molto vicino a un valore fissato xg scriviamo |z — x| < d, con § > 0 molto
piccolo. Per dire che ¢ molto grande in modulo scriviamo |z| > M, con M > 0 molto grande:
se inoltre x & molto grande e positivo specifichiamo x > M, mentre se & negativo scriviamo
x < —M, sempre con M > 0 molto grande.

Definizione 5.3. Caso di limite infinito per x che tende all’infinito:

1. lim f(z) =400 se VN >0 3IM > 0 tale che se x > M allora f(x) > N.

r—-+00

2. lim f(x) =400 se VN >0 3IM > 0 tale che se x < —M allora f(x) > N.

T—r—00

3. lim f(z)=—o00 se YN >0 3IM > 0 tale che se x > M allora f(x) < —N.

T—r+00

4. lim f(zx)=—o00 se VN >0 3IM > 0 tale che se x < —M allora f(z) < —N.

Tr—r—00
Osservazioni:

1. Nella Definizione M dipende da N e, tipicamente, pitl grande ¢ NV, pitl grande si deve
prendere M.

2. La Definizione esprime in modo matematico il concetto che per x sempre piu grande,
i.e. sempre piu “vicino all’infinito”; i valori f(z) che la funzione assume sono sempre pit
grandi in modulo.

Definizione 5.4. Caso di limite infinito per x che tende a un valore finito:

1. lim f(xz) =400 se VN >0 3§ > 0 tale che se 0 < |z — x| < ¢ allora f(x) > N.

T—T0

2. lim f(x) =—o00 se VN >0 39 > 0 tale che se 0 < |z — zo| < 0 allora f(z) < —N.

T—T0
Osservazioni:

1. Analogamente a quanto osservato riguardo alla Definizione [5.3] anche nella Definizione
il numero ¢ dipende da N e, tipicamente, pitt grande & N, piu piccolo si deve prendere §.

2. La Definizione esprime in modo matematico il concetto che per x sempre pit vicino al
valore xg, i valori f(x) che la funzione assume sono sempre pit grandi in modulo.
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3. Se il limite di una funzione, per x che tende all’infinito (i.e. a +00 oppure a —00) 0 a un
valore finito zp, & +00 oppure —oo si dice che la funzione f(x) diverge.

4. Se al contrario il limite, sempre per x che tende all’infinito o a un valore finito, € un numero
finito si dice che la funzione converge a quel numero.

Esempi:

1. Esempi di funzioni che tendono a +o0o per x che tende a 400 sono le potenze con esponente
positivo, e gli esponenziali e i logaritmi con base positiva.

2. Un esempio di funzione che diverge per = che tende a un valore finito zg, nel caso specifico
ro = 0, ¢ la funzione f(x) = 1/22 e, piu in generale, qualsiasi potenza che abbia come
esponente un numero negativo pari.

Definizione 5.5. Caso di limite finito:

1. lim f(x)=1{ se Ve >0 35 > 0 tale che se 0 < |z — zo| < allora |f(x) —¥¢| < e.

T—T0

2. lim f(x)=4{ seVe>03IM >0 tale che se x > M allora |f(x) — | < e.

T—+00

3. lim f(z) =1/ seVe>03M >0 tale che se x < —M allora |f(x) — ] < €.

Tr—r—0o0
Osservazioni:

1. Nella Definizione [5.5] sia § sia M dipendono da €. Il valore di € é arbitrario: comunque
si fissi e, é possibile trovare un valore di § o di M per i quali le condizioni scritte sono
verificate. Quello che comunque interessa é cosa succede per € sempre pitt piccolo: il
senso della definizione é che, preso e piccolo quanto si voglia, é sempre possibile trovare
corrispondentemente un valore di ¢ sufficientemente piccolo (nel caso (1)) o un valore di M
sufficientemente grande (nei casi[2]e|3) tale che per z distante da xp meno di 0 o per x piu
grande di M, rispettivamente, il valore di f(z) dista da ¢ meno di e.

2. Nel caso|l|di Definizione la condizione 0 < |z —xz¢| < ¢ indica che = ¢ molto vicino a zg
ma distinto da xy. Infatti, per definire il limite, si devono considerare valori di f(z), con
T sempre piil vicino a g, ma il valore del limite é indipendente dal valore che la funzione
eventualmente assuma in zg. Di fatto la funzione potrebbe non essere neppure definita in
xo (cfr. anche le osservazioni alla fine del paragrafo).

3. Graficamente, la nozione di limite nel caso[I]di Definizione [5.5|si puo interpretare nel modo
seguente (cfr. la Figura : i punti del grafico graf(f) corrispondenti ai valori di x la
cui distanza da zy é minore di 0 si trovano allinterno della striscia y € [¢ —¢,¢ + ¢]. Piu
piccolo si fissa €, piu piccolo si deve scegliere §: per € sempre piu piccolo il rettangolo in
grigio in Figura [5.2] diventa sempre pit piccolo e, nel limite, si riduce a un punto che, nel
piano cartesiano, corrisponde al punto di ccordinate (xq, £).
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l+e

xo;é o xo‘—l—é

Figura 5.2: Limite ¢ della funzione f(z) per x — .

4. Considerazioni grafiche analoghe a quella dell’osservazione [3] si possono fare anche per gli
altri limiti della Definizione [5.5] Per esempio, per x — +o00 si considera la semistriscia
infinita definita dalle condizioni y € [{ —e,¢+¢] e x > M: pin piccolo si fissa e, piu grande
va scelto il valore di M.

Esercizi:

1. lim(2z —1) =3.

r—2

1
2. lim — =1.

z—1 X

2 _
3 i B tT—2
x—1 33—1
1
4., lim — =0.

r——+00 I

3.

33—1_

5. lim
x—00 I + 2

6. lim 1 =0.

T——00 I

7. lim — =0.

z—+oo 12

1
z—0 X

Soluzioni:
1. 20-1-3|=2]z—2|<20 = 20=¢c = § =¢/2.

2. [1jz—1)=|(x—1)/a| <6/(1—-08) => e =5/(1-0) = 6 =¢/(1 +¢).
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3.4+ —2=(—-1)(z+2) = |z-D@+2)/(z-1)-3|=z+2-3| =z -1 <9
= ¢ =J.
4. 1/ <1/M = M =1/¢.
5. (x=1)/(z+2)—1]=3/|[r+2[=3/(z+2) = 2x+2>3/c = M =3/c—2.
6. 1/z>—-1/M = M =1/e.
7. 1/22 > 1/M? = e =1/M? = M =1/ /¢
8. se|r| <dsihal/a? >1/6 = § =1/VN = fissato N > 0,se § = 1/V/N e |z| < 6, si
ottiene 1/x2 > N.
Osservazioni:

1. La funzione puo non essere definita nel punto in cui si fa il limite (cfr. gli esercizi precedenti
e ; si veda anche 'osservazione [2[ dopo la Definizione

2. Non é detto che il limite esista sempre, come mostrano gli esempi seguenti.

Esempi:

1, >0 R
1. f(x) = v = non esiste il limite per z — 0.
-1, <0

2. f(xz) = cosx = non esiste il limite per x — oo.

1 e
3. f(z) = = non esiste il limite per z — oc.
cos x
e e
4. f(x) = Slﬂ(—z) = non esiste il limite per x — 0.
x

5. f(z) = 2° cosz = non esiste il limite per z — oco.

1
6. f(z)= ~ = non esiste il limite per z — 0.

5.3 Limite destro e sinistro

Nella definizione di limite di una funzione per x che tende a un valore finito x( si considera la
funzione in un intorno di xg, studiandone il comportamento per valori di x, sempre piu vicini
a xg, che si trovano sia a destra che a sinistra di xg. A volte puo servire considerare solo cosa
succede per valori di x che tendono a xy mantenendosi perd sempre a sinistra o a destra di xg.
Questo porta alla seguente definizione.
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Definizione 5.6. Definiamo il limite destro e il limite sinistro, rispettivamente, come seque:

. lim+f(a:):€ se Ve >0 30 > 0 tale che se 0 <z —xo < 6§ allora |f(x) — | < e.
x—}l’o

o lim f(x)=1+¢seVe>030>0 tale che se 0>x — xo>—0 allora |f(x) — ] < €.

xﬁxo

Esempi:

1 1
1. La funzione f(x) = — ammette limite destro e sinistro per z — 0: lim — = %oo.
x

z—0% T
2. La funzione dell’esempio [I] alla fine del ammette limite destro e sinistro, che valgono
rispettivamente:
lim f(x)= %1.
r—0% f( )
3. La funzione f(r) = —; ammette limite destro e sinistro per z — 0, e i due limiti coincidono:
x

. 1
lim — = +oo.
z—0t I

1
4. La funzione sin(—Z) (cfr. Pesempio |4| alla fine del 31} non ammette né limite destro né
T

limite sinistro.

Osservazione: Esiste il limite lim f(x) = ¢ se e solo se
T—rT0

lim+ f(z) = lim f(z)=2¢,

I‘)CL‘O 274)1‘0

ovvero se e solo se il limite destro e il limite sinistro esistono e sono uguali.

5.4 Funzioni limitate e funzioni illimitate

Definizione 5.7. Una funzione f: I — R si dice limitata in I se esiste M > 0 tale che
|f(z)] < M Vx € I. Una funzione illimitata é una funzione che non é limitata.

Esempi:
1. f(x) = cosz, per x € R, ¢ limitata in R.
2. f(z) =1/z, f(x) = 2% sono limitate in [1,2].
3. f(x) =1/z e f(x) = 22 sono illimitate in R.

4. Sia I C R un intervallo chiuso: la funzione f(z) = 2, x € I, ¢ limitata per ogni I, la

funzione f(z) =1/x, x € I, & limitata per ogni I che non contenga lo zero.
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5. La funzione f(z

= e~ % ¢ illimitata in R.
2
pry 6 z

6. La funzione f(x é limitata in R.

()
()
7. La funzione f(z) = Inz ¢ illimitata in R.
()
()
()

8. La funzione f(x

tg x ¢é illimitata in R.

9. La funzione f(z) = 22/(z? + 1) & limitata in R, poiché 0 < 2% < 22 + 1.
10. La funzione f(z) = x/(z? + 1) é limitata in R, poiché, se |x| > 1, si ha
|z] x’
- < <1,
|£(=)] 241" 2241
mentre, se |x| < 1, si pud stimare
|z] 1
| (@)] = <L

= <
22+1 2241

Definizione 5.8. Una funzione f: I — R si dice limitata superiormente in I se esiste M > 0
tale che f(zr) < M Vzx € I.

Definizione 5.9. Una funzione f: I — R si dice limitata inferiormente se esiste M > 0 tale
che f(x) > —M Vx € 1.

Osservazioni:

1. Una funzione ¢ limitata se e solo se € sia limitata superiormente sia limitata inferioremente.

2. Se una funzione f ¢ limitata superiormente allora il suo codominio C'y ammette estremo
superiore. Analogamente, se f ¢ limitata inferiormente allora C'; ammette estremo infe-
riore. In particolare, se f ¢ limitata, allora Cy ¢ un insieme limitato e quindi esistono finiti
supCy e inf Cf.

Definizione 5.10. Sia f: I — R. Se f ¢é limitata superiormente definiamo estremo superiore
di f Uestremo superiore del suo codominio. Se f é limitata inferiormente definiamo estremo
inferiore di f [’estremo inferiore del suo codominio.

Osservazioni:

1. L’estremo superiore e l'estremo inferiore di una funzione f : I — R vengono indicati con
sup f(z) e inf f(x), rispettivamente.
zel zel
2. Per definizione si ha sup f(x) = sup Cy e inf f(z) = inf C}.
xel zel

3. Se sup Cy € Uy diciamo che la funzione f ha massimo max f(z) = sup f(z).
ze xzel

4. Se inf Cy € Cf diciamo che la funzione f ha minimo mi?f(x) = ingf(:v).
xe re
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Esempi:

2

1. La funzione f(x) = z* ¢ inferiormente limitata e si ha inf f(z) = min f(x) = 0.

z€R z€eR

2. La funzione f(z) = 1 — 22 & superiormente limitata e si ha sup f(z) = max flx)=1.
zeR z€

2

3. La funzione f(z) = e~ & limitata e si ha sup f(z) = max f(z) =1 e inf f(z) =0.
zeR zeR

zeR

3

4. La funzione f(z) = x° non é superiormente né inferiormente limitata.

5.5 Teoremi sui limiti

Consideriamo in questo paragrafo il caso in cui le funzioni abbiano limite finito ¢, mentre xg puo

essere finito o infinito (i.e. +00 oppure —oo).

Teorema 5.11. Se esiste finito ¢ = lim f(x), allora f(z) é limitata quando x tende a xg.
T—T0

Osservazioni:

1. Se il limite € infinito la funzione non é limitata. Il viceversa non é vero: se una funzione
non ¢ limitata non é detto che tende a 00 (esempio: xsinx per x — +00).

2. Se una funzione f(z) ¢ definita in un intorno I ed esiste una costante ¢ > 0 tale che
|f(z)] > ¢ Vx €1, allora 1/f(z) é definita e limitata per ogni x € I.

Teorema 5.12. Se lim f(z) =/{ e lim g(z) = ¢ allora lim (f(x) + g(x)) =L+ 1.

T—T0 T—T0 T—TQ

Teorema 5.13. Se lim f(z) =/ e lim g(z) = ¢ allora lim (f(z)-g(z))=1¢-¢".

T—T0 T—T0 T—T0
Esempi:

1. Se k & costante lim k- f(z) =k - lim f(x);

T—T0 T—rx0

2. lim 32% = 3;

r—1
3. lim (1 4 2z + 32% 4+ 62%) = 1;

z—0

2
-2

4 lim 22 g

T—00 332

Teorema 5.14. Se lim f(z) =/ e lim g(z) =¢ #0, allora lim Jo)

T—T0 T—T0 =20 g(:L’)

14
v
Teorema 5.15. Siano f(x), g(x) e h(x) tre funzioni definite in I, tali che f(z) < g(x) < h(x)
Vo e I. Selimg_yq, f(z) = limg_q, h(z) = £, allora si ha anche limg_,4, g(x) = £.

Osservazione: Il Teorema [5.15|¢é noto come teorema del confronto o teorema dei carabinieri.
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Teorema 5.16. Se f(x) >0 per x € I e I = limy_,y, f(x), allora £ > 0.

Osservazione: La dimostrazione del Teorema (cfr. i complementi alla fine del paragrafo)
¢ interessante perché fornisce un esempio di dimostrazione per assurdo. L’idea con cui la dimo-
strazione procede € la seguente: per dimostrare una proprieta si suppone che invece non valga e
si fa vedere che in questo modo si trova una contraddizione, quindi la proprieta deve valere (cfr. i
complementi del per maggiori dettagli).

Teorema 5.17. Se f(x) > g(z) perx € I e 3 = lim f(x), ¢ = lim g(x), allora £ > 0'.

T—rx0 T—T0

Osservazioni:

1. Il Teorema puo essere visto come un caso particolare del Teorema con g(z) =0
Vo e 1.

2. Sinoti che, nell’enunciato dei Teoremi e anche se vale il segno stretto f(z) > g(z)

puo valere il segno = per i limiti. Per esempio, se

per x — 400 entrambe le funzioni tendono allo stesso limite ¢ = ¢/ = 0, tuttavia si ha
f(z) > g(x) Vx # 0. Analoghe considerazioni valgono per il Teorema se f(z) <
g(z) < h(z) e le due funzioni f e h hanno lo stesso limite ¢ allora anche g ha limite £.
Come esempio si considerino le funzioni

sempre per x — +00. Le tre funzioni tendono tutte a 0 per x — 400, tuttavia si ha
f(z) < g(x) < h(x) per ogni = # 0.

Teorema 5.18. lim f(z) =0 # 0 = f(x) ha il segno di ¢ per x che tende a xy.

T—T0

Complementi (*):
1. Dimostrazione del Teorema[5.11] Per definizione di limite,
Ve > 039 > 0 tale che per 0 < |z — | < J si ha |f(x) — ¢| < e.
Quindi per x € Bs(xo) \ {zo} si ha (per la proprieta |2| del modulo a pag.
1f (@) = el < [f(z) — 4] <&,

che implica |f(z)| < M = |{| + ¢, e quindi la limitatezza di f(z) per = che tende a x.
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2. Dimostrazione del Teorema|5.12 Per definizione di limite,

1. Ve; > 036; > Otale che per 0 < |z — xo| < 61 si ha |f(z) — 4] < 1,
2. Veg > 0362 > 0 tale che per 0 < |z — x| < 0y si ha |g(x) — ¢'] < 2.
Fissato € > 0 scegliamo £; = €3 = ¢/2 e definiamo § = min{d;,d2}. Allora per 0 <

|z — xo| < § si ha
[f(@) =l <e/2 glx) — 0] <e/2,

da cui segue che |(f(z) + g(z)) — (L+ )| < |f(z) — L]+ |g(z) = V]| < e.

. Dimostrazione del Teorema[5.13 Per definizione di limite,

1. Ver > 036; > Otale che per 0 < |z — zo| < d1 si ha |f(z) — (] <eq,
2. Veg > 0362 > 0 tale che per 0 < |z — x| < 2 si ha |g(x) — ¢'] < 2.
Inoltre, poiché la funzione f ammette limite, allora f & limitata per x che tende a xg (per il

Teorema [5.11)): quindi esistono M > 0 e d3 > 0 tale che |f(z)| < M per 0 < |z — z¢| < d3.
Vogliamo dimostrare che

Ve > 036 > 0 tale che per 0 < |z — x| < 6 si ha |f(z) - g(z) — - 0| <e.

Fissato € > 0, poniamo &1 = ¢/2|'|, e2 = ¢/2M e 6 = min{dy, d2,03}. Per |z — x| < I si
ha

<|f(@)-g(x) = flz)- L]+ |f (@) - £ =€ L]
<|f@)] - lg(z) = €]+ 1€ 1f(2) = ¢
< M- (e/2M) + 1] - (e/2/C]) =+,

|f(2) - g(z) —£- 0]

che é quanto si voleva dimostrare.

. Dimostrazione del Teorema Segue dal teorema notando che se ¢/ # 0 allora

1/g(x) ¢ limitata per & — zg e si ha lim,_,,, 1/g(z) = 1/¢'. L’ultima affermazione si
dimostra notando che
_ 'g(:r) —

gla) ] | glx)
Allora Ve’ > 0 3" > 0 tale che per 0 < |z — x| < ¢’ si ha

‘ 1 1

g(@) =l <&’ = |lg(@)| = 0] <& = —&' <|g(@)| - || <&’ = |g(a)| > || - &".

Per tali z si ha

1 1 e
IR I L
glz) ]~ |C|(je'] — )
In particolare fissato € > 0 si pud porre
,_e(e))? ¢

ST Aree] T e —¢)

Se si sceglie § = &', per 0 < |x — xg| < § si ha allora |1/g(z) — 1/¢| < e.
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5. Dimostrazione del Teorema Per definizione di limite Ve > 0 3§ > 0 tale che |f(z) —
| <eel|h(x) =¥ <eper0<|xr—mxo <. Poiché¢ f(x) < g(z) < h(x) si ha allora

—e < f(x) €< g(x) — €< h(z) —L<e,
quindi |g(x) — ¢| < e.

6. Dimostrazione del Teoremal[5.16 Si ragiona per assurdo: supponiamo ¢ < 0. Allora fissato
e > 0 esiste 6 > 0 tale che per 0 < |x — xo| < 0 si ha f(z) — ¢ < e. Scelto ¢ = —¢/2 si
trova f(z) < {4 =1{/2 <0, giungendo cosi a una contraddizione.

7. Dimostrazione del Teorema [5.17 Si definisce h(z) = f(z) — g(x) e si applica il Teorema

8. Dimostrazione del Teorema [5.18 Per definizione di limite Ve > 0 3§ > 0 tale che per
0<|z—xzo| <dsihal—e < f(x) < l+e. Sesisceglie e = ¢/2 allora 3§ tale che per ogni
x tale che 0 < |z — xo| < 0 si ha ¢/2 < f(z) < 3(/2, e quindi f ha il segno di /.

5.6 Alcuni esempi e alcuni limiti notevoli

Iniziamo con un’osservazione semplice ma importante. Quando si considera il limite di una
funzione f(z) per x — xp, puo essere conveniente introdurre una nuova variabile ¢ in termini
della quale sia pitt semplice calcolare il limite. In tal caso bisogna determinare la relazione che
lega le variabili ¢ e z, scrivendo x in funzione di t, cioé x = z(t), e calcolare a quale valore t
tende t quando x tende a xq:

lim f(z) = lim f(z(t)).

T—T0 t—to

Puo infatti succedere che il secondo limite sia un limite che gia si conosca o che comunque sia
pitt semplice da calcolare.

Esempi:
1. lir% sinz? = scrivendo t = x2, cosi che t — 0 per  — 0, si ottiene
T—
lim sin 2? = lim sint.
z—0 t—0

Si vedano i limiti notevoli discussi sotto per il calcolo dell’ultimo limite.

2. lir% Invx + 1 = scrivendo ¢t = v/x + 1, cosi che t = 1 per z — 0, si ottiene
T—
lim Invx+1=IlimInt.
z—0 t—1

Il valore dell’ultimo limite ¢ In1 = 0: questo segue dal fatto che il logariutmo é una
funzione continua (cfr. il §6.1)).
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e —1
3. lim ——— = scrivendo t = x2

3 — x, cosi che t — 0 per x — 0, si ottiene
z—=0 I —x

CoerTTr 1 et —1
lim 5 = lim
z—0 x° —x t—0 t

Vedremo nel come si calcola 'ultimo limite.

4. lim sinx = scrivendo t =  — 7, cosl che t — 0 per x — 7, si ottiene

T—T
lim sinz = 0 = lim sin(7 + ¢) = —limsint,
T t—0 t—0
dove si ¢ usato che sin(t + 7) = sintcosm + costsinm = —sint, in virtu delle formule di

addizione viste nel §3.6]

La strategia da seguire nel calcolo dei limiti di funzioni elementari ¢ di ricondursi di volta in
volta a limiti gia noti. Negli esempi sopra considerati si é riscritto di volta in volta il limite di una
funzione data come il limite di una funzione piti semplice, con 'idea che il secondo limite sia noto
o comunque piu facile da calcolare. Resta poi ovviamente la questione di calcolare esplicitamente
tale limite.

Rivestono allora particolare importanza alcuni limiti, detti limiti notevoli, a cui spesso &
possibile ridursi attraverso alcuni passaggi algebrici. Essi costituiscono quindi una collezione di
limiti non banali che, una volta impressi nella mente, possono poi essere utilizzati per calcolare
limiti di funzioni elementari piti complesse che li coinvolgono. Si pensi ai due limiti considerati
negli esempi 1 e 4: entrambi sono stati ricondotti allo stesso limite.

Alcuni limiti notevoli:

1. lim sinz = 0.
x—0

2. lim cosx = 1.
x—0

sin kx

=k ,conk€R.

5. lim
r—0 xT

. 1—cosz
6. lim —— =
x—0 €T

1 —cosx 1
Clim ————— = —.
7 xg% 35'2 2

8. lim SB3T _ g

z—0 sinx
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Soluzioni:

1. Siha 0 < sinz < zsex € [0,7/2] e 0 > sinx > z se x € [-7/2,0). Infatti, per
x € [0,7/2], facendo riferimento alla Figura sinz ¢ la lunghezza del segmento AB,
mentre x € la lunghezza dell’arco di cerchio del primo quadrante che collega i due punti D
e A (la lunghezza di un arco di cerchio di raggio r sotteso da un angolo 6 ¢ rf). Si trova
pertanto 0 < sinx < z, cosi che, per z > 0, il risultato segue dal Teorema [5.15] Per z < 0
si puo usare il fatto che la funzione ¢ dispari (cfr. pag .

L tgx
sin x o2 ‘

X

0.0
0.0 0.2

Cﬂés x 0.6 UBB 115 12
Figura 5.3: Costruzione geometrica per il calcolo dei limiti notevoli 1 e 4.

2. Siha
cosx = cos((2/2) + (x/2)) = cos?(z/2) — sin?(z/2) = 1 — 2sin?(2/2)

per le formule di addizione. Si usa quindi che liH(l) sin(x/2) = 0 per il punto precedente.
T—

3. La funzione sinz/x ¢ pari, quindi basta studiare il caso > 0. Si ha sinz < z < tgx
per 0 < x < /2. Infatti, con riferimento alla Figura , dove OB = cosz, AB = sinx
e CD = tgx (poiché i triangoli OAB e ACD sono simili), le aree dei triangoli OAD
e OCD, sono rispettivamente (sinz)/2, e (tgx)/2, mentre 'area del settore circolare di
angolo x, data da x/2, & maggiore della prima e minore della seconda (I’area del settore
circolare di un cerchio di raggio r con angolo al centro 6 & data da 6r2/2, cosi che I'area
del settore circolare OAD ¢ x/2). Dividendo per sinz, si trova 1 < z/sinz < 1/cosz,
ovvero cosx < sinz/x < 1. Si applica quindi il Teorema

4. tgx/x = (sinz/x) - (1/ cosx): si applica quindi il Teorema

5. sinkz/x = (sinkz/kz) - (kz/z): si applica quindi il Teorema [5.13]

6. 1 — cosx = 2sin?(x/2): si applica quindi il Teorema

7. 1 —cosz = 2sin?(z/2): si applica quindi il Teorema m

8. sin3z/sinz = (sin3z/3x) - (3z/x) - (z/sinz): si applica quindi il Teorema

Osservazione: Vedremo altri limiti notevoli alla fine del §6.2} dopo aver introdotto la nozione
di continuita di una funzione.
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5.7 Un limite notevole: il numero di Nepero

1 T
lim <1 + > .
Tr—+0c0o X

(1+1/z) =1, z—00 = (1+1/2)*=>1"=1.

Consideriamo il seguente limite:

Si potrebbe pensare

L’argomento perd non ¢ assolutamente corretto: in realtd 1°° ¢ una forma indeterminata (cfr. il
§8.2)) e il limite va discusso con attenzione. L’argomento corretto per calcolare il limite sara
discusso nei §5.7.1 e 5.7.2.

Osservazioni:

1. Il numero e = 2.718281824... ¢ un numero irrazionale (trascendente) ed é chiamato numero
di Nepero o numero di Eulero.

2. Esistono definizioni alternative (ed equivalenti) del numero di Nepero, in termini di serie
di Taylor o di soluzioni di equazioni differenziali.

Esercizi:

1 X
1. Si dimostri che lim <1 + > =e,
x

T—r—00

2. Si dimostri che lim (1 + )Y/ = e.

x—0

X
3. Si dimostri che lim <1 + 3> = e3.
T

x—0

2
1 xT
4. Si dimostri che lim <1 + 2> =e.
Tr—+00 xX
Soluzioni:
1. Si opera il cambio di variabili z = —(¢t + 1).
2. Si opera il cambio di variabili x = 1/¢.

3. Si opera il cambio di variabili x = 3t e si scrive

(o) = () (o)) - () o) ()

Si applica quindi il Teorema sul limite del prodotto.

4. Si opera il cambio di variabili 22 = t.
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5.7.1 Calcolo del limite: prima parte (*)

1 n
Consideriamo prima il limite lim (1 + ) , con n € N, e procediamo come segue.
n—-+oo n

e Mostriamo innanzitutto che la successione (1 + 1/n)" & limitata, ovvero che Jcg > ¢; > 0
tali che ¢; < (14 1/n)" < cg Vn € IN. Infatti, per la formula del binomio (cfr. il §1.2.2)),
si ha

(B B0

dove si & tenuto conto che

Inoltre, stimando, per k > 2,

kl=1-2-3-4...-(k—=1)-k>1-2-2-2....2 >2k1
—_——
k — 1 volte
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si ottiene
1\" "1 "1 "1
(103) strr e g =1y g
k=2 k=2 k=1

n—1
1 1—1/2n 1
+kz—02k tTa st <3

dove si ¢ utilizzata la formula della somma geometrica (cfr. 'osservazione 4| del §1.4]) di
ragione 1/2.

Come passo successivo, mostriamo che la successione (1 + 1/n)" ¢ strettamente crescente,

ovvero che
1 n 1 n+1
<1 + ) < (1 + ) .
n n+1

Possiamo riscrivere 'ultima diseguaglianza nella forma

n+1\" n+2\"* nn+2)\"_ n+1
< —— —_— > .
n n+1 (n+1)2 n+2
Se scriviamo

n(n+2)\" n+2n \"  /nP4+2n+1-1\" ] 1 "
n+1)2)  \n2+2n+1) \ n2+2n+1 B n2+2n+1) "’
la diseguaglianza di Bernouilli (cfr. 'osservazione 3| del conx = —1/((n*+2n+1) ci
permette di stimare

nn+2N\"_ L N, o
(n+1)2) n2+2n+1) ~— n?+2n+1

D’altra parte, dal momento che

n+1_n—|—2—1_1 1

n+2  n+2 n-+ 2

la diseguaglianza

(i) >

segue immediatamente se dimostriamo che

1 i St n P
nZ+2n+1 n+2 n+2n+1 n+2

L’ultima diseguaglianza, se moltiplichiamo ambo i membri per n + 1, diventa

n(n+ 2) 1 — n? +2n -
n?+2n+1 n?+2n+1

che & banalmente soddisfatta.
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e Poiché la quantita (1+1/n)"™ aumenta se si passa da n a n+1 ed & limitata superiormente,

allora esiste il limite
1 n
e:= lim <1—|—> .
n—-+oo n

Questo si puod vedere come segue. Poniamo a,, = (1 + 1/n)". Dal Teorema si ha che
esiste £ = sup{a,, : n € IN}. Per definizione di estremo superiore a,, < ¢ per ogni n € IN
e, comunque sia fissato ¢ > 0, esiste M € IN tale che ap; > £ — ¢. Poiché i numeri a,
crescono al crescere di n, si ha a, > apr > £ — ¢ VYn > M. In conclusione Vn > M si ha
l—e<a,<l<[l+eg,ie |ay,—{| <e, quindi esiste il limite ¢ = lim,, o0 ap.

e Poiché ¢; < ap <co Vn € N si ha ¢ < < ¢y, per il Teorema [5.14

Osservazione: Come anticipato all’inizio del paragrafo, la successione (1 + 1/n)™ ¢ una forma
indeterminata del tipo 1°°: se definiamo a,, = (141/n) e b, = n, abbiamo (1+1/n)" = a’*, con
an — 1 e by — 400. Una forma indeterminata dello stesso tipo che diverge si ottiene scegliendo
an, =1+ 1/y/n e b, = n; infatti, utilizzando la diseguaglianza di Bernouilli (cfr. i complementi

del , si trova

(1+\}ﬁ)n21+\%:1+\/ﬁ

e 'ultima successione diverge. Si ottiene invece una successione che converge a 1 scegliendo
an =1 e b, = n: infatti la successione costante 1" = 1 converge banalmente a 1.

5.7.2 Calcolo del limite: seconda parte ()

Consideriamo ora x € R. Per ogni x € R In € N tale che n <2z <n+1. Se x — 400 si ha

anche n — 4o00. Inoltre
1 n 1 x 1 n+1
e
n+1 T n

1\ 1\" 1
lim <1—|—> = lim <1+> - lim <1+>:e-1:e,
n—o00 n n—o00 n n—o00 n

1 n+1
(1+ 1 >” nhﬁ\n;o<1+n+1) e

dove

= =_-=ce.

lim <1+ ! ) L
n—00 n+1

T—+00

1 x
Ne segue pertanto che lim <1 + > =e.
x
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5.8 Esercizi

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

1 43
. lim (1 + ) .
Tr—400 €T

ot —Tr+12
lim ——mm——
r—3 (33' — 3)3

lim Vz2+z+1-— 2.

T—r-+00

Cox? -2 41
lim ———.
r—+00 x+3
2+ 1
m —.
z—+oo 3 + 4x
. 3x2 —2
m —
z——o00 202 + bxr + 1
sinx

lim .
r—+4o00 I

. CcosS T
lim
r—+oco X

. ) < 1 >
. lim xsin( — .
r—+00 €T

. CoST
lim
z—0 X

. tgx
lim ——.
r—4oco X

VIt —V1—2
lim )
x—0 x

o 1—+/1—2x
lim ———M—.

z—0 T

i x? z2
1m — .
z—t+oo \x+1 x+4+2

lim sin(z + ) .
z—0 x

lim x cos(x + 7r/2)‘
z—0 cosz —1

li

. V1+sinz —+1—sinzx
m .

z—0 sinx
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5.8. ESERCIZI
18. lim (\/ 2 4+ 2z — x)
T—>+00

19. lim 5”

rotoo /22t +1—1

sin(7 cos x)

20. lim

z—0 xsinzg

921. lim —F

ac—>7rx—7r.

2 -1
s

Soluzioni:

1. 1 limite &: e- 13 = e.
2. Si ha
2?2 =T +12 = (z —4)(z - 3),
quindi la funzione si puo riscrivere nella forma
(o= 4)/(~ 32,
dove z —4 — —1 e (z — 3)? = +o0. Quindi il limite & —oo0.

3. Moltiplicando e dividendo per Va2 + x + 1 + x la funzione diventa

(2)
N (\/T )

1
a:

ﬁ

dove 1+1/z —1e/1+1/x+1/2?2+ 1 — 2. Quindi il limite &: 1/2.

4. Siha

97
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10.
11.
12.

13.

14.

CAPITOLO 5. LIMITI

dove x(1 —2/x + 1/2?) — +oo e (1 +3/z) — 0. Quindi il limite &: +oc.

. 11 limite é&: 0.

. 11 limite ¢: 3/2.

Si applica la definizione di limite: se x > M siha |sinz /x| < 1/|z| < 1/M =ese M =1/e.
D’altra parte

sin x sin x sin x

x X x

Quindi il limite é: 0.

. 11 limite é&: 0.

. Si definisce t = 1/x, cosi che t — 0 per x — +oo. Quindi il limite é: 1.

11 limite é&: 400 se x — 07 e —cose z — 0.

Il limite non esiste.

Moltiplicando e dividendo per /1 + x + /1 — x la funzione diventa
2z _ 2
r(Vi+tz+vVI—2) Vi+z+V/1-2

dove 1+ 2+ /1 — 2 — 2. Quindi il limite &: 1.

Moltiplicando e dividendo per (1 4+ /1 — z) si trova

1—\/1—30:(1—\/1—@11\/7 Vi:i

1—(1—-x)
1+vV1—-2z

1+V1—a
Dividendo per x si ottiene

1-Vi-z 1

T 1+vV1—a

Quindi il limite é: 1/2.

Si riscrive la funzione come

x? 2?2z +2)—a%(z+1)
t4+1 z+2  (z+1)(z+2)
22
T 22+ 37 +2
22

32
x2(1++2>
X T
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dove 1+ 3/x + 2/2? — 1. Quindi il limite &: 1.
15. Si applicano le formule di addizione per scrivere
sin(z + 7) = sinzcosm + coszsinm = —sinx
e si usa il limite notevole [3] di Quindi il limite & —1.
16. Per le formula di addizione si ha
cos(z + m/2) = cosx cos(m/2) — sinzxsin(n/2) = —sinz,

quindi si scrive

rsinz a2 sinzx

coszt—1 1—cosz =
e si applicano i limiti notevoli [3] e [7] di Il limite & quindi: 2.

17. Moltiplicando e dividendo per (/1 + sinz + /1 — sinx) si trova

V1+sinz —+1—sinz 1+sinz —1+sinz
sinx ~ sinz(v1+sinz + 1 —sinz)’

dove v/1 +sinz + /1 —sinz — 2 per  — 0. Quindi il limite &: 1.
18. Si ha
7 9y — = (Va2 + 2z — z)(Va? 4+ 2x + x)
Va2 + 2z +x

_ 2 + 2 — x2

_x<m+1>

2

)

2
144/1+=
x
in quanto Va2 = || = x per x > 0. Poiché¢ 1+ 2/x — 1 per x — +o0, il limite é: 1.
19. 1l limite é: 1.
20. Utilizzando due volte le formule di addizione, si ha
cosx = cos(x/2 + /2) = cos?(2/2) — sin?(z/2) = 1 — 2sin?(2/2)
e quindi

sin(m cos ) = sin(m — 27 sin®(z/2))
= sin 7 cos(27 sin?(z/2)) + cos 7 sin(27 sin?(z/2))
= sin(27 sin®(x/2)),
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da cul si ottiene

lim sin(ﬂ'cosa:) — lim sin(27r.sj;12(g;/2)) 2m sin?(z/2) ' 372/4 “1-(27). 1
a—0  zsinz =0 27msin?(z/2) (/2)? xsinz 4
Quindi il limite &: /2.
21. Definendo t = x — , si ottiene
. sinzx . sin(t+m) .. sintcosw+ costsinm . sint
lim = lim ——= =lim = —lim —.
r=Tx — 1T t—=0 t t—0 t t—0
Quindi il limite é: —1.
22. Definendo t = x — 1, si ottiene
a?—1 2 #2418 2+t

lim ——— = lim — = lim = lim ——.
sl 32426 —3  t50t2 44t t50 t4+t) =04+t

Quindi il limite é: 1/2.



§) Funzioni continue

6.1 Definizione ed esempi

Ogni limite in cui = tende a un valore finito xg si puo ricondurre a un limite in cui la variabile
tende a 0. Infatti se x — z¢ allora si pud porre x = g + Az, con Ax — 0. Quindi, se vogliamo
studiare il limite di f(z) per x — 0, possiamo scrivere tale limite come

lim f(x) = Aligo f(zo + Az).

Tr—TQ
Esempi:
1. lim1l/x=1lim1l 1);
lim 1/z = lim 1/(t +1);
2. lim sinz = limsin(r/4 4+ t) = lim(sin(7/4) cost + cos(mw/4) sint) = lim(sin(7/4) cost)+
t—0 t—0 t—0

rz—7/4

%in%(cos(w/ll) sint) = sin(r/4) - 1 + cos(7/4) - 0 = sin(7/4) = 1/v/2.
Y
Definizione 6.1. Sia f: I — R e sia xg € I. La funzione si dice continua in xq se

lim f(z) = Jlim f(o+Az) = f(z0)

T—TQ

La funzione st dice continua in I se é continua in ogni x € 1.

Osservazione: Possiamo riscrivere la definizione di funzione continua nella forma

lim f(z) = f ( lim az)

T—T0 T—T0

dal momento che lim x = xg.
T—rT0

Esempi:

1. f(z) =2?% f(z) =2", f(z) =sinz, f(x) = cosz, f(x) = € sono continue in R.
2. f(xz) =a” ¢ continua in R.
3. f(x) =log,z & continua in {x € R:2z >0} = R4 \ {0}.

101
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4. \/x ¢ continua in Ry.

5. f(x) =1/z, f(x) = 1/2™ sono continue in R\ {0}.

6. Piu in generale tutte le funzioni elementari principali sono continue nel loro dominio.

7. Le funzioni razionali sono continue in tutti i punti in cui non si annulla il polinomio a
denominatore.

8. f(x) = |x| ¢ continua in R.

Osservazioni:

1. Ricordando la definizione di limite in diciamo quindi che & una funzione f(z) é
continua in zg se Ve > 0 36 > 0 tale che se |z — x| < § allora |f(z) — f(z0)] < . In
particolare non serve scrivere |z — x| > 0 (cioé richiedere che si abbia x # xg), perché in
x=ux0slha0=|f(x)— f(zo)| <e.

2. Intuitivamente, una funzione f € continua in un intervallo chiuso I se si puo tracciare il suo
grafico {(z, f(x)) € R? : x € I} nel piano cartesiano “senza staccare la penna dal foglio”.

3. Usando le formule di addizione si verifica immediatamente che le funzioni sin « e cos z sono
continue. Infatti

lim sinz = lim sin(zg + Ax)
T—T0 Az—0
= lim (sin xq - cos Az + cos x - sin A;U)
Azx—0
=sinzg- lim cos Ax + cosxg - lim sin Az
Ax—0 Az—0
=sinzg -1+ cosxg - 0 = sin xg,
lim cosz = lim cos(zg + Ax)
T—T0 Az—0
= lim (cos o - cos Az — sin xg - sin Aa;)
Az—0
=cosxg- lim cosAz —sinzg- lim sin Ax
Az—0 Az—0
=cosxg-1—sinzg -0 = cosxzg.
4. Un’altra funzione di cui si verifica immediatamente la continuita é 2™, con n € IN. Infatti,

scrivendo x = xg + Ax, si ha

n

" = (xg + Az)" = Z <Z> xlg(Ax)”fk,
k=0
quindi

n
. n __ . n __ n k : n—=k _ n n __ .n
iy o = Jim oo+ 80" = 3 () gm0 = () = o

T—TQ
k=0

perché tutti i termini della somma tendono a zero tranne quello con k£ = n.
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6.2 Proprieta delle funzioni continue

Dalla Definizione di continuita seguono facilmente le seguenti proprieta.

Proprieta delle funzioni continue:

1. f: I —-Reg:I— R sono continue in g € I = f + g € continua in xg.
2. f:T—-Reg:I— R sono continue in zog € I = f - g € continua in xg.
3. f:I —-Reg:I— R sono continue in xy € I e g(xp) # 0 = f/g & continua in zo.

4. f:J—=Reg:I— Jsono continue in g(xp) € J e in xy € I, rispettivamente = fog ¢é
continua in x.

Osservazioni:

1. Per la proprieta [I] ogni polinomio in x é continuo su tutto ’asse reale.

2. Per la proprieta [3] la funzione tgx € continua in ogni xg in cui cosxg # 0. Analogamente
la funzione cotgx & continua in ogni z( in cui sinxgy # 0.

3. La proprieta |3| comporta che, se le funzioni f e g sono continue, la loro composizione €&
continua e si ha

lim f(g(x)) = f ( lim g<x>) — Fg(xo)).

T—T0 T—T0

In alte parole, per calcolare il limite di f(g(z)) per x — =g, possiamo prima calcolare il
valore della funzione g(x) in xo e poi calcolare il valore di f in g(zo).

4. Utilizzando ’osservazione precedente, possiamo concludere subito che, per esempio,

—z343 _ 3

limsinz? =0, limlny1+22=0, limcos(z®—z+2%) =1, lim ™ =e°.
z—0 z—0

z—0 rz—1

Questo ¢ implicitamente quello che abbiamo fatto nelle pagine precedenti, quando abbiamo
calcolato limiti simili introducendo una nuova variabile ¢; negli esempi considerati, questo
significa porre t = 2%, t = V1 + 22, t =2? —x + 23 e t = 2® — 23 + 3, rispettivamente.

Calcolo di limiti usando la continuita:

1\ V3
1. lim <1—|—> .

T—r+400 x
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4. lim sin(sin 2?).
z—0

Soluzioni:
1. 11 limite & ev3.
2. 11 limite ¢: e/V3,
4

3. 1l limite &: e*.

4. 11 limite é: 0.

Alcuni limiti notevoli:

Soluzioni:
1. II limite é: lim, o In(1 + :L')l/x = Inlim, ,o(1 + :L')l/x =Ine=1.
2. Poniamot =e* —1 = e* =1+t = z =In(1 +¢), da cui si ottiene

et —1 t 1

x In(1+¢) In(l1+1t)"

Inoltre t — 0 quando = — 0, cosi che

In(1 + ¢t v _1
LU ) P
t—0 t z—0 x

6.3 Funzioni discontinue

Definizione 6.2. Una funzione f si dice discontinua in xo se non é continua in g, i.e. se Si
verifica una delle sequenti condizioni:

1. la funzione f non é definita in xg;
2. il limite per x — xo di f(x) non esiste o & infinito;

3. 3lim f(x) =4, ma l # f(xo).

T—TQ
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Osservazione: Un caso particolare della condizione 2 si presenta quando esistono

lim f(x) =44, lim f(x)=1¢_,
ma {4 #0_.
Esempi:
1. La funzione f(x) = (22 + x — 2)/(z — 1) studiata nell’esempio [3| a pag. di §5.3 non ¢
definita in x = 1, anche se il limite di f(x) per x — 1 esiste e vale 3.
2. La funzione considerata nell’esempio [I] di §5.3 a pag. [83] non & definita in z = 0; inoltre il
limite destro e sinistro di f(x) per x — 0 valgono 1 e —1, rispettivamente.
3. La funzione f(x) = 1/x non ¢ definita in x = 0 e il limite di f(z) per x — 0 non esiste:
infatti esistono il limite destro (4o00) e il limite sinistro (—oo) ma sono diversi.
4. La funzione f(x) = 1/2% non & definita in # = 0 e il limite di f(z) per z — 0 vale +o0.
5. La funzione f(z) = 3'/% ¢ discontinua in 2 = 0 perché non ¢ definita in 2 = 0; inoltre si
ha (cfr. la Figura
lim f(z) = +oo, lim f(z) =0.
z—07t z—0"
Figura 6.1: Grafico della funzione 3'/7.
6. La funzione f(x) = z/|z| ¢ discontinua in = 0 poiché non ¢ definita in x = 0; inoltre si
ha
li =41, li =—1;
A ) A7)
Si noti che f(x) = z/|z| coincide con la funzione considerata nell’esempio 1 del
7. La funzione f(x) = cos(1/x) ¢ discontinua in & = 0 perché non esiste lin%) f(x).
x—
8. La funzione definita come

2, x <1,
flx) =40, z=1,
xz, x>1,
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-

-1

Figura 6.2: Grafico della funzione f(z) dell’esempio 8 con f(1) =1

¢ discontinua in z = 1: diventa continua se si pone f(1) =1 (cfr. la Figura[6.2).

Osservazione: A volte una discontinuita ¢ eliminabile. Negli esempi [I] e [§] la discontinuita ¢
eliminabile ponendo f(1) = 3 nel primo caso e f(1) = 1 nel secondo. La discontinuita non & mai
eliminabile se il limite destro e il limite sinistro sono diversi o se comunque almeno uno dei due
limiti vale 400 0 —o0.

Definizione 6.3. Un punto xg si dice punto di discontinuita di prima specie per f se il limite
destro e il limite sinistro sono entrambi finiti e diversi. Ogni punto di discontinuita non elimi-
nabile che non sia di prima specie si dice punto di discontinuita di seconda specie o punto di
discontinuita essenziale.

6.4 Teoremi sulle funzioni continue

Teorema 6.4. Sia f una funzione continua nell’intervallo chiuso [a,b]. Allora 3x1,x9 € [a,b]
tali che f(z1) > f(z) e f(r2) < f(z) Y2 € [a,8]

Osservazioni:

1. 11 Teorema [6-4] & noto come teorema di Weierstrass. La sua dimostrazione ¢ non banale.
Si veda la Figura [6.3] per un’illustrazione grafica del teorema.

2. 1l punto z; si chiama punto di massimo assoluto e il valore M := f(x1) si dice massimo
assoluto della funzione f. Il punto zs si chiama punto di minimo assoluto e il valore
m = f(x2) si dice minimo assoluto della funzione f. Scriviamo allora:

M = Joax flz),  m= Jél[inb] f(@).

3. Data una funzione f: [a,b] — R, per definizione si ha

m{mi] f(z) =max{y € R: 3z € [a,b] tale che f(z) =y} = max CYy,
z€|a,
m[ir%)] f(z) =min{y € R: 3z € [a,b] tale che f(z) =y} = minCYy,
z€|a,

dove C ¢ il codominio della funzione f (cfr. la Definizione .
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4. B fondamentale che I'intervallo sia chiuso: f(z) = z e f(z) = 1/z, per z € (0,1) non
hanno né massimo né minimo assoluto.

5. Con le notazioni del punto precedente, puo succedere che C'y non abbia massimo. Questo
succede se Cy ¢ illimitato superiormente (per esempio se f(z) = z? in R) oppure se
Cy ¢ limitato ma ammette solo estremo superiore (per esempio f(z) = z? in (—1,1)).
Analoghe considerazioni valgono per il minimo: Cf puo essere illimitato inferiormente o
essere limitato ma avere solo estremo inferiore e non minimo.

6. Il massimo di una funzione, se esiste, ¢ unico, ma il punto di massimo di una funzione non
¢ necessariamente unico; per esempio, f(x) = sinz ha infiniti punti di massimo sulla retta.
Analoghe considerazioni valgono per il minimo.

f(z)
M

Figura 6.3: Illustrazione del Teorema [6.4] (teorema di Weierstrass).

Teorema 6.5. Sia f una funzione continua in [a,b] e siano M e m il suo massimo assoluto e
il suo minimo assoluto, rispettivamente. Allora ¥Yc € [m, M| 3% € [a, b] tale che f(z) = c.

Osservazione: Il Teorema [6.5] & noto come teorema dei valori intermedi. Si veda la Figura [6.4
per un’illustrazione grafica del teorema.

f(x)
M

Figura 6.4: Illustrazione del Teorema (teorema dei valori intermedi).
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Teorema 6.6. f: 1 — R ¢ continua in 9 € I e f(xg) #0 = 3 un intorno di xy in cui f(x)
ha lo stesso segno di f(xo).

Osservazione: Il Teorema ¢ noto come teorema della permanenza del segno.

Teorema 6.7. f: 1 — R ¢ continua in xo € I e f(xy) > L = 3 un intorno di xo in cui f(x)
rimane maggiore di L.

Osservazione: Il Teorema [6.7] & una generalizzazione del Teorema [6.6] a cui si riduce nel caso
in cui si abbia L = 0.

Teorema 6.8. Sia f una funzione continua in [a,b] e sia f(a) <0 e f(b) > 0. Allora 3% € [a, V]
tale che f(z) = 0.

Osservazione: Il Teorema é noto come teorema degli zeri di una funzione continua.

Teorema 6.9. Sia f una funzione continua in [a,b] e sia f(a) > 0 e f(b) < 0. Allora 3z € [a, b]
tale che f(z) = 0.

Teorema 6.10. Se la funzione f: [a,b] — R ¢& continua e invertibile, allora la sua inversa f=*
¢ anch’essa continua.

Osservazione: Il risultato del Teorema si estende al caso in cui la funzione f sia definita
pit in generale in un insieme chiuso e limitato (di cui un intervallo chiuso costituisce un caso
particolare).

Complementi (x):

1. Dimostrazione del Teorema[6.6 Sia ¢ = f(x0) = lim,—,q, f(z). Per definizione di limite,
Ve > 0 39 > 0 tale che per |x —xg] < dsihal—ec < f(z) < l+e. Sel >0, sisceglie
e =1L/2esitrova f(x) > ¢ —e = L£/2 > 0; se £ < 0, si sceglie e = —{/2 e si trova
f(z) <l+e < /2 <0. Quindi f(x) ha il segno di ¢ in un intorno di zo. |

2. Dimostrazione del Teorema[6.7 Se si definisce g(z) = f(x)—L siha g(z¢) = 0: si puo allora
applicare il Teorema [6.6]e concludere che in un intorno di z si ha g(z) = f(z) — L > 0. m

3. Dimostrazione del Teorema Sotto le ipotesi del teorema si ha f(a) < 0 < f(b). Inoltre,
per definizione di massimo e di minimo, si ha m < f(x) < M Vz € [a,b]: in particolare
m < f(a) e f(b) < M. Quindi si ottiene m < f(a) < 0 < f(b) < M. Poiché dunque
0 € [m, M] si puo applicare il Teorema e concludere che esiste Z € [a,b] tale che
f(z)=0. ]

4. Dimostrazione del Teorema[6.9 Si ragiona come per il Teorema [6.8| [
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6.5 Infinitesimi

Definizione 6.11. Si dice che una funzione f(x) é un infinitesimo per x — xy se

lim f(z)=0.

T—T0
Analogamente si dice che una funzione f(x) é un infinitesimo per x — +oo (risp. per x — —o0)
se

lim f(z)=0 (risp. xll}r_noof(x) =0).

T—r+00

Nel seguito del paragrafo, per non introdurre troppe definizioni, indichiamo i limiti con lim,
intendendo che
lim f(z) = lim f(z),  limf(z)= lim f(z), limf(z)= lim f(z)

rispettivamente se f(z) ¢ un infinitesimo per x — x¢ per qualche z( finito, se f(z) ¢ un
infinitesimo per x — 400, se f(x) ¢ un infinitesimo per x — —oc.

Definizione 6.12. Due infinitesimi f(x) e g(x) si dicono infinitesimi dello stesso ordine se
lim f(z)/g(z) =¥, con £ finito e diverso da 0.

Definizione 6.13. Dati due infinitesimi f(z) e g(x) diciamo che f(x) é un infinitesimo di ordine
superiore rispetto a g(x), ovvero che g(x) é un infinitesimo di ordine inferiore rispetto a f(x), se
lim f(z)/g(z) =0 (e, di consequenza, lim g(z)/f(x) = 400 oppure lim g(z)/f(x) = —o0).

Definizione 6.14. Un infinitesimo f(x) si dice infinitesimo di ordine k rispetto all’infinitesimo
g(x) se f(z) e (9(z))* sono infinitesimi dello stesso ordine. Se una funzione f(x) ¢é infinitesimo
di ordine k rispetto a x si usa la notazione f(x) = O(x¥).

Esempi:
1. Le funzioni z, sin z, tg« sono infinitesimi dello stesso ordine per x — 0

2. La funzione f(x) = e® — 1 ¢ un infinitesimo di ordine 1 rispetto a « per x — 0.

)
3. La funzione f(z) = cosx — 1 & un infinitesimo di ordine 2 rispetto a = per x — 0.
)
)

(
( p—

4. La funzione f(x) =1In(1 + x) & un infinitesimo di ordine 1 rispetto a = per z — 0.
( =

5. La funzione f(x) = z™, con n € IN, ¢ un infinitesimo di ordine n rispetto a x per z — 0.

6. La funzione ¢~* & un infinitesimo di ordine superiore a =% per x — 400, per ogni a > 1
e per ogni o > 0.

7. La funzione 1/log, x ¢ un infinitesimo di ordine inferiore a =% per & — +o0, per ogni
a>0,a#1, eperognia>0.
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8. Se 1>a>b>0 la funzione a” & un infinitesimo di ordine inferiore a b* per x — 4o00.

Osservazione: Se f e g sono infinitesimi di ordine k e p, rispettivamente, allora la funzione f/g
é un infinitesimo di ordine k — p. Infatti, se

allora si ottiene

lim —f(i)
z—0 X

—rz0, 1w _p Lo
z—0 2P

f@)/g(x) . flz) =P ¢

:}:1—% L :lli% xzk g(x) G 0,
da cui segue I’asserto.
6.6 Esercizi
1 — cos(e® —
1 fim 008 = 1)
z—0 3x
. o Inv14x
2. lim ——.
z—0 X
: (v —1)2
e
2 .
4 ljm 2 SmEr
z—0 log(1 + )
x
—1
5. lim & ,con a > 0.
z—0 x
4r — 2%
6. lim .
z—0 T
. 22+ 3\
7 xE?oo(xQ—i—Q) '
1 —sinz)?
8. lim (1—sinz) .
a—r/2 (x —7/2)3 cosx
n _
9. fim &1

z—1 xr —

10. lim sin(arctgx).

T—+400
e —\/1—x
11. lm ——.
r—0 sinx
2z r+sinx
. e — €
12. lim

z—0 T

1,connelN.
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Soluzioni:

1. Si scrive
1—cos(e® —1) 1—cos(e*—1) (e —1)* a?

3 (et —1)2 x2 R

da cui si deduce che
1—cos(e®—1) 1

lim ———==—--1-0
z—0 3x 2
(si & tenuto conto del limite [7] di pagina (90| e del limite [2| di pag. [104). Quindi il limite é:
0.
2. Si scrive

InvV1+4z= %ln(l + )
e si tiene conto del limite |1{ di pagina . Quindi il limite &: 1/2.
3. Il limite &: 1/3.
4. 1l limite é: 0.

5. Si ragiona come per il limite [2| di pag. [104]), usando il fatto che

1
log, © = log,e - Inx, log, e = ha

Quindi il limite é: Ina.
6. Scrivendo 4% — 2% = 4% — 1 4+ 1 — 2% si ottiene

Lo4r -2 47 -1 o 1=27
lim = lim + lim
z—0 xT z—0 X z—0 xT

=In4—-In2=2In2—1n2,

quindi il limite é&: In 2.

a0 (002
x4 2

) (o))"

quindi, utilizzando i risultati di si trova che il limite &: 1.

7. Si scrive

8. Si puo riscrivere il limite come

lim (1 —sin(7/2 + Az))? ~ " tm (1 — cos(Az))?
Az—0 (Ax)3 cos(m/2 + Ax) Az—0 (Az)3sin(Ax)’

avendo usato le formula di addizione di pag. [50} Quindi, tenendo conto dei limiti [3] e [7] di
si trova che il limite é: —1/4.
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10.

11.

12.
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. Si scrive

2" =(141)" = ; <Z> t*,
dove t — 0. Quindi il limite &: n.
Si usa il fatto che N Erfoo arctgxr = w/2 e la continuita di sinz. Quindi il limite é&: 1.
Si scrive il numeratore
e —Vl—z=e*—-14+1-V1—1z,
quindi si riscrive la funzione come

eQx—\/l—x_eQx—1+1—\/l—a:_(eQx—1+1—\/1—33> x
x

sinz sin sin x sing’

Si usano allora il limite [3| di pag. Pesercizio [13| di e il limite 2 di pag. [I04, Quindi
il limite é: 5/2.

Si puo scrivere la funzione come

e2x(1 _ esm:v—z) o 1 —eSiN2=2 dingr — o o 1 — eSinz—2 <sina: 1)
= € . " . . - . J—
T smr —x xT smr —x x

e, usando il fatto che

lim e2* = 1, lim —— =1, lim
z—0 z—0 sinx — 1 x—0

1— sinx—x :
(& . (SlIlZL' . 1)

si trova che il limite é&: 0.



7 Funzioni derivabili

7.1 Derivata

Sia f : I — R una funzione e sia xg € I. Poniamo Af := f(zo + Az) — f(xo) e definiamo il

rapporto incrementale

Af  flwo + Az) — f(z0)
N Az

Definizione 7.1. La funzione f si dice derivabile in xq se esiste finito il limite

Se questo succede il limite si chiama derivata di f in zq e si indica con f'(zg) o

lim —~ = lim f(zo + Az) — f(0)

Az—0 Az o Az—0 Ax

che f ¢ derivabile in I se é derivabile in ogni x €1.

dx

Se f: I — R ¢é derivabile in I, si puo definire la funzione derivata f': 1 — R.

Esempi:

1. f(x) = ¢ (costante) = f'(z) = 0.

2. f(x

6. f(w) =1 = f/x) =
T f@)= 5 = @)=
8. f@) = = f')

113

(z9). Diciamo
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1 n
0. @)=L = p) =1
10. f(z)=2% ke Z = f'(x) = kat!
11. f(x) =sinz = f'(z) = cosx
12. f(z) =cosx = f'(z) = —sinz
13. f(z)=e" = f/(x) =¢"
4. f(x)=lnz = f'(x)=1/x
Dimostrazioni:
1. Af=0.
2. Af =Azx.
3. Af = Az (2z + Ax).
4. Af = Ax (322 + 3xAx + (Az)?).
5. Per la formula del binomio si ha Af = Az(nz"~! + v(Axz)), dove AlimO*y(Am) = 0.
T—
6. Af = —Ax/(x(z + Ax)).
7. Af = —Ax(2z + Ax)/(2?(x + Ax)?).
8. Af = —Az(322 + 3zAx + (Ax)?)/(23(z + Ax)3).
_ (z+ Az —a"  na" 'Az(l 4 a(Az))
9. Af =— ot A T a1+ A(A) , dove a(Ax), B(Ax) — 0 per Az — 0.
10. Unendo le[Hle @
11. sin(z + Az) — sinz = sinz(cos Az — 1) + cosxsin Az, dove (cosAx — 1)/Az — 0 e
sin Az/Azxz — 1 per Az — 0.
12. cos(x + Az) — cosz = cosz(cos Az — 1) — sinxsin Az, dove (cos Az — 1)/Azx — 0 e
sin Az/Azxz — 1 per Az — 0.
13. Af = e®(e®® — 1) e si usa il limite [2| di pagina m
14. Af =In(z + Az) —Inz = In(1 + Az/z) = Af/Az = (1/2)In(1 4+ Az/x)*/A% ¢ si usa il

limite [I] di pagina [104]

7.2 Proprieta della derivata

Teorema 7.2. Se una funzione f : I — R ¢ derivabile in xg € I, allora f & continua in x = xy.

Dimostrazione. Se f & derivabile in zq, esiste il limite

f'(zo) = lim af

T—xT0 Ax ’
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dove Af = f(xg+ Azx) — f(xp). Quindi Af — 0 per Ax — 0, cosi che
Aim (f(zo +Az) = f(z0)) =0 = lim f(zo + Az) = f(2o),

e quindi f é continua in xg. [ |

7.2.1 Interpretazione grafica della derivata

Se g + Ax = x71 si ha
f(x1) — f(=o)

T1 — o

=tgyp,

dove ¢ é l’angolo che la retta passante per i punti Py = (g, f(z¢)) e Pi = (x1, f(x1)) forma con
lasse z (cfr. la Figura [7.1)).

Se il punto P; tende al punto Py, muovendosi lungo il grafico, la retta tende alla retta tangente
al grafico in Py e ’angolo ¢ tende all’angolo «a, se « é I’angolo che la retta tangente forma con
lasse 2. Quindi f’(z9) = tga. Ne concludiamo che la funzione f & derivabile in z( se la curva
individuata dal grafico y = f(z) ammette retta tangente nel punto (xg, f(xo)).

i) Il
Figura 7.1: Significato geometrico della derivata.

Osservazioni:

1. Se f(x) é una funzione pari, allora f'(z) é dispari. Analogamente se f(z) ¢ dispari, allora
la sua derivata f’(z) & pari.

2. L’equazione della retta tangente al grafico di f(x) nel punto xy ha equazione
y = f(wo) + f'(x0) (x — ).
Infatti tale retta deve avere equazione

y =y(x) = ax +0,
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per a e b opportuni (cfr. §3.3). D’altra parte a = f/(zg), per quanto visto sopra, e inoltre
y(xo) = axg + b= f(xp), da cui si ottiene

b= f(xo) —axo = f(xo) — f'(0) wo.

Quindi risulta y(z) = f'(z0) x + f(x0) — f'(x0) zo = f(20) + f'(20) (x — @0).
3. La funzione f(x) = |z| non ¢ derivabile in = 0. Infatti si ha

FAD)—f(0) | Ac

I 2T g
Azlg%)‘*‘ Az Az—0+ Az ’

. f(Az) = f(0) . —Az

lim 2 TS -1
Axlir%)— Az Axlg%)— Azx ’

quindi il limite destro e il limite sinistro sono diversi. Ne segue che non esiste il limite del
rapporto incrementale — e quindi non esiste la derivata — in = 0. Ovviamente la funzione
¢ derivabile in qualsiasi punto z # 0, e la sua derivata vale f'(x) =1sexz > 0e f'(x) = —1
se x < 0.

4. Perché una funzione sia derivabile in un punto occorre che esistano e siano uguali il limite
destro e il limite sinistro del rapporto incrementale. Per questo motivo, se una funzione
f: I — R é definita in un intervallo chiuso [a,b] (in altre parole se I = [a, b], con a < b),
non ha senso porsi il problema, se la funzione é derivabile in £ = a 0 x = b, ma ci si limitera
a studiarne la derivabilita nell’intervallo aperto (a,b).

7.2.2 Regole di derivazione

Valgono le seguenti regole di derivazione:
1. g(z) = ¢ f(2), dove ¢ € R & una costante = ¢/(z) = ¢ f'(z).
2. h(z) = f(zx) + g(z) = W(z) = f'(z) + ¢'(z).
3. h(z) = f(z) - g(x) = W(x) = f'(z) - g(x) + f(z) - g'(2).

_ ['(=)g(x) — f(2)g'(x)
g9(x)? '

~—

eg(z) #0 = N(z)

Dimostrazioni ():

1. Ag=cAf;

2. Ah=Af + Ag,

3. Ah = f(z+ Azx)g(x + Az) — f(z)g(x), quindi

Ah = f(z + Ax)g(x + Az) — f(z + Az)g(x) + f(z + Ax)g(x) — f(x)g(x)
=[x+ Az) (9(z + Az) —g(z) + (f(z + Az) — f(x)) g(z)
= [z + Az)Ag + g(x)Af,
dove f(zx + Azx) — f(x) per Az — 0.
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flz + Az)g(z) — f(z)g(z + Az))
g(x)g(z + Ax)

_ flz+Az)  f(x
glx+ Az gz

(

flz + Ax)g(x) — f(x)g(x + Az))
= [z + Ax)g(z) — f(2)g(z) + f(z)g(x) — f(z)g(z + Ax)

= (f(z + Az) - f(2)) g(x) — f(2) (9(x + Ax) — g(2)) = Af g(x) — Ag f(x),

quindi si ha

) _
)

Af Mg
A= et A @+ Ar)’

dove g(x + Ax) — g(z) per Az — 0.

Esempi:

1. f(x) =2%cosx = f'(x) =2z cosz — z?sinw.

22 2rsinx — x2cosx
2. fla) = =— = f'(x) = —3
sinx sin“ x
1
3. =t = f' = —F
fla)=tgr = fl(e) = ——
, 1
4. f(z) =cotgr = f'(z) = ———5—.
sin“ x

5. f(z) =2zlnz = f'(z) =1+ 1nuz.

Soluzioni:

1. Si usa la regola di derivazione

2. Si usa la regola di derivazione
sin x

w

Si usa la regola di derivazione @] per tgx = .
cosx

: . o cos T
4. Si usa la regola di derivazione |4 per cotgx = ——.
sinx

5. Si usa la regola di derivazione

7.3 Derivata di una funzione composta

Teorema 7.3. Se h(z) = (fog)(x) = f(g(x)) allora W' (z) = f'(g9(x)) ¢'(x).
Dimostrazione (x): Si ha

Ah _ flglz +Ax)) — flg(x)) _ fl9(x+ Ax)) — flg(x)) g(x+ Ax) — g(z)
Ax Ax g(x + Ax) — g(z) Az ’
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dove g(x + Ax) = u + Au, dove u = g(x) e Au — 0 quando Az — 0. Quindi si ottiene

Ah _ flut+Au) = f(u) g(z+ Az) —g(x)

Az Au Az ’
dove
. flut+Au) = f(u) . flutAu)— flu) L,
AI;;IEO Au = A1111111>0 Au = f'(u) = f'(g9(z)),
. g(z + Az) — g() /
1 pu—
v o)
che completa la dimostrazione. [ |

Osservazione: Alla luce del Teoremal[7.3] la proprieta[d]del §7.3 si puo anche dimostrare a partire
dalla [3} considerando f(z)/g(z) come prodotto delle due funzioni f(x) e 1/g(x) e utilizzando il
fatto che la derivata di 1/g(x) ¢ —¢'(z)/(g(z))?.

Esempi:

1. f(z) =sinz? = f'(z) = 2z cos 22.

2 f() =In(1+2%) = f2) = s

3. f(z) = e = f'(z) = 2ze®
9
4. f(z) = cos(In(1 +sin?z)) => f'(z) = —sin(In(1 + sin® x))w
1+ sin“x
5. f(z) =ln2? = f'(z) ==
32
6. flz)=V1—-2° = f(2) =— .
7. flx) =2 = f'(z) = az* L.
8 f(z)=a" = f'(x) =a"lna
9. f(z) =2" = f'(z) =2"(1 +1nx)
1
10. f(z)=In|z| = f'(z) = -
Soluzioni:
1. Si applica il Teorema [7.3]
2. Si applica il Teorema [7.3]
3. Si applica il Teorema [7.3]
4. Si applica il Teorema [7.3]
5. Si applica il Teorema [7.3
6. Si applica il Teorema [7.3]
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7. Si scrive 2% = " = ¢*I"% ¢ gj applica il Teorerna
8. Si scrive a® = e = ¢¥17¢ ¢ i applica il Teorema

9. Siscrive z*¥ = e

10.

In z®

= ¢*1" ¢ i applica il Teorema

Si utilizza ’osservazione |3 di §7.2 e si applica il Teorema (alternativamente si scrive
In|z| =Inz per > 0 e In|z| = In(—z) per z < 0).

7.4 Derivata della funzione inversa

Teorema 7.4. Se f: I — J é derivabile e invertibile e g : J — I é la sua inversa allora si ha

g'(x) =1/f"(g(x)).

Dimostrazione. Si ha f(g(x)) = z, quindi derivando rispetto a z, si ottiene, per il teorema di
derivazione della funzione composta,

1
fg(@)d' (x) =1 = ¢'(2) = Flo@)

da cui segue l’asserto. ™
Esempi:

1. g(z) = arcsinz = ¢'(z) = \/11_7;

2. g(z) = arccosz = ¢'(z) = —\/11_7;

3. g(x) = arctgr = ¢'(z) = ﬁ

4. g(x) = arccotgr = ¢'(x) = 1 —:wQ'

Soluzioni (cfr. la Figura {4.4] per le funzioni arcsin z e arccos z):

1
2

3.

4

Si ha —m/2 < arcsinz < /2, quindi cos(arcsin ) = y/cos?(arcsinx) = /1 — 22.

Si ha 0 < arccos < 7, quindi sin(arccos ) = y/sin’(arccos z) = v/1 — 22.

1 ?(arct in?(arct
Si ha _ cos (arctg z) + sin”(arctg ) _ 1+ te(arctgz) = 1+ 2
cos?(arctg x) cos?(arctg x)

Si ragiona come nel caso precedente partendo da 1/sin?(arctcotg x).

Osservazioni:

1.

Poiché f(z) = €® ha derivata f'(x) = €%, se consideriamo g(z) = f~!(z) = Inz si ha
1 1 1
! = = — = —
9@ = f(nz) ez g’
consistentemente con la derivata [14] di pag. [114
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2. Viceversa, poiché f(z) = Inz ha derivata f'(x) = 1/z, se scriviamo g(x) =

si ha ) 1
/ _ _ _ .z
9@ = Fe) " e =

consistentemente con la derivata |13 di pag.

7.5 Derivate di ordine superiore

7.5.1 Derivata seconda

@) =,

Sia f(x) una funzione derivabile. Se la sua derivata f’(x) & a sua volta derivabile indichiamo con

f"(z) la sua derivata, che chiameremo derivata seconda di f(x).

Esempi:

1. fa)=c= fl(2) =0 = f"(z) =0;

1 f@) = = o) = = ['(a) = e

2

5. f@) = e = fa) = 20 = fi(x) = 27 1 daer
6. f(z)=lnz = f(z) = % e (2) = _%;

7.5.2 Derivate di ordine superiore

Se f”(x) & a sua volta derivabile possiamo considerare la derivata terza di f, che indichiamo con
f"(x), e cosi via. In generale indiciamo con f (z) la deriwata di ordine n (o derivata n-esima)

di f(z), dove fO)(z) = f(x), fD(z) = f(2), [P (x) = ["(2) e fOx) = f"(2).

|
4. fz)=a ", nelN = fPl(z)= (—1)7’(71;;1))'93_”_” Vp > 0.

Definizione 7.5. Una funzione f: I — R si dice di classe C™ in I se é derivabile n volte e la

dertvata di ordine n é continua.
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Osservazioni:

1.

Una funzione puo essere derivabile un numero finito di volte, ovvero ne esistono le derivate
fino all’ordine n, per qualche n € IN, ma non esiste la derivata di ordine n 4+ 1. Per
esempio la funzione f(z) = |z|> = 2?|x| é derivabile due volte, ma la derivata seconda
non ¢ derivabile: si ha infatti f'(x) = 3z|z| e f"(z) = 6]z|, e f”(x) non & derivabile
(cfr. I'Osservazione 3 del §7.2.1)).

Un funzione derivabile infinite volte si dice di classe C°.

Dire che una funzione é di classe C™ vuol dire che é derivabile almeno n volte, ma puo
ammettere anche derivate di ordine piu alto: per esempio una funzione di classe C* &
anche di classe C™ per ogni n € IN.

Valgono le relazioni di inclusione C"*1 c C™ ¥n € IN.

7.6 Esercizi

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Si calcoli la derivata di f(x) =

. Si calcoli la derivata di f(x) =1+ 2+ 22 + 2% + 2.

x2+x3
14227

Si calcoli la derivata di f(x) = sinx cosx.

1
Si calcoli la derivata di f(x) = arctg . + 33.

2
Si calcoli la derivata di f(z) = In };f i ’
-z

Si calcoli la derivata di f(z) = coslnx.

Si calcoli la derivata di f(x) = arcsin In 22.

xlnx

Si calcoli la derivata di f(x

Si calcoli la derivata di f(x

x

(2 + V).

= cos(cos(lnz)).

Si calcoli la derivata di f

Si calcoli la derivata di f(x

z) = In(sin(4 + 2?)).

(z) =
()
()
()
Si calcoli la derivata di f(z) = 2757,
(z) =
()
Si calcoli la derivata di f(x) =
()

Si calcoli la derivata di f(x) = arctg((1 + x2/3)1/2)

Si determini dove la funzione z|x| ¢ derivabile e se na calcoli la derivata ove possibile.
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16. Si determini dove la funzione |z — 1|(1 + x) ¢ derivabile e se ne calcoli la derivata ove
possibile.

17. Si determini dove la funzione |2 — 23| ¢ derivabile e se ne calcoli la derivata ove possibile.

18. Si determini dove la funzione |sinz| & derivabile e se na calcoli la derivata ove possibile.

T

19. Si calcoli la derivata di f(z) = e°

20. Si calcoli la derivata di f(z) = In(In(Inx)).

Soluzioni:
1. Siha f'(z) =1+ 2z + 322 + 4a°.

z(2 + 3z + 23)
(14 22)2

3. Si ha f/(z) = cos 2.

2. Siha f'(z) =

1
. roN
4. Siha f'(z) = s a2
5. Siha f'(z) = L
6+ — a2
. , sin(ln z)
6. Siha f'(x) = — .

. / 2
7. Siha f(x) = Y )

8. Siha f'(x) = 2*™%Inz (2 +Inzx).
9. Siha f/(z) =2 "1 (14 2zInz + z(lnz)?).

10. Siha f/(z) = 2°°F37 (3 + 22) In 2.
1
1+
. 2\/x
11. Siha f(z) = ———F—~.
1 af(ﬂf) 3($+ﬁ)2/3
sin(cos(Inx)) sin(Inx)

12. Siha f'(z) = :

xT

13. Si ha f'(x) = 32%cotg(4 + 2°).

14. Siha f'(z) = L

32131+ 22/3(2 + 22/3)
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15. La funzione f(z) = xz|x| & sicuramente derivabile per z #0: si ha f'(z) =2z per >0 e
f'(x)=—2x per x<0. Per discutere la derivabilita in 2 = 0 si confrontano il limite destro
e il limite sinistro del rapporto incrementale. Notando che

_ 2
b TAD 1O A2
Az—0+ Ax Az—0+ Az

_ _ 2
p [AD=FO) @2
Az—0— Az z—0t Az

si conclude che la funzione é derivabile anche in z = 0.

16. Si ha f(z) =22 —1sexz >1e f(z) =1 —2%se x < 1. Quindi la funzione f(z) &
sicuramente derivabile per x#1: si ha f/(x)=2x per x>1 e f/'(x)=—2x per x <1. Poiché

_ 2
i SO0 = F() L (AcP 280,
Az—0+ Az Az—0+ Az
_ _ 2 _
fim TAFAD) M) —(Ae)—28e
Az—0— Ax z—0~ Ax

la funzione non é derivabile in z = 1.

17. Siha f(z) =22 — 22 = 22(1 —2)sex < le f(z) = 2> — 2% se > 1. Quindi f(x) ¢
derivabile per z # 1: si ha f/(x) = 322 — 2z per z > 1 e f/(x) = 22 — 322 per z < 1. Non
¢ invece derivabile in x = 0 perché

F(1+Az) — £(1) (Az)3 + 3(Az)? + 3Az — (Az)? — 2Ax

li = i 1
A:EIL%* Ax A;an Az ;
_ _ 3_ 2 _ 2
h JA+AD) —f1) . —(A2)’ = 3(A)? - 3Ax+ (Ax)” + 28 _ o
Az—0- Ax Az—0- Ax

dove si & tenuto conto che (Az)? + 3(Az)? + 3Az — (Ax)? — 2Ax = Az + O((Az)?).

18. La funzione é derivabile per = # kw Vk € Z.: si ha inoltre

f'(x) = cosx per x € U (2km, (2k + 1)m),
keZ

f'(z) = —cos per z € | J((2k + )m, (2k + 1)m).
kez

x x

19. Siha f(z) =e* e €®.

: N 1
20. Siha fi(x) = z(Inz)(In(lnzx))







8 Teoremi sulle funzioni derivabili

8.1 Teoremi di Rolle, Lagrange e Cauchy

Teorema 8.1. Sia f: [a,b] — R una funzione continua in [a,b] e derivabile in (a,b) tale che
f(a) = f(b) =0. Allora 3¢ € (a,b) tale che f'(c) = 0.

Osservazioni:

1. Il teorema & noto come teorema di Rolle.

2. 1l significato geometrico del teorema ¢ il seguente (cfr. la Figura [8.1)): esiste almeno un
punto ¢ € (a,b) in cui la retta tangente al grafico é parallela all’asse .

3. Se la derivata non esiste ovunque in (a,b) il risultato non vale: si consideri per esempio
f(z) = Ja| — 1, per & € [1,1],

f(x)

/SN

1
1
1
1
1
1
1
!
a c

Figura 8.1: Significato geometrico del teorema di Rolle.

Teorema 8.2. Sia f: [a,b] = R una funzione continua in [a,b] e derivabile in (a,b) tale che
f(a) = f(b). Allora 3c € (a,b) tale che f'(c) = 0.

Dimostrazione. Si applica il Teorema alla funzione g(z) := f(x) — f(a), notando che si ha
gla) = g(b) =0eg'(z) = f'(z). u

125
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Teorema 8.3. Sia f: [a,b] = R una funzione f continua in [a,b] e derivabile in (a,b). Allora
Jc € (a,b) tale che f(b) — f(a) = f'(c) (b—a).

Dimostrazione. Definiamo

e consideriamo la funzione

h(z) = f(z) = fla) —m(z - a).
Si ha allora h(b) = h(a) = 0 e per il Teorema esiste ¢ € (a,b) tale che h'(¢) = 0. D’altra
parte 1/ (z) = f'(xz) — m, quindi f'(¢) = m. [

Osservazioni:
1. Il teorema ¢ noto come teorema di Lagrange.

2. 1l significato geometrico del teorema é il seguente (cfr. la Figura . Sia ¢ I’angolo che
il segmento che unisce i punti P; = ((a, f(a)) e P» = (b, (f(b)) forma con l'asse z, cosi che

f(0) — f(a)
; :

—a

tgp =

Esiste pertanto almeno un punto ¢ € (a,b) in cui si ha f/(¢) = tgp, ovvero in cui la retta
tangente al grafico forma un angolo ¢ con 'asse z.

~
—
=
i
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
‘ 1

e N T T ——

O mm e — -
8

Figura 8.2: Significato geometrico del teorema di Lagrange.

Teorema 8.4. Siano f: [a,b] = R e g: [a,b] = R due funzioni continue in [a,b] e derivabili in
(a,b), e sia g tale che ¢'(x) # 0 Vz € (a,b). Allora 3c € (a,b) tale che

Dimostrazione. Poniamo
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e consideriamo la funzione

Si ha allora h(b) = h(a) = 0 e per il Teorema esiste ¢ € (a,b) tale che h/(¢) = 0. Poiché
H(z) = f'(2) — mg'(x), si ha f'(c) = mg(c). .

Osservazioni:

1. Il teorema & noto come teorema di Cauchy.

2. Si noti che sotto le ipotesi del teorema necessariamente g(a) # ¢(b) (altrimenti per il
Teorema si avrebbe ¢'(¢) = 0 per qualche ¢ € (a,b), contro I'ipotesi che ¢'(x) non si
annulla mai).

3. 1l Teorema implica il Teorema come caso particolare se f(b) = f(a).
4. 11 Teorema implica il Teorema come caso particolare, prendendo g(z) = x.

5. Se si applicasse il Teorema di Lagrange separatamente alle due funzioni f e g, si troverebbe
(f(d) — f(a)/(g(b) —g(a)) = f'(c1)/g'(c2), con due costanti ¢; e co generalmente diverse,
quindi non si puod dedurre il Teorema [8.4] dal Teorema [8.3]

8.2 Forme indeterminate

Definizione 8.5. Siano f e g due funzioni definite in un intervallo I C R. Supponiamo che
esista xo € I tale che f(xo) = g(xo) = 0. Si dice allora che il limite

im M
5 9(a)

¢ una forma indeterminata.

Definizione 8.6. Siano f e g due funzioni definite in un intervallo I C R. Supponiamo che
esista xp € I tale che lim f(x) e lim g(x) sono 400 oppure —oo. Si dice allora che il limite
T—T0 T—T0

lim M
vw0 g()

¢ una forma indeterminata.

Definizione 8.7. Siano f e g due funzioni definite in un intervallo illimitato [a,+o0) di R.

Supponiamo che lim f(x)= lim g(x)=0. Si dice allora che il limite
r—>+00 T—+00
lim —f(x)
r—+00 g(x)

¢ una forma indeterminata.
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Definizione 8.8. Siano f e g due funzioni definite in un intervallo illimitato [a,+o0) di R.
Supponiamo che lim f(z) e lim g(x) sono +oo oppure —oo Si dice allora che il limite
r——+00 r——+00

lim @
T—+00 g(x)

¢ una forma indeterminata.

Osservazioni:

1. Se la funzione f(x) & definita in un intervallo (—oo, b], si possono dare definizioni analoghe
alle Definizioni 8.7 ¢ B8] in cui il limite & per # — —oo. Se le funzioni sono definite in
tutto R si possono considerare entrambi i limiti x — 400 e £ — —o0.

2. Somno state considerate sopra forme indeterminate del tipo 0/0 0 co/oo (qui 0o indica +00).
Esistono in linea di principio altre forme indeterminate: 0 - 0o, 0°, 0o®, 1°°. Tuttavia tali
forme sono tutte riconducibili a quelle gia viste. Infatti:

e 0-00=0/0 = se f(x) = 0e g(x) = oo allora

f@)- gla) = 112,

g(z)

dove 1/g(x) — 0;
o 00 =00 — 00 — g6 f(z) = 0 e g(z) = 0, con f(x) > 0, allora, data f(z)?®),
si considera
In f(2)?*) = g(x) In f(x),
dove g(xz) — 0 e In f(z) — —oc;
o o = e = 0 — ge f(z) = o0 e g(z) — 0, con f(x) > 0, allora, data
f(2)9®) si considera
In f(2)?*) = g(a) In f(x),
dove In f(x) — 400 e g(z) — 0;
o 10 =Xl — 200 — e () — 1 e g(x) — oo, allora, data f(x)9(®) si considera

In f(2)7) = g(z)In f(x),
dove In f(x) — 0 e g(z) — oo.

3. Se f(z) - 400 e g(x) — 400 anche f(z)—g(z) ¢ una forma indeterminata. Analogamente
se f(z) = —o0 e g(x) — —oo anche f(x) — g(x) & una forma indeterminata. Tuttavia, in
entrambi i casi, ci si pud sempre ricondurre ai casi gia trattati (si vedano per esempio gli

esercizi [9n11| nel §8.3]).

4. T Teoremi di de I'Hopital che verranno studiati in §8.3 forniscono un metodo
particolarmente efficiente per studiare forme indeterminate.
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8.3 Teoremi di de I’Hopital

8.3.1 Forme indeterminate della forma 0/0
Teorema 8.9. Siano f: [a,b] = R e g: [a,b] = R due funzioni continue in [a,b] e derivabili in
(a,b), tali che

1. 3zg € (a,b) tale che f(xo) = g(xo) =0,

2. g(x), g'(x) # 0 in (a,b) \ {zo}.

Allora, se esiste li)m f(z)/d (z), esiste anche li_)m f(z)/g(z) e si ha
T—rT0 LT—T0

o 1)y G
wmo g(w)  wom g'(@)

Esempi:
L lim sinzx oy cosz 1
z—0 X z—0 1
In(1 1/(1 1
o fim 2OFD) o, VE+D) -
z—0 T z—0 1 =014+ x
T 1 X
3. lim & —lim & =1
x—0 e z—0 1
4 lim 1 —cosx ~ i sinx _o
z—0 x z—0 1

Il Teorema [8.9]si puod generalizzare nel modo seguente.

Teorema 8.10. Siano f: [a,b] = R e g: [a,b] = R due funzioni continue in [a,b] e derivabili
due volte in (a,b), tali che

1. 3xg € (a,b) tale che f(xo)=g(x0)=0 e f'(z0)=¢ (x¢) =0,
2. g(l‘), g/(x)7 g”(l‘) # 0in (a7 b) \ {l’o}

Allora, se esiste li)m f"(z)/q"(x), esiste anche li_}In f(x)/g(x) e si ha
T—T0 T—x0

flx) o ()

lim —% = lim .
z—zo g :c) 0 g”(x)

Esempi
L 1—cosa:_ singv_l cosx_l
r—1- r—1 z 1
2 lim6 x—hme :lime—:f.
r—0 1‘2 z—0 2x z—0 2 2
x 1 T _ 1 x
3 lim6 x:hme = lim € =1.

250 1 —cosx z—0 sinx z—0 COS T
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. — 2
4 limln(1+x)—51nx+x2:hm 1+ COS")‘:—F x:
z—0 et —x —cosx z—=0 eT —1-+sinx
. (1+x)2+51nx+ 1
= lim = —.
z—0 eT + cosx 2

Osservazione: se anche le derivate seconde delle funzioni f e g si annullano in zq si pud passare
alle derivate terze, e cosi via. Vale quindi la seguente ulteriore generalizzazione.

Teorema 8.11. Siano f: [a,b] = R e g: [a,b] = R due funzioni continue in [a,b] e derivabili n
volte in (a,b), tali che
1. 3z¢ € (a,b) tale che le funzioni f e g e tutte le loro derivate fino all’ordine n — 1 si

annullano in xg,

2. g(x), ¢(x),..., g™ (x) #0 in (a,b) \ {0}
Allora, se esiste lim f™(x)/g™ (z), esiste anche lim f(x)/g(x) e si ha

T—x0 T—T0

o f@) L [T ()
xhargclo m o zlﬁxo g(”) (x) ’

Esempi:
et —eTt - 22 et +e -2 . ef—e " . efte®
. im——=lim——=1lim— = lim ——— = 2.
z—0 x —sinx z—0 1 —cosz z—0 sinx z—0 COSZT
' 623: _ e:v—l—sinm ) 262x o em+sin:p(1 + cos (L’)
2. lim e lim 5 =
7—0 T a0 3x=
i 462x o e:c—l—smx(l 4 cos ;U)Q 4 e:c—l—smz sinz
= 11m =
z—0 . 6x . .
y 8e2® — et tSINT (1 4 cos )3 + 37T Z(1 4 cosz) sinaw + ¥ % cosz 1
= lim = —.
z—0 6x 6

Complementi (*):
1. Dimostrazione del Teorema[8.9 Per il Teorema [8.4] (di Cauchy), per z € (a,b) \ {zo} si ha

flx) _ fl@) = fzo) _ (&)
g(z)  g(x)—g(xo) (&)’

per £ compreso tra xg e ¢ (£ € (xo,x) se x > xg, § € (x,20) se © < xp). In particolare
& — x9 per x — xg, quindi si trova

GO N (3 N €

i = lim =1 ,
e=wzo g(x)  towo ¢'(E)  wowo ¢ ()

da cui segue I'asserto.
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2. Dimostrazione del Teorema Applicando il Teorema alle funzioni f’ e ¢’ si trova
fa) 1)

A g(@) i ¢(a)’

quindi esiste il limite lim,_,, f'(2)/¢'(z). Possiamo allora riapplicare il Teorema [8.9| alle
funzioni f e g e si ottiene Iasserto. ]

3. Dimostrazione del Teorema Si applica iterativamente il Teorema alle coppie di
funzioni f=1 e gV . e g” f ed, f e g, iterativamente. [ |

8.3.2 Forme indeterminate della forma oo /oo
Teorema 8.12. Siano f: [a,b] = R e g: [a,b] = R due funzioni continue in [a,b] e derivabili
in (a,b), tali che
1. g(x),g'(x) # 0 in (a,b),
2. lim f(z) e lim g(x) sono +o0o oppure —oc.
T—T0 Tr—xTQ

Allora, se esiste li_>m f'(x)/d'(x), esiste anche li_>m f(x)/g(x) e si ha
T—x0 T—>T0

lim @ = lim f(z)
PR gz) oo g'(z)

Teorema 8.13. Siano f: [a,+00) = R e g: [a,+00) — R due funzioni continue in [a,+00) e
derivabili in (a,+00), tali che
1. g(x), g (x) # 0 in [a, +00),

2. rgrfmf(x) e 3Jll}rfoog(ac) sono +00 oppure —oo.

. . / / . . .
Alllora, se esiste ngoof (x)/g' (), esiste anche zll}riloof(x)/g(x) e si ha

lim /(@) = lim ['()

z——+00 g(m) z—3+00 g’(m)'

Teorema 8.14. Siano f: (—00,b] = R e g: (—00,b] = R due funzioni continue in (—oo,b] e
derivabili in (—oo,b), tali che

1 ¢(2) £ 0 in (—o0,b],

2. limy o f(x) elimy—y o g(x) sono +oo oppure —oo.

Allora, se esiste limg,—,_ oo f'(2)/d'(x), esiste anche lim,—,_o f(x)/g(x) € si ha

lim f(@) = lim f'()

v o0 g(z)  amoe ()

Osservazioni:

1. Le dimostrazioni dei Teoremi [8:12] [8:13]e[8.14] sono analoghe a quella del Teorema[8.9] vista
sopra.
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13.
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. Come il Teorema anche i Teoremi [8.12] [8.13] e [8.14] si generalizzano al caso in cui i

limiti dei rapporti delle prime n derivate sono forme indeterminate.

. I teoremi enunciati in questo e nel precedente paragrafo sono noti come teoremi di de

[’Hopital.

. I teoremi di de I’'Hopital permettono di calcolare forme indeterminate considerando i limiti

dei rapporti delle derivate delle funzioni. Il viceversa non € vero! In altre parole, se esiste

il limite di f(z)/g(z), non si pud dedurre alcunché sul limite di f'(x)/¢'(z). Per esempio

se f(x) =z +sinz e g(x) = x si ha lirf (x +sinz)/xz =1, d’altra parte f'(z)/¢'(z) =
T—r+00

1 + cosz non ammette limite per x — +o0.

Esercizi

lim sin(1/x) .
T—+00 1/x

T x

. Lo . €

lim — e, piu in generale, lim — conn € N.
T—+00 I r—+oo

lim zlnx.

z—0t

lim z%Inz, a > 0.
z—07F

lim (2% — 1) In(z — 1).

r—1

. Inz
lim ————.
z—0+ tg (1/2 — x)

lim 7‘%2 et
oo —x2 4+ +1°
lim z*.
z—07t

. 2 o

i 2
lim (e‘” - 1:2) .
T—+00

. 1 1
hm( - — 7).
z—0\sinx x

sin x

lim
z—0t

lim 7 %", a > 0.
Tr——+00

lim (sinz)%®”.
z—0t+
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sin(z2?) _
15 lim e 24 cosx
a—0  x(e® —e™7)
16, Tim cos(sindfc) — CcoSx
a—0  z?sin(z?)
Soluzioni:
in(1 —(1/2? 1
1. lim sin(l/z) = lim (1/a7) cos(1/) = lim cos(1/z) =limcost = 1.
z—+oo  1/x z—+00 —1/x? =400 t—0
e’ e’ e’
2. lim — = lim —= lim — =+oo. Analogamente, per n € N, si trova, iterando n
z—+00 I z—+o0 20 T—+00 2
volte,
e’ e’ e’
lm —= lim ——= lim —m——
z—+oo " z—+oo n 1 T—+00 n(n — 1) =2
e e
400 n(n—1)(n —2)an=3 =400 nin—1)(n—2)...322
ex xX
= lim = lim — = +o0.
z—t+oon(n—1)(n—2)...2z  z—+oo nl
1 1
3. lim zlnz = lim — lim /@ = lim (—z) =0.
z—0+ a—0t 1/x a0t =1/22 250+
1 1 o
4. lim 2%lnz = lim 22 lim il:— lim x—zO.
z—07F z—0+ x7¢ z—0t —Qr ¥ z—0t «
5. lim(2? —1) In(z — 1) = lim(z 4+ 1) (z — 1) In(z — 1) = lim(t + 2) tInt = 0.
z—1 z—1 t—0
6. lim Inx — lim cos?(m/2—1) — lim —2cos(m/2—x) sin(7/2 — x) _o
z—0+ tg (71'/2 - .’E) z—07F T z—0t 1
. 2 —r+1 . 20 — 1 .
7. lim ————= lim — = lim — =-1.
zotoo —x2 +x+1  a—too -2z +1  zotoo —2
8. lim 2% = lim erlnm _ elimzﬁwmlnm _ 60 -1
z—0t z—0t
9. lim (2 —x)= lim a(x—1)= +oo.
T—r—+00 T—r—+00
10. €’ — 22 = ¢ (1 —22¢7 "), dove lim 227 = lim :162/5962 = 0 (cfr. Pesercizio ) =
r—r+00 T—>+00
lim (e:’“"2 —2%) = lim e = +o0.
T—r+00 T—r+00
1 1 —si 1-— i
11. lim( - —)zlim (w): im (,&):hm( RY ):0.
z—0\sinx x/ 2—0\ xsinx z—=0\sinx +xcosx/ z—0\2cosx — xsinx
12. Lim xsin:p — lim e(sinz) lnz _ 1.

z—0t z—0t
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—Q LT

Si scrive x~%e* = e /x® e si applica iterativamante il Teorema finché I’esponente della
potenza al denominatore non diventa negativo

x x e
T—+00 z—+o00 L z—+oo ™™ T—+00 Oé(Oé — 1)330‘7
. e’
= lim =...=4o0.

z—too a(a — 1) (v — 2)z—3

lim (sin x)tga: — lim e(tgac) In(sinz) _ lim 6(1/ cosx) (sinz) In(sinz) _ el — 1.
z—0t z—0t z—0t
.o (2 .
@) _ 924 cosz | 22e0) cos(2?) —sinz
lim = lim =

a—0  x(e® —e™7) 20 ¥ — e~ + (et fe )

i 2e5n7% cos(22) 4 42265 (cos(22))? — 42250 gin(2?) — cosz 1
im ——

2—0 2eT + 2e7% + x(e® — e %)

. cos(sinx) —cosx .. —sin(sinz) cosz +sinx
lim - = lim _ =
=0  x?sin(x?) 2—0 2z sin(x?) 4 223 cos(z2)

sin(sin z) sin z — cos(sinx) (cos x)? + cos =

li =
250 1022 cos(x?) + 2sin(z?) — 4 sin(x?)

. sin(sin ) cosz + sin(sin z) (cos z)® + 3 cos(sin ) sinz cosz — sinx

im =
a0 24 x cos(x?) — 8x° cos(x?) — 3623 sin(z?)

. cos(sinz)(7(cosx)? + (cosz)* — 3) — sin(sin ) sinz(1 + 6(cosx)?) — cosz 1
lim . , =—.
a—0 24 cos(z?) — 112 24 cos(2?) — 156 22 sin(z?) + 16 26 sin(z?) 6




9 Studio del grafico di una funzione

9.1 Asintoti

Definizione 9.1. Se la distanza tra un punto P del grafico di una funzione f e una retta r tende
a zero quando P tende all’infinito, si dice che r é un asintoto della funzione f. L’asintoto si dice
asintoto orizzontale se la retta r ha equazione y = ¢, dove ¢ & costante, si dice asintoto obliquo
se la retta v ha equazione y = ax + b, dove a # 0 e b sono costanti.

Definizione 9.2. Si chiama asintoto verticale di una funzione f una retta r di equazione x = c,
tale che si abbia

lim f(x) = oo oppure lim f(x) =xo0 oppure lim f(x) = +oo,

T—cC rz—ct T—c

dove oo indica che il limite vale +00 0 —o0.

Osservazioni:

1. Se una funzione f ha per x — +o0o un asintoto obliquo di equazione y = ax + b deve
succedere che
lim (f(z) —ax—b)=0.

T—+00
Questo implica che
lim @:a lim (f(z)—ax)="h.
r—+o00 I ’ T—+00

Analogamente si ragiona se si ha un asintoto obliquo per x — —oo.
2. Per determinare eventuali asintoti obliqui od orizzontali si procede come segue:

e si calcola prima il limite di f(z)/z per x — +00 0 per x — —o0 e, se il limite esiste,
si trova cosi il valore di a (in particolare se a = 0 ’asintoto ¢é orizzontale, se a # 0
’asintoto & obliquo),

e si calcola quindi il limite di f(x) — ax, che, se esiste, definisce b.

3. Non é detto che se esiste il limite a di f(x)/z allora esiste necessariamente anche il limite
di f(x) — azx. Per esempio, se f(z) = z + Inz si ha lim,, o (x + Inx)/z = 1; tuttavia
limg i o0(f(z) — ) = limg_y 4 oo Inz = +00 = la funzione f(x) = = + Inz non ammette
alcun asintoto per x — +o0.

135
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4. Esempi di asintoti orizzontali, obliqui e verticali sono dati in Figura [9.1}

4.1. la funzione f(z)=1— e~®* ha un asintoto orizzontale y =1 per z — o0,
4.2. la funzione (4 + (x + 2)3)/2? ha un asintoto obliquo di equazione y = 2z + 12 (sia
per x — 400 sia per x — —o0) e un asintoto verticale di equazione x = 0,
4.3. la funzione 1/(x + 2) ha un asintoto verticale di equazione x = —2 e un asintoto
orizzontale y = 0 (sia per x — +00 sia per x — —00),
4.4. la funzione (22 — 4z + 6)/(z — 1) ha un asintoto obliquo di equazione y = z — 4 (di
nuovo, sia per x — +00 sia per £ — —o0) e un asintoto verticale x = 1.
15+ 3
- 4+ (z+2
1—e* (; )
1.0 10
0.5
al
3 2 i 1 2 3
7‘20/0/ 1b 2‘0
_osl
_1 : 2244246 i
z+2 z—1 20F
of
10
; &o o s 5 10
—20[
of
_sof
at
Figura 9.1: Esempi di asintoti.
Esercizi:

1. Si dimostri che f(z)

(

. Si dimostri che f(z)

. Si dimostri che f(z)
(

1/z ha un asintoto verticale in « = 0.

1/(z + 1) ha un asintoto verticale in z = —1.

tg x ha infiniti asintoti verticali in z = 7/2 4+ kn, k € Z.

. Si dimostri che f(z) = 1/(2?—1) ha due asintoti verticali, uno in x = —1 e uno in = +1.

2
3
4. Si dimostri che f(x) = log, = ha un asintoto verticale in z = 0.
5
6

. Si dimostri che f(x) = 2?/(1 4+ =) ha un asintoto obliquo di equazione y = = — 1 sia per
T — 400 sia per x — —o0.
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7. Si dimostri che f(z) = (2% +4)/(2? + 1) ha un asintoto orizzontale di equazione y = 1 sia
per x — 400 sia per x — —oQ.

8. Si dimostri che f(x) = z + €® ha un asintoto obliquo di equazione y = x per z — —o0.

9. Si dimostri che f(z) = (z2e* —x)/(2%e® +z) ha un asintoto orizzontale di equazione y = 1
per £ — +00 e un asintoto orizzontale di equazione y = 1 per x — —o0.

10. Si dimostri che f(z) = va?+ 1+ z ha un asintoto obliquo di equazione y = 2z per
x — +00 e un asintoto orizzontale di equazione y = 0 per x — —oo.

N
T

20+

~10|

L L L L L )
-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 9.2: Grafici delle funzioni degli esercizi .
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Soluzioni (cfr. la Figura [9.2] per gli esercizi 5-8):

1. Siha lim 1/z =4oc0ce lim 1/x = —o0c.

z—0t z—0~

2. Stha lm 1/(z+1)=+4cce lim 1/(x+1)=—o0c.
r——1+ rz——1"

3. Siha lim tgx=4+occe lim tgax = —oo, e si usa il fatto che tga & una funzione
)27 z—mw /2t

periodica di periodo 7.

4. Siha lim log,z = —cosea>1e lim log,x = 400 se a < 1.
z—01 z—0t

5. Siha lim1/(2®—1) = lim 1/(z®*~1) = +occ e hml/(x —1) = lim 1/(3: —1) = —o0.
z—1+t r——1-

r—1— z——171

6. Siha hm (x2+4)/(:c2+1):

CE—) oo
7. Si hamll)rinoox /(m(1+m))—1e$£moo / + ) —1z)=—1.

8. Si ha xll)l}loo(x—{—e)/a: =1le xll}r_noo(:c—l—e —z)=0.

9. Si ha
$26x _r ) xzez(l o x—le—m) 2 e
lim — = lim = lim =1
z—too 2% + 1 a—too 22e¥(1+ 27 le )  a—too x2e”
mentre
2 x T
— (1 —
lhm O T gy TP g T
z——oco r2e® +x  a—too x(T + xE?) T —00 I
dal momento che lim z 'e™® = lim ze® = 0.
T—r—+00 T—>—00
10. Si ha
lim ( x2+1+x> = +00,
T—>+00
vVaZ+1 1
im YT <\/1+ +1> 2,
r——+00 x T—+00
2y
) T B o (Va2 +1— CL‘) (\/x 1+2x)
2 4+1— x2 . 1
= lim ——= lim — =
zotoo \ /2 + 14+ ot /r2+ 1+

mentre

2 1 A/ 2 1—
lim ( x2—|—1+:p>: lim (Va2 +1+2)(Vai+ 7)
T——00 T——00 1/1‘24-1—.%'

22+ 1 — a2 . 1

im ———— = lim —————— =
z=—o0\/p2 +1—x @20 \z2+ 1+ |z
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9.2 Funzioni crescenti e decrescenti

Ricordiamo la definizione di funzione crescente o decrescente data nel (cfr. la Definizione
4.8]), che qui riportiamo, per comodita.

Definizione 9.3. Una funzione f continua in [a,b] si dice
e crescente in [a,b] se Vry,x2 € [a,b], con xo > 1, si ha f(x2) > f(x1):
e decrescente in [a,b] se Vxy,za € [a,b], con xo > x1, si ha f(z2) < f(x1);

e strettamente crescente in [a,b] se Vzy1,za € [a,b], con 3 > x1, si ha f(x2) > f(z1), con il
segno stretto;

e strettamente derescente in [a,b] se V1, x2 € [a,b], con 3 > x1, si ha f(z2) < f(z1), con
il segno stretto.

Esempi:

22 & crescente in [0,00) ed & decrescente in (—oc, 0];

—_

V/x & crescente in [0, 00);

a® con a > 1 (in particolare e”) & crescente in R;

log, x con a > 1 (in particolare Inx) ¢ crescente in (0, +00);
1/22 ¢ decrescente in (0,00) e crescente in (—oo,0);

1/x ¢ decrescente in (0,00) e in (—o00,0), ovvero in R\ {0};
e~ " & decrescente in R;

sinz & crescente per x € [—7/2,7/2] e decrescente per x € [—mw, —7 /2] U /2, 7[;

© © N G Wb

cosx & crescente per z € [—m, 0] e decrescente per x € [0, 7).

—
e

tgx & crescente per ogni x per cui é definita.

Osservazioni:

1. Se la funzione f(x) & crescente allora —f(z) & decrescente.

2. Se la funzione f(z) & pari ed & crescente per x > 0, allora é decrescente per x < 0; se f(x)
é dispari ed é crescente per x > 0, allora & crescente anche per x < 0.

Teorema 9.4. Sia f: [a,b] = R una funzione continua in [a,b] e derivabile in (a,b). Allora f
¢ crescente in [a,b] se e solo se f'(x) > 0 Vx € (a,b).

Teorema 9.5. Sia f: [a,b] = R una funzione continua in [a,b] e derivabile in (a,b). Allora f
¢ decrescente in [a,b] se e solo se f'(x) <0 Vz € (a,b).
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Osservazione: Se la funzione ¢ crescente, la tangente al grafico forma un angolo ¢ € [0,7/2)
con l'asse z, quindi tg ¢ > 0. Analogamente se la funzione & decrescente, ’angolo & ¢ € (—7/2, 0]
e quindi tgy < 0.

Esempi:
1. Se f(z) = 2% si ha f'(x) = 423, quindi f(x) & crescente per x > 0 e decrescente per z < 0.

2. Se f(r) = 2° si ha f'(x) = 52* > 0, quindi f(x) é crescente Vz € R.

Definizione 9.6. Sia f una funzione definita in un intervallo [a,b]. Un punto x1 € (a,b) & un
punto di massimo relativo (o locale) se esiste un intorno Bs,(x1) = (x1 — 01,21 + 61) tale che
f(z) < f(x1) VYa € Bg,(x1). Il valore f(x1) si dice massimo relativo di f.

Definizione 9.7. Un punto di massimo relativo x1 di una funzione f si dice punto di massimo
relativo stretto (o forte o proprio) se f(z) < f(z1) Vo € By, (1) \ {z1}; il valore f(z1) si dice
in tal caso massimo relativo stretto (o forte o proprio) di f.

Definizione 9.8. Sia f una funzione definita in un intervallo [a,b]. Un punto zo € (a,b) & un
punto di minimo relativo (o locale) se esiste un intorno Bs,(x2) = (xo — 02,22 + d2) tale che
f(z) > f(z2) VYa € Bs,(x2). Il valore f(x2) si dice minimo relativo di f.

Definizione 9.9. Un punto di minimo relativo xo di una funzione f si dice punto di minimo
relativo stretto (o forte o proprio) se f(x) > f(x2) Vo € B(xg,01) \ {z2}; il valore f(x2) si dice
in tal caso minimo relativo stretto (o forte o proprio) di f.

Definizione 9.10. [ punti di massimo e di minimo relativo di una funzione f si chiamano punti
estremali di f.

Definizione 9.11. [ punti in cui si annulla la derivata prima di una funzione f derivabile si
chiamano punti stazionari di f.

Teorema 9.12. Sia f: [a,b] — R una funzione continua in [a,b] e derivabile in (a,b). Se
xo € (a,b) ¢ un punto di massimo o di minimo relativo, allora f'(x¢) = 0, ovvero se xp & un
punto estremale allora & un punto stazionario.

Osservazioni:

1. 11 Teorema (che ¢ noto come teorema di Fermat) da una condizione necessaria per
I’esistenza di un punto estremale.

2. 11 viceversa non ¢ vero: se esiste xg € (a,b) tale che f/(xg) = 0 non necessariamente
¢ un punto di massimo o di minimo (esempio: se f(z) = z? allora f'(z) = 322, quindi
f/(0) = 0; tuttavia z = 0 non & né un punto di massimo né un punto di minimo.

3. La funzione f(z) = 2%(2% — 2) ha un punto di massimo relativo (stretto) in = 0, ma

non ha massimo assoluto essendo illimitata superiormente; ha invece due punti di minimo
relativo (stretto) in x = %1, che sono anche punti di minimo assoluto (cfr. la Figura [9.3)).
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4. Se la funzione non ¢ derivabile, i punti di massimo e di minimo relativo vanno cercati in
modo diverso. Per esempio se f(x) = |z| si ha un punto di minimo assoluto in z = 0, dove
la funzione non ¢ derivabile. La funzione f(z) = (1 — z?/3)? ha un massimo relativo in
x =0, mentre f'(z) = —4(1 — 2%/3)2~1/3/3 diverge per 2 — 0F (cfr. la Figura .

5. In base alle osservazioni precedenti, un punto stazionario non € necessariamente un punto
estremale e un punto estremale é necessariamente un punto stazionario solo nel caso in cui
la funzione sia derivabile.

Figura 9.3: Grafico della funzione x?(x? — 2).

Figura 9.4: Grafico della funzione (1 — /%)%

Teorema 9.13. Sia f: [a,b] — R una funzione continua in [a,b] e derivabile in (a,b). Se x1 ¢é
un punto stazionario di f ed esiste § > 0 tale che f'(x) > 0 per x € (x1 — d,21) e f'(x) <0 per
x € (r1,21+9), allora x1 é un punto di massimo.

Teorema 9.14. Sia f: [a,b] — R una funzione continua in [a,b] e derivabile in (a,b). Se x; &
un punto stazionario di f ed esiste § > 0 tale che f'(x) <0 per x € (x1 —d,21) e f'(x) > 0 per
x € (x1,21 4+ 0), allora x1 & un punto di minimo.

Definizione 9.15. Sia f: [a,b] — R una funzione continua in [a,b] e derivabile in (a,b). Se
xo & un punto stazionario di f ed esiste 6 > 0 tale che f'(x) > 0 per x € (xg — d,x0) € per
x € (zo,x0 +06) oppure f'(x) <0 perx € (xg — 0, x0) € per x € (xo,z0+ ), allora si dice che xg
¢ un punto di flesso orizzontale.
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Complementi (*):

1.

Dimostrazione del Teorema Sia z € (a,b) e sia Ax tale che z + Az € [a,b].

Consideriamo il rapporto incrementale

Af _ fla+An)— @)

Az Az
Se f & crescente allora Af/Ax > 0 VAxz. Passando al limite, per il Teorema si trova
Af
/ _ 1 - >
(@) Armo Az = 0

Viceversa, fissati x1,x2 € [a,b], con o > x1, per il Teorema si ha

f(z2) = f(z1) = f'(€) (22 — 21)
per qualche £ € (x1,22). Quindi se f'(z) > 0 Vx € [a,b] si trova f(x2) — f(xz1) > 0.

Dimostrazione del Teorema Si ragiona come per il Teorema Oppure si definisce
g(x) = —f(x) e si applica il Teorema [9.4] alla funzione g.

. Dimostrazione del Teorema Sia z¢ € (a,b) un punto di massimo di f. Allora 3§ > 0

tale che f(xg+ Azx) < f(x0) e quindi Af = f(xo+ Az) — f(zo) < 0 V|Az| < d. Ne segue
che Af/Ax < 0se Az > 0e Af/Ax > 0 se Az < 0. Poiché la funzione ¢é derivabile
esistono il limite destro e il limite sinistro e sono uguali a f’(xp). Quindi

Af

Af
0= Aa:l—%“' Ax f ($0) A:L‘liﬁl— Ax — 0,

ovvero f'(zp) = 0. Il caso in cui x¢ sia un punto di minimo si discute similmente

. Dimostrazione del Teorema[9.13 Sia z € (z1—6,21). Allora f(z)— f(z1) = f/(§) (z —z1),

per un opportuno & € (z,x1). Quindi f(&) > 0 = f(z) < f(z1). Analogamente per
x € (x1,21+0) siha f(x)— f(x1) = f'(&) (x —x1), per un opportuno & € (z1,x). Quindi
(&) < 0= f(x) < f(x1). Conclusione: Vx € (x1 — 6,21 + d) si ha f(x) < f(z1) =
1 é un punto di massimo.

Dimostrazione del Teorema[9.14 Si procede come nella dimostrazione del Teorema [9.13

9.3 Massimi e minimi assoluti di una funzione

Si ricordi il Teorema [6. 7t una funzione continua in un intervallo chiuso e limitato ammette
massimo e minimo. Dal Teorema discende che, nella ricerca dei punti di massimo e minimo
assoluti di una funzione f derivabile in un intervallo limitato [a,b], possiamo procedere come

segue:

1.

Si cercano i punti stazionari, i.e. i punti z che risolvono l'equazione f’(z) = 0: sia-
no xi,x2,xs3,... tali punti. Si calcolano quindi i valori che la funzione f assume in
corrispondenza dei punti stazionari, i.e. f(x1), f(x2), f(x3),...
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2. Si calcolano i valori f(a) e f(b) che la funzione assume agli estremi dell’intervallo.

3. Il massimo assoluto e il minimo assoluto saranno, rispettivamente,

max{f(a), f(b), f(z1), f(x2), f(x3),.. .},
min{f(a), f(b), f(x1), f(22), f(x3), ...}

Osservazione: Se la funzione f(x) non ¢ derivabile in qualche punto, allora si devono calcolare
anche i valori che la funzione assume nei punti di non derivavbilitd e confrontarli con i valori
che la funzione assume in corrispondenza dei punti stazionari e degli estremi dell’intervallo. Per
esempio il minimo della funzione f(x) = |z| nell’intervallo [—1, 1] ¢ raggiunto in x = 0, dove la
funzione non ¢ derivabile (cfr. la Figura[5.1)).

TN

~
~
P

—1‘n 3 41‘5

L L L L L 0
15 2.0 25 3.0 35 4.0 0.0 0.5 1.0 15 20

Figura 9.5: Grafici delle funzioni degli esempi di §9.4.

Esempi:

f(z) =22 2 €[-1,2].

fz)=2%—-322 —2+3, v €[-2,3]
. Si trovino massimi e minimi assoluti di f(x) = —1/z + 1/2%, z € [1,4].

fz) =

(1/z) + =z, z € (0,2].

1. Si trovino massimi e minimi assoluti di
2. Si trovino massimi e minimi assoluti di f(x
3
4. Si trovino massimi e minimi assoluti di f(x
Soluzioni:
1. C’¢ un solo punto stazionario interno: z = 0; si ha f(—1) =1, f(0) =0, f(2) =4 (cfr. la
Figura [0.5) = max f(z) = f(2) = 4, min f(z) = f(0) = 0.
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Ci sono due punti stazionari: = = 1 +2/+v/3; si ha f(1 —2/v/3) ~ 3.0792, f(1 +2/V3) ~
—3.0792, f(—2) = —15, f(3) = 0 (cfr. la Figura [9.5) = max f(z) = f(1 — 2/V/3),
min f(z) = f(~2).

. C’¢ un solo punto stazionaro: x = 2; si ha f(1) =0, f(2) = —1/2, f(4) = —3/16 (cfr. la

Figura [0.5) = max f(z) = f(1), min f(z) = f(2).

C’¢ un solo punto stazionario: x = 1; si ha f(z) — 400 per z — 07, f(1) =2, f(2) =5/2
(cfr. la Figura = min f(z) = f(1) = 2, mentre non esiste massimo (si noti infatti
che (0,2] ¢ aperto a sinistra).

9.4 Primo studio del grafico di una funzione

In base ai risultati ottenuti finora possiamo tracciare un primo schema da seguire per lo studio
del grafico di una funzione f(z):

1. Determinare il dominio Dy della funzione.

2. Studiare I'andamento della funzione agli estremi del dominio; in particolare studiare
I’esistenza di eventuali asintoti obliqui od orizzontali o verticali.

3. Determinare — se esistono e se possibile — i punti in cui il grafico attraversa gli assi z e y.

4. Calcolare la derivata prima f’(x).

5. Determinare i punti stazionari, cioé i punti in cui la derivata prima si annulla.

6. Studiare il segno della derivata prima, per individuare gli intervalli in cui la funzione é
crescente e gli intervalli in cui essa é decrescente, e determinare di conseguenza i punti
estremali (massimi e minimi relativi) e i punti di flesso.

7. Calcolare — se non troppo complicato — la funzione nei punti stazionari, e individuare nel
piano cartesiano i punti del grafico della funzione in corrispondenza di essi.

8. Completare il grafico della funzione utilizzando le informazioni sugli intervalli in cui la
funzione & cescente o decrescente.

Osservazioni:
1. A seconda dei valori di f’(z) nell'intorno di un punto stazionario zy si ha la situazione

descritta dalla seguente tabella:

T < X0 T =0 T > X0
+ 0 — =—> massimo,
— 0 + =—> minimo,
+ 0 + = flesso,
- 0 - = flesso,

dove + indica f/(z) > 0, 0 indica f/'(z) = 0 e — indica f'(x) < 0.
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2.

La sola informazione che la funzione sia crescente o decrescente in un intervallo non con-
sente che di disegnare suo grafico in modo approssimativo. Vedremo al §9.7] come raffinare
lo studio del grafico attraverso lo studio della derivata seconda, una volta che siano state
introdotte le nozioni di funzione convessa e di funzione concava.

Esempi (cfr. la Figura :

1. flz)=23—222 —24+2= (22— 1)(z — 2);

2. f(z) =a* — 522 + 4;

3. flx) =v1—a?

4. (22 —1)/m.

1. * 2. w
2 ‘1/—\‘; 2 3 4 ’
3 1.2 4' T
Figura 9.6: Grafici delle funzioni degli esempi di §9.2.
Soluzioni:

1. 11 dominio ¢ Dy = R. Si ha lim; 4 f(x) = +00 € lim, s f(x) = —oo. Non esistono
asintoti. Si ha inoltre f(z) = O per z = =1, x = 1 e x = 2, ¢ f(0) = 2. Poiché
fl(x) =322 —4z —1,siha f'(z) = Operz = 2+ 7, f/(x) > 0perz >2+Te
r <27 e f(x) <0perxc (2—+72++T7): quindi la funzione & crescente in
(—00,2 — 4/7), ha un punto di massimo relativo stretto in 2 = 2 — /7, & decrescente in
(2 — /7,2 ++/7), ha un punto di minimo relativo stretto in x = 2 4+ /7, ed ¢ di nuovo
crescente in (2 + /7, +00). 1l grafico ¢ rappresentato in Figura

2. Il dominio ¢ Dy = R. La funzione ¢ pari. Si ha lim, .4+ f(z) = +oo. Non esistono

asintoti. Si ha f(z) = 0 per x = +1 e z = +2, e f(0) = 4. La derivata prima &
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f’( ) = 42 — 10z = 22(222 —5): si annulla per = 0 e x = £4/5/2, ha segno positivo per

(—1/5/2,0) U (1/5/2,+00) e ha segno negativo per = € (—o0, —/5/2) U (0,+/5/2).
Ne segue che la funzmne é decrescente in (—oo, —\/V ), ha un punto di minimo relativo
stretto in x = —/5/2, ¢ crescente in (—m, 0), ha un punto di massimo relativo stretto
in 2 = 0, & decrescente in (0, /5/2), ha un punto di minimo relativo stretto in z = /5,2,
ed é di nuovo crescente in (m, +00). Il grafico é rappresentato in Figura

3. 11 dominio ¢ Dy = [—1,1]. La funzione si annulla agli estremi. La derivata prima, data
da f'(z) = —x/+/1/22, & positiva per z € (—1,0), si annulla per z = 0 ed & negativa per

€ (0, 1) la funzione ha un punto di massimo in x = 0, dove assume il valore f(0) =1, ¢
Crescente in [—1,0] e decrescente in [0, 1]. 1l grafico é rappresentato in Figura di fatto,
¢ una semicirconferenza, come si vede notando che y > 0 e y? = 1 —22, ovvero 2% +y% = 1.

4. 11 dominio ¢ Dy = R\ {0} = (—00,0) U (0,+00). La funzione ha un asintoto obliquo
y = x sia per x — +00 che per x — —00, e un asintoto verticale in = 0: si ha infatti
lim,_,o+ f(z) = —co e lim,_,o- f(z) = +oo. Si ha infine f'(z) = 1+1/2? > 0: la funzione
¢ crescente in tutto il dominio. Il grafico é rappresentato in Figura [9.6]

9.5 Studio della derivata seconda

Teorema 9.16. Sia f una funzione di classe C? in [a,b], e sia xg € (a,b) un punto stazionario
di f (i.e. f'(x0) =0). Se f"(zg) > 0 allora xo é un punto di minimo, se f"(xo) < 0 allora zo &
un punto di massimo.

Esempi (cfr. la Figura [0.7):
1. f(z) =23 —22% + 4;

2. f(xz) =sinz + cosz;
3. f(z) = -2z + 1;
4. f(z) =23 -2z + 1.

Osservazione: Se [”(xg) = 0 non possiamo concludere nulla. Per esempio, se si considerano le
funzioni f(z) = 24, f(z) =23 e f(z) = , si ha in tutti e tre i casi f/(0) = f”(0) = 0, tuttavia
x = 0 & un punto di minimo per z*, un punto di flesso orizzontale per 23 e un punto di massimo
per —z?, come si vede dalla discussione nel §9.2.

Complementi (*):

1. Dimostrazione del Teorema[9.16 Supponiamo f”(z¢) < 0. Poiché f”(z) ¢ continua esiste
§ > 0 tale che f"(z) < 0Vz € (z9—0,20+6), per il Teoremal.6] (teorema della permanenza
del segno). Quindi in tale intorno f’(z) ¢ strettamente decrescente. Poiché f’(z) = 0 si
ha f'(x) >0 perxop—d <z < zge f'(x) <0 perxy<x<xg+d. Peril Teorema
concludiamo che zy ¢ un punto di massimo. Se invece f”(xg) > 0 si ragiona allo stesso
modo utilizzando alla fine il Teorema [0.14]
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Figura 9.7: Grafici delle funzioni degli esempi di §9.3.
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2. Generalizzazione del Teorema[9.16. Nel caso in cui la derivata seconda si annulli, si puo
determinare ugualmente se il punto stazionario ¢ un punto di massimo o di minimo o di
flesso andando a guardare la prima derivata di ordine superiore che non si annulli in xg.
Se tale derivata € di ordine dispari, allora zg é un punto di flesso orizzontale; se invece la
derivata é di ordine pari, allora zg ¢ un punto estremale: un punto di massimo relativo se
la derivata é negativa, un punto di minimo relativo se la derivata é positiva. Per esempio,
nei casi considerati nell’osservazione sopra, per le funzioni z* e —z* la prima derivata che
non si annulla in z = 0 ¢ la quarta ed & positiva per z* e negativa per —2* (in z = 0 la

prima funzione ha un punto di minimo, la seconda ha un punto di massimo), mentre per

la funzione 22 (che ha un punto di flesso orizzontale in x = 0) la prima derivata non nulla

in x =0 ¢é la terza.

9.6 Funzioni convesse e funzioni concave

Definizione 9.17. Sia f una funzione continua in |a,b] e derivabile in (a,b). Si dice che f ¢
convessa in [a,b] se tutti punti (x, f(z)), al variare di x € [a,b], si trovano al di sopra di una
qualsiasi retta tangente al grafico. Si dice che f ¢ concava in [a,b] se tulti punti (z, f(z)) si
trovano al di sotto di una qualsiasi retta tangente al grafico.

Teorema 9.18. Sia f continua in [a,b] e derivabile due volte in (a,b). Se f"(x) >0 Vz € [a, b
allora la funzione f & convessa in [a,b)].

Teorema 9.19. Sia f continua in [a,b] e derivabile due volte in (a,b). Se f"(x) < 0 Vz € [a, b
allora la funzione f é concava in |a,b].
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Esempi
1. f(x) =2%e f(x) = a®, a > 0 (quindi in particolare e), sono convesse in R.
2. f(x) =z a>1 ¢ convessa in R;.
3. f(x) =z% a <1 eéconcava in R.
4. f(z) =log, z, con a > 1, & concava in Ry \ {0}.
5. f(x) =log, =, con 0 < a < 1, & convessa in Ry \ {0}.
6. f(z) = x> & convessa per x > 0 e concava per x < 0.

Osservazioni:

1. Se f & convessa, allora —f & concava.

2. Una funzione puo essere concava e convessa in differenti intervalli. Per esempio la funzione
f(z) = 23 ha derivata seconda f”(x) = 6z ed & quindi convessa in (0, +00), dove f”(x) > 0,
e convaca in (—00,0), dove f”(z) < 0. Analogamente, la funzione f(z) = 2® — 322 — 2 +3
dell’esempio [4| del §9.4 ¢ convessa in [1,3] e concava in [—2, 1]; infatti si ha f/(x) = 322 —
6z — 1 e quindi f"(z) =6(x —1) = f"’(x) >0perz>1e f’(z) <0 perzx < 1.

Se la concavita di una funzione di classe C? cambia, come nell’esempio dell’osservazione sopra,
vuol dire che la derivata seconda cambia segno e quindi che ci sono punti z in cui f”(x) = 0.

Definizione 9.20. Sia f una funzione continua in [a,b] e derivabile due volte in (a,b). Se
Jxg € [a,b] tale che f"(xg) =0 e f"(x) cambia di segno passando per x = o, diciamo che xq ¢é
un punto di flesso. Se inoltre f'(xg) = 0 diciamo che x¢ é un punto di flesso orizzontale, mentre
se f'(zo) # 0 diciamo che z¢ ¢ un punto di flesso obliquo.

Esempi:
1. f(z) = 23 ha un punto di flesso orizzontale in x = 0: infatti f'(z) = 322 e f”(z) = 6.
2. f(xr) = 23 + z ha un punto di flesso obliquo in z = 0: si ha infatti f/'(z) = 322 + 1 e

f"(x) = 62 (cfr. la Figura[9.8)).

3. f(z) = sinz ha punti di flesso obliquo in tutti i punti in cui si annulla: infatti f/(z) = cosx
e f"(x) = —sinz; analogamente f(z) = cosx ha punti di flesso obliquo in tutti i punti in
cui si annulla.

4. f(x) = e ha punti di flesso obliquo in z = £1/v/2, & convessa per |z| > 1/v/2 e concava
per |z| < 1/v/2. Infatti f/(z) = —2ze ™ e f/(z) = (422 — 2) e (cfr. la Figura .

Osservazione: La Definizione [9.20] coincide con la Definizione per i punti di flesso
orizzontale, come é facile verificare.

Complementi (*):
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1.

2.

-2 -1 0 1 2

2

Figura 9.8: Grafici delle funzioni f(z) =2®+x e f(z) = e .

Dimostrazione del Teorema [9.18 Si fissi zg € [a,b]: 'equazione della retta tangente al
grafico di f nel punto (zq, f(x0)) & y = f(xo) + f'(z0) (x — x0) (cfr. 'Osservazione [2| di
pag. [L115]). La differenza tra il valore f(x) e il punto della retta che corrisponde all’ascissa
z € data da

f(x) = [f(@o) + f'(wo) (z — x0)] -
Utilizzando il teorema (di Lagrange) si trova quindi

f(@) = [f(xo) + f'(x0) (x — 20)] = [f(2) — fz0)] = f'(w0) (x — 20)
= (&) (z = 20) — f'(20) (x — 20) = (f'(§) = f'(w0)) (z — w0),
per un opportuno £ compreso tra xg e . Riapplicando il teorema di Lagrange si trova
f(x) = [f(wo) + f'(x0) (x — 20)] = f"(&1)(§ — wo) (2 — o)

per un opportuno £ compreso tra xg e £. Se x > xg allora xg < £ < x, mentre se z < g
si ha x < £ < x¢: di conseguenza (£ — xg)(z — zp) > 0. Dal momento che f”(&) > 0 per
ipotesi, f(z) si trova al di sopra della retta tangente e quindi la funzione f ¢ convessa. m

Dimostrazione del Teorema[9.19 Si ragiona allo stesso modo del Teorema [9.18 |

9.7 Schema per lo studio del grafico di una funzione

Utilizzando gli ultimi risultati possiamo raffinare lo schema da seguire per lo studio di una
funzione f(x) rispetto a quanto visto nel

1.
2.

Determinare il dominio Dy della funzione

Determinare I'andamento della funzione agli estremi del dominio, in particolare studiare
I'esistenza di eventuali asintoti obliqui od orizzontali o verticali.

Determinare — se esistono e se possibile — i punti in cui la funzione f(z) attraversa l’asse
x, cioé 1 punti Z tali che f(z) = 0, e — se esiste e se possibile — il punto in cui attraversa
lasse y, cioé il valore f(0) = 0.
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Calcolare la derivata prima f'(z)

Determinare i punti stazionari di f, cioé i punti Z tali che f'(Z) = 0.

Calcolare la derivata seconda f”(x).

Studiare il segno della derivata seconda nei punti stazionari Z per individuare i punti di
minimo relativo (se f”(Z) > 0) e di massimo relativo (se f”(zZ) < 0).

Alternativamente se f”(Z) # 0 e obbligatoriamente se f”(z) = 0, studiare il segno della
derivata prima in un intorno di Z per determinare se & un punto di minimo (ovvero se
f'(x) <Operxz < e f'(xr)>0perz > Z)oseéun punto di massimo (ovvero se f'(z) > 0
per x < Z e f'(x) < 0 per x > I) o infine se & un punto di flesso orizzontale (ovvero se
f'(z) ha sempre lo stesso segno in un intorno di Z tranne che in Z, dove si annulla).

. Studiare in ogni caso il segno della derivata prima f’(x) per determinare gli intervalli in

cui la funzione é crescente e gli intervalli in cui é decrescente.

Studiare il segno della derivata seconda f”(x) per determinare gli intervalli in cui la
funzione é convessa e gli intervalli in cui é concava

Calcolare la funzione nei punti stazionari, e riportare — se non troppo complicato — nel piano
cartesiano i punti del grafico della funzione in corrispondenza di tali punti stazionari.

Completare il grafico della funzione utilizzando le informazioni sugli intervalli in cui la
funzione & cescente o decrescente.

Osservazioni:

1.

Se calcolare la derivata seconda risulta troppo laborioso, pud essere pitt comodo determi-
nare se il punto stazionario Z & un punto di massimo o di minimo relativo studiando il
segno di f'(z) in un intorno di Z, come indicato al punto

L’ordine in cui studiare i vari punti elencati sopra non ¢é tassativo: per esempio, dal
momento, che lo studio della derivata prima & comunque necessario per studiare dove
la funzione & crescente e dove ¢ decrescente, il punto [J] puo essere studiato subito dopo il

punto [4

. Analogamente, il punto [3] puo essere studiato all’inizio, soprattutto se risulta semplice; lo

si puo invece del tutto omettere se risulta eccessivamente laborioso.

. Anche il punto se risulta poco utile, pud essere ignorato.

. Se la funzione f(x) & definita ma non é derivabile in qualche punto, quando si cercano i

punti di massimo e di minimo occorre prendere in considerazione, oltre ai punti stazionari
e agli estremi degli intervalli che costituiscono il dominio, anche i punti in cui la funzione
non ¢ derivabile (cfr. 'osservazione 4| a pag. [141)).

. Calcolare esplicitamente il valore della funzione in alcuni punti significativi, quali per

esempio i punti estremali, é utile per avere una rappresentazione il pitt accurata possibile
del grafico, ma non é strettamente indispensabile.
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11.

12.

13.
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15.

16.
17.
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2z
x2 -4
In(1+ x)
(1+)*
€2x+1

22
23+’ +1
2+1
re
2 4+3x—1
x+2
e~ 17l(2? 4 4).
eIz —1].

(2 _ m) 6_$2+2$+1.

23
r+3
2 —1
DTH'
2 +1
2 -1

1

42

2
ex—l-ln z=

ze /7,
In (932—393+2).
P2+r+1
4 +2
x4+ 1
z2

(x—1)*
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22. Sistudi il grafico della funzione f(x) = w
' & o241z
23. Si studi il grafico della funzione f(x) = e* Sany
24. Si studi il grafico della funzione f(z) = V22 + 2z + 1.
25. Si studi il grafico della funzione f(x) = (x — 2)2/3 + (z —4)%/5.
26. Si studi il grafico della funzione f(x) = v/ 23 — 4x.
27. Si studi il grafico della funzione f(x) = In(3 + z?) — Inz?,
28. Si studi il grafico della funzione f(z) = z* — 22 — In(1 + z2).
22— 1\°
29. Si studi il grafico della funzione f(z ( 5 ) .
e +1
4
30. Si studi il grafico della funzione f(z V
Soluzioni:
1. Il dominio della funzione

¢ Dy ={xeR:x# £2} = (—00,—2)U(-2,2) U (2,400). Siha f(xz) =0 se e solo se
x = 0: quindi f(z) interseca gli assi coordinati solo nell’origine. La funzione f(x) & positiva
quando = > 0 e 22 > 4 oppure x < 0 e 22 < 4: quindi f(z) > 0 per x € (—2,0) U (2, +00)
e f(z) <0 per z € (—oo,—2) U (0,2); cfr. la Figura[9.9]

Figura 9.9: Studio del segno della funzione dell’esercizio 1.

Si ha 5 5 5
lim f(z)= lim R 0%,
T—+oo r—+o00 2 ( 4 > r—too x2 r—+oo
T _ =

72

dove 0F significa che la funzione tende a zero da valori positivi se £ — 400 e da valori
negativi se x — —oo. Inoltre, per x — +2, la funzione diverge: tenendo conto del segno
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del numeratore e del denominatore si vede che f(x) tende a +o0o quando z — 2% oppure
x — —27, mentre tende a —oo quando = — 2~ oppure x — —2~. Si ha pertanto

Jm f)=07,  lm flz)=-oo,  lim f(z)=+oo,
l =00, i =+oo, i = 0%
Jim f(z) = —oo Jim f(z) = +oo Jm f(z)

Ne concludiamo che la funzione ha un asintoto orizzontale y = 0 per £ — 400 e ha due
asintoti verticali in z = —2 e in « = 2. La derivata di f(z) ¢

2(x? — 4) — (22)? 2(z% +4)

f/<m) = (22 — 4)2 = (22 — 4)2‘

Per studiare il segno di f’(x) si noti che il denominatore é sempre positivo (quando & defi-
nito, i.e. per x # +2), quindi f'(z) < 0 Yo € Dy: ne segue che la funzione ¢ strettamente
decrescente su tutto il dominio. La derivata seconda di f(x)

2(27) (2% — 4)2 — 2(2® + 4)2(2% — 4)22  —4x(2? — 4) + Sx(2? + 4)

== (7 P GE
4w (202 4 4) — (2* —4))  dz(2? +12)
a (22 —4)3 (22 —4)3

Poiché 22 +12 > 0 Vo € R, si ha: (a) f”(z) =0seesolose x =0, (b) f/(z) >0sex >0
ex?—4>0oppurese x <0exz?—4>0,(c) f(r) <0 nei casi restanti (i.e. se x >0 e
2?2 —4 < 0 oppure se x < 0 e 22 — 4 > 0); cfr. la Figura

Figura 9.10: Studio del segno della derivata seconda della funzione dell’esercizio 1.

La funzione ha quindi in x = 0 un punto di flesso obliquo (poiché f'(0) = —1/2 # 0),
¢ convessa quando f”(z) > 0 e quindi per z € (—2,0) U (2,4+00) ed ¢ concava quando
1" (x) < 0 e quindi per x € (—oco, —2) U (0,+2). In particolare la funzione f(z) & convessa
dove ¢ positiva e concava dove ¢ negativa. Il grafico della funzione f(x) ¢ rappresentato in
Figura[9.11
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4L

Figura 9.11: Grafico della funzione dell’esercizio 1.

2. 1l dominio della funzione

In(1+ x)
¢ Df={recR:xz> -1} = (—1,+00), poiché il denominatore ¢ diverso da 0 per = # —1
e il logaritmo ¢ definito per > —1. Il denominatore ¢ sempre positivo (quando definito),
quindi f(z) = 0 se e solo se z = 0 (poiché In(1 + x) = Inl = 0 per x = 0): quindi f
interseca gli assi coordinati solo nell’origine. La funzione f ¢ positiva quando In(1+4x) > 0,
quindi per z > 0, e negativa quando In(1 4+ z) < 0, quindi per x € (—1,0). Si ha

1
. . 1+zx . 1
1 = 1] [ T | - =
z_1>I_;I_loo f(x) :v—1>1-il-1<>o 2(1 + x) z—1>r:iloo (1 + x)2 0,

dove si é applicato il teorema di de I’Ho6pital per calcolare il limite del rapporto delle due
funzioni In(1 + ) e (1 + z)? (che divergono entrambe per x — +o00). Si trova inoltre
lim r) = —00,
z——171 f( )
poiché, per x — —17 il numeratore In(1 + x) tende a —oo e il denominatore & positivo e
tende a 0. Quindi la funzione ha un asintoto orizzontale y = 0 per x — 400 e un asintoto
verticale in x = —1. La derivata di f(z) ¢

1
—(1+2)? =21 +2)ln(l+x)
/ 1+
~1-2In(1+x)
o (T4

dove (1+z)? > 0 per z > —1. Quindi f/(x) = 0 quando

1
21n(1+:v):1<:>ln(1+1:):§<:>1+x:el/2:\/é<:>x:x0::\/§fl.
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Poiché il logaritmo ¢ una funzione crescente si ha In(x+1) > 1/2 per x > zg e In(1 +z) <
1/2 per & < . Ne segue che f'(z) > 0 per x € (—1,z0) e f'(z) < 0 per z € (x¢,+00); in
x = x¢ la funzione f(z) ha un punto di massimo e si ha

_1n(1+ﬂ§0)_ 1/2 1
flwo) = (1+ x0)? _(1+\/é—1)2_%>0'

La derivata seconda di f(z) ¢

" _1+2$(1+37)3_3(1+x)2 (1_2111(1—’_1:))
filz) = (1+ )8
_O(lta) =5
(14t

Poiché (14 z)* > 0 Vo > —1, si ha:

(a) f"(x) =0 se e solo se
)
Gln(1+m):5<:>1n(1+$)=6<:>1+x=es/6<:>x:x1 =0 1,

(b) f"(x) > 0se x>z,
() f(x) <0sex<u.
Si noti che 1 > xq, poiché 5/6 > 1/2 e quindi €%/ > \/e. La funzione ha quindi in 2 = 2,

un punto di flesso obliquo (poiché f’'(z1) # 0), ¢ convessa (f”(x) > 0) per z € (x1,+00)

ed ¢ concava (f"(z) < 0) per x € (—1,z1). Il grafico della funzione f(x) é rappresentato
in Figura[9.12

0.2

-012 -

0.6 -

Figura 9.12: Grafico della funzione dell’esercizio 2.
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3. Il dominio delle funzione

¢Dy={reR:z#0} = (—00,0)U(0,+00), poiché il denominatore non si deve annullare
(quindi x # 0) e esponenziale ¢ definito per ogni valore del suo argomento. La funzione
f(x) ¢ positiva per ogni x per cui ¢ definita, poiché sia 1’esponenziale sia il quadrato sono
funzioni sempre positive. Si ha, applicando due volte il teorema di de ’'Hopital,

9e27+1 fe2e+1
AW = A T T T T
mgr_noo fz) = zgr_noo 26;5::‘1 _ mEIElOO fe2z+1 ot
Si trova inoltre
. ) e
Jm, fl@) = lm, 25 = too,
poiché il numeratore e?**! tende a e’*! = ¢! = e per x — 0 (e quindi ha limite finito),

mentre z2 tende a 0. La funzione f(x) ha percio un asinitoto orizzontale y = 0 per
x — —o0 e un asintoto verticale in x = 0. Si vede facilmente, sempre attraverso il teorema
di de ’'Hopital, che

) (x ) 262m+1 ) 4e2x+1 ) 8623:—1—1
lim —~ = lim ——— = lim = lim = 400,
T—+00 I z—+oo  3x2 z—+oco 6% T—+00 6

quindi non esistono asintoti né orizzontali né obliqui a +oco. La derivata di f(z) ¢

2e2rH(p — 1)
/ —

f (x) - .73‘3 ’
quindi f’(z) =0 se e solo se z = 1, mentre f'(x) >0sexz >1ex >0 oppurese z < 1e
x < 0. In conclusione f’(x) > 0 per x < 0 oppure z > 1 e f'(z) < 0 per 0 < z < 1: quindi
f(z) & crescente per x € (—00,0) U (1, +00) ed ¢ decrescente per = € (0,1); cfr. la Figura

m In z = 1 la funzione ha un punto di minimo, tale che f(1) = €3.

Figura 9.13: Studio del segno della derivata prima della funzione dell’esercizio 3.
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La derivata seconda di f(x) ¢

4 (22T (z — 1) 4 e2*+1) 23 — 2e2*+ (2 — 1)(32?)
6
x

(@) =
_ 2e*"t1 (227 — 4z + 3)

T4

Poiché 2* > 0 Va # 0, il segno di f”(z) é determinato da g(x) := 222 —42+3. L’equazione
di secondo g(z) = 0 non ammette radici reali poiché il discrimante ¢ A = 42—4.6 = —8 < 0;
poiché il coefficiente di 22 ¢ positivo (vale 2), di ha quindi g(x) > 0. In conclusione
f"(z) > 0 Vo € Dy, quindi la funzione f(z) & sempre convessa. Il grafico della funzione

f(z) é rappresentato in Figura

ul

60 -

20 -

-2 -1 0 1 2 3

Figura 9.14: Grafico della funzione dell’esercizio 3.

4. La funzione

3 2
4+ +1
fo) ==
¢ il rapporto di due polinomi; poiché z2 4+ 1 > 0, il dominio di f ¢ D; =1R. Siha
1 1
z? (1 + =+ 3) 5
lim f(zx)= lim = lim — = lim z =400,
Tr—+00 r— 400 9 1 Tr—+oco I Tr— 400
€T <1 + 2)
x

quindi la funzione diverge per x — +oo. Per studiare 'esistenza di eventuali asintoti
obliqui, della forma y = ax + b, si calcola innanzitutto il limite
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Poiché il limite ¢ = 1 & finito si calcola successivamente il limite

3 2 3
b:= lim (f(z)—2x)= lim v rloeoe

T—+00 T—>+00 ;1;2+1
1 1
2
1— -+ —
R R | v ( x+$2> ooz
= lim 5 = = lim — =1.
z—+oo  x%+1 9 1 z=5+oo 2
T 1—1——2
x

Quindi, sia per x — +00 che per x — —o0, si ha un asintoto obliquo definito dall’equazione
y =z + 1. La derivata di f(x) ¢

ZE2 €T ZE2 — .’L‘S I‘Z €T
ey = B30 20)( +21) (z° + 22 +1)2

(2% 4+ 1)
3zt 4+ 22% + 32 + 20 — 20* — 22 — 2z 2?(a? + 3)
B (22 +1)2 S (224 1)

Si ha f/(x) = 0 per x = 0, mentre f(x) > 0 Vz # 0: la funzione f & crescente per ogni
x € R (e strettamente crescente per = # 0). La derivata seconda di f(x) &

(422 + 62) (2 + 1)% — (z* + 322)dx(2? + 1)

_ (42® + 6) (2% + 1) — da(z* 4 32?)
o (952 + 1)3

~ 2z(3 —a?)

(@24 1)3 7

Poiché 1+ 2% > 0 Vx # 0, il segno di f”(x) & positivo se z > 0 e 3 — 22 > 0 (ovvero
—V3 <2 < /3) oppure x < 0e3—2% <0 (ovvero x < —/3 o > /3), ed & negativo
altrimenti; cfr. la Figura Ne segue che f”(z) > 0 (e quindi f(x) ¢ convessa) se
r € (0,v3) U (—00, —/3), mentre f”(z) < 0 (e quindi f(z) é concava) se x € (—+/3,0) U
(V/3, +00);

Figura 9.15: Studio del segno della derivata seconda della funzione dell’esercizio 4.

11 grafico della funzione f(x) ¢ rappresentato in Figura[9.16| Osservando il grafico si nota
che il grafico della funzione f(z), se abbassato di 1, é simmetrico per riflessione rispetto
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all’origine, consistentemente con il fatto che la funzione

3 2 1 3 2 1— 2_1 3
f(x)—lzw—lzx +x° + T __=z
2+ 1 2+ 1 2+ 1

¢ una funzione dispari (cfr. la proprieta [4| del §3.9).

4-

Figura 9.16: Grafico della funzione dell’esercizio 4.

5. La funzione ,
flz)=ze™"

¢ definita per ogni z € R, quindi il suo dominio ¢ Dy = R. La funzione esponenziale &
strettamente positiva, quindi il segno di f(x) ¢ dato dal segno di x: f(x) > 0 per x > 0
e f(z) < 0 per x < 0. Inoltre f(z) = 0 se e solo se x = 0, quindi f attraversa gli assi
coordinati solo nell’origine. Poiché

.2 2
e =1/e",

applicando il teorema di de I’'Hopital per calcolare il limite del rapporto delle due funzioni
Te e””Q, si trova

: . . 1
lim f(z)= lim — = lim —— = 0%,
z—+00 z—+o00 ¥ z—+00 2ret

dove 0% indica che la funzione tende a 0 da valori positivi quando z — +oco e da valori
negativi quando x — —oo. Quindi la funzione ha un asintoto orizzontale y = 0 per
x — £o0. La derivata di f(x) ¢

fl(z) = (1—22%) e,
da cui si vede che f’(z) = 0 se e solo se 22 = 1/2, i.e. per

T =+, T = 1/\/§
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Inoltre f'(z) > 0 per —z¢ < = < g, mentre f/(x) < 0 per z < —x( e per x > xg. Ne segue
che f(z) é crescente nell'intervallo (—xg,zg) ed & decrescente negli intervalli (—oo, —x¢) e
xg, +00). La derivata seconda di f(x) &

f(z) = —dze " + 222 (2:c e*mz)
=2 (2m2 — 3) e_xQ,

quindi si ha f”(x) = 0 se x = 0 oppure se z = +x1, dove x1 := /3/2. Questo implica che
si hanno tre flessi obliqui, in

z =0, T = —x, T =x.

Perché risulti f”(z) > 0 si deve avere x > 0 e 22 > 3/2 (ovvero x > x1 oppure © < —1)
oppure z < 0 e 22 < 3/2 (ovvero —x1 < z < x1). Ne concludiamo che si ha f”(z) > 0
(e quindi f(x) ¢ convessa) per x € (—x1,0) U (21, +00), mentre si ha f’(z) < 0 (e quindi
f(z) & concava) per x € (—oo, —z1) U (0,21); cfr. la Figura[9.17]

—x1 0 ]

Figura 9.17: Studio del segno della derivata seconda della funzione dell’esercizio 5.

Il grafico della funzione é rappresentato in Figura[9.18

0.4:—
0.2 —

e ! ‘ ! )

-3 -1 | 1 2 3
—0.4:—

Figura 9.18: Grafico della funzione dell’esercizio 5.
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6. Il dominio della funzione

_ 22+ 3z -1

flz) = T rr2

¢eDy={reR:z# -2} = (—00,-2) U (—2,4+00). Per z = 0si ha f(0) = —1, mentre
risulta f(z) = 0 per z = x4, dove

b ()

quindi la funzione attraversa I'asse delle ascisse in x = x_ e in x4 e 'asse delle ordinate
in x = —1. Inoltre f(x) & positiva quando =z > —2 e x ¢ (x_,zy) oppure z < 2 e
x € (x_,zr4+), mentre & negativa quando x > —2 e x € (r_,zy) oppure * < 2 e x ¢
(x—,z4); in conclusione si ha f(xz) > 0 per z € (z_,—2) U (z4,+00) e f(x) < 0 per
z € (—o00,z_) U(—2,z); cfr. la Figura[9.19]

Si ha

[\

3 1
x2<1+—2>
xr X . X

lim f(z)= lim = lim — = lim z=+c0.
r—+o0 r—+F00 2 r—Foo I r—to0
x <1 + )
x

Per individuare D'esistenza di eventuali asintoti obliqui della forma y = ax + b, si studia
per prima cosa il limite

quindi, poiché a = 1 ¢é finito, si studia il limite

2 2
. . ¢ +3x—1—x°—2x . r—1
b:= azgrinoo (f(l‘)—$) _zgrinoo T+ 2 _xgrinoox—i—Q B

Y
quindi ¥y = x + 1 ¢ un asintoto obliquo sia per x — 400 che per x — —oo. Si ha poi

I — I -
an—)iI:H—12+ f($) o x—>:ll:n—l2* f(l'> +oo,
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poiché 2% + 3z — 1 — —3 per x — —2F, mentre x + 2 tende a 0 da valori positivi per
x > —2 e da valori negativi per x < —2. Quindi in z = —2 la funzione f ha un asintoto
verticale. La derivata di f(z) ¢

2z 4+ 3)(z +2) — (22 + 3z — 1)
(x 4 2)?
22+ +7
(x+2)?

fi(z) =

dove (z +2)2 >0Vz # —2e2?> +4x +7 > 0 Vo € R (poiché le radici dell’equazione
22 4+ 42 4+ 7 = 0 non sono reali, essendo il suo discriminante A =42 —4.7=-12<0, e
il coefficiente di 22 & positivo). Quindi f/(x) > 0 Vx € Dy, da cui segue che la funzione ¢
strettamente crescente. La derivata seconda di f(x) ¢

(22 +4)(z +2)% = 2(2® + 42+ 7)(z + 2)

f'(a) = -

(x4 2)*
Qe+ 4)(+2) -2 +4a+T) 6
a (z+2)3 (z+2)3

quindi f”(z) > 0se z < =2 e f’(z) < 0se x > —2: la funzione ¢ convessa per z < —2 ed
é concava per ¢ > —2. Il grafico é rappresentato in Figura [9.20)

20 -

10

20+

Figura 9.20: Grafico della funzione dell’esercizio 6.

7. La funzione f(x) ¢ definita per ogni € R, quindi il suo dominio ¢ Dy = R. Si ha

e (2 +4), x>0,
J(@) = {ex (x2+4), x <0,



9.8.

ESERCIZI 163

quindi dobbiamo studiare la funzione fi(x) := e~ (1'2 + 4) nel dominio x > 0 e la funzione
fa(x) = ¢€” (a:2 + 4) nel dominio z < 0. O, piu semplicemente, possiamo studiare la sola
funzione fi(x) per z > 0 e poi utilizzare il fatto che la funzione f(x) & pari, i.e.

f—a) = e 17 ((—2)? + 4) = el (22 +4) = f(a),

per ottenere il grafico della funzione per x < 0 da quello per > 0 tramite una riflessione
rispetto all’asse y (cfr. la discussione al §3.9). Quindi studiamo fi(z) per z € [0, +00).
Per x = 0 si ha f(0) = 4, mentre per x > 0 si ha f(z) > 0; in particolare non interseca
mai I'asse x. Si trova

244 2 2
lim f(z)= lim vt lim — = lim — = 0,
T—+00 z—+oo er x—+o00 et z——+o0 e’

avendo applicato due volte il teorema di de ’'Hépital; quindi f(z) ha un asintoto orizzontale
y =0 per z — +oo. La derivata di fi(x) &

fi(x)=—e" (x2 — 27 + 4) ,

quindi f](x) = 0 se e solo se 22 — 22 + 4 = 0. D’altra parte 'equazione di secondo grado
22 — 22 + 4 = 0 non ammette radici reali poiché il suo discriminante vale A = 4 — 16 =
—12 < 0. Poiché il coefficiente di z2 & positivo, la parabola y = 22 — 2z 44 si trova sempre
nel semipiano superiore: 22 — 2x +4 > 0 Vo € R. Ne segue che f{(z) < 0 Vz € Ry: la
funzione fi(x) ¢ strettamente decrescente. Si noti anche che

lim f!(z) = —4
xg&fl(w) ,

quindi la funzione parte da x = 0 con tangente obliqua, diretta verso il basso. La derivata
seconda di fi(z) ¢

V(z)=e" (m2 —dx+6—(2z—4) =€ " (:c2 — 4z +6).

Di nuovo, l'equazione di secondo grado 2 — 4z 4+ 6 = 0 non ammette radici reali poiché
il suo discriminante € A = 16 — 24 = —8 < 0, cosi che, tenuto conto che il segno del
coefficiente di o2 & positivo, possiamo concludere che 22 — 4z + 6 > 0 e quindi f{'(z) > 0
per ogni > 0. Ne deduciamo che la funzione f1 é convessa. Il grafico della funzione fs(z)
per x < 0 si ottiene, come detto, per riflessione rispetto all’asse y del grafico di fi(z). 1

grafico di f(x) é rappresentato in Figura
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-5

Figura 9.21: Grafico della funzione dell’esercizio 7.

8. Il dominio della funzione
f(z) = el }:1:2 —1|

¢ Dy = R. La funzione ¢ sempre positiva (e strettamente positiva per x # £1). Tenendo

conto che
2] x, x>0,
€Tl =
—x, <0’
‘2 1 22—1, 22—-1>0 <= 2>1oppurexz < —1,
xr — =
1—22, 22-1<0 <= -—-l<z<l,
si ha

e_x(:EQ—l), x> 1,

), 0<xr<,
ea’(l—arz), -1 <z <0,
ez(xQ—l), r < —1.

quindi dobbiamo studiare una funzione diversa a seconda di ciascuno degli intervalli nei
quali abbiamo suddiviso il dominio Dy.

e Iniziamo dall'intervallo [1,+00). In tal caso si ha

lim f(x) = f(1) =0,

r—1t

poiché la funzione f(x) & continua, e

2
: oot —1 . 2T .2
lim f(z)= lim = lim = lim — =0,
x——00 z—+o00 el z——+o00 e’ z—+o00 e’
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per il teorema di de 'Hépital (applicato due volte). La derivata prima e la derivata
seconda di f(x) sono

f(@)=e* (-2 +22 +1), f(x)=¢e" (932 — 4z +1),

rispettivamente. L’equazione di secondo grado —x2 + 2z + 1 = 0 ha due radici reali
r =142, quindi —22 +22 +1 > 0 per € (1 — /2,1 + +/2). Poiché il segno di
f'(z) per x > 1 & determinato dal segno del polinomio —z? + 2z + 1, ne concludiamo
che f/(x) > 0 per z € [1,1 ++v/2) e f/(x) < 0 per z € (1 4+ v/2,+00). Quindi f(x)
ha un massimo in z = 1 + /2 (dove f/(z) si annulla). Analogamente si trova che
I'equazione di secondo grado 2 — 4z + 1 = 0 ha due radici reali z = 2 &+ /3, quindi
22 —4x+1>0perz € (—00,2 —V3) U (2 + 3,+00). Poiché il segno di f”(x)
per z > 1 & determinato dal segno del polinomio 2 — 42 + 1, ne concludiamo che
() > 0per x > 2++/3) e f/(x) < 0 per z € (1,2 + +/3). quindi la funzione
ha un flesso obliquo in z = z; := 2 4+ /3, ¢ convessa per x > x; ed & concava per
O<z <.

e Consideriamo ora l'intervallo z € [0, 1] (in z = 1 le due determinazioni della funzione
per z > 1 e x < 1 coincidono). Si ha

lim f(x) = £(0) = 1,

z—0t

di nuovo usando la continuita della funzione. Inoltre
flz)=e"(a* —22—1), fla)=e"(—2® +4z+1).

A differenza di prima ora si ha 2 —22—1 > 0 per < 1—+/2 oppure per z > 1++/2).
Poiché entrambi i punti 2 = 11/2 sono esterni all’intervallo [0, 1], ne concludiamo che
f'(x) < 0 e quindi f ¢ strettamente decrescente per x € [0,1]. Discutendo il segno
della derivata seconda si vede che —z2 442 +1 > 0 per x € (2 —+/3,2+/3). Poiché
0<2—+/3<1<24+3, ne concludiamo che f”(z) < 0 (e quindi f(z) & concava)
per x € (0,2 —+/3) e f”(z) > 0 (e quindi f(z) & convessa) per z € (2 —+/3,1).

e [ casirestanti, corrispondenti agli intervalli [—1, 0] e (—oo, —1], possono essere discussi
in modo assolutamente analogo. Oppure, pitl semplicemente si osserva che la funzione
& pari, cosi che il grafico per x < 0 si ottiene dal grafico per x > 0 attraverso una
riflessione rispetto all’asse y (cfr. la proprieta [3| del .

In conclusione si ottiene il grafico rappresentato in Figura Si noti in particolare che
il limite destro e il limite sinistro della derivata di f(x) sono diversi per ogni valore di x
in cui cambia la determinazione di qualche modulo:

lim f'(z) = F1, lim f'(z) = :I:g, lim f'(z) = :I:%7

x—0%t x—1t e r——1%

quindi, mentre f(x) & continua per ogni x € R, la sua derivata f’(x) & continua ovunque
tranne che in z € {0, +1}.
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Figura 9.22: Grafico della funzione dell’esercizio 8.

9. Iniziamo al solito dallo studio del dominio. Il dominio della funzione

f(IE) — 6—m2+2x+1 (2 o CC)

¢ Dy = R. Poiché
e—:v2+2z+1 _ 1
- er?—2x—1’
si ha, per il teorema di de I’Hépital,
2—x -1

lim r)= lim ———— = lim =0T
r—=4o00 f( ) r—too et?—2z—1 r—=+o00 6352_235_1(2.%' — 2) ’

dove le notazioni 0~ e 0" indicano che la funzione f(z) tende a 0 da valori negativi per
x — 4ooe da valori positivi per z — —oo: in entrambi i casi la funzione f(x) ha un
asintoto orizzontale y = 0. La derivata di f(z) é

f'(z) = eme 2w+l (23:2 — 6z + 3) ,
quindi il segno di f’(z) é dato dal segno del polinomio quadratico 222 —6x +3. L’equazione
22° —6r+3=0
ha le due radici reali

O N (R

quindi, tenendo conto che il segno del coefficiente di 2% & positivo (vale 2), si ha f'(z) > 0
per x < x1 oppure per x > x5 ¢ f'(z) < 0 per 1 < z < z2 (e f'(x1) = f'(x2) = 0).
Pertanto la funzione f(x) & crescente per z € (—oo, z1), decrescente per = € (r1,z2) e di
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nuovo crescente per x € (xg,400). In particolare avra un punto di massimo assoluto in
x = x1 e un punto di minimo assoluto in z = xy. La derivata seconda di f(z) ¢ data da

(z) = _ge @ 2t (22 — 8z +7)

Il segno si discute in modo analogo: 1’equazione di secondo grado

20 —8x+7=0
ha le due radici reali

n=d (1D, m=b(evd),

quindi 222 — 8z +7 > 0 per & < x3 e per & > x4, mentre 222 —8x +7 < 0 per x € (x3,24)-
Sinotiche 0 < x1 < 3 < 23 < x4. Il segno di f”(z) & determinato dal segno del polinomio

—2(22% — 8z +7),

quindi si trova f”(x) > 0se x <0 e x ¢ (x3,24) oppure se > 0 e x € (x3,24): ne segue
che f"(z) > 0 se x € (—00,0) U (z3,24), mentre f’(z) < 0se x € (0,23) U (x4, +00).
Inxz =0, x = 23 e x = x4 la funzione ha un flesso obliquo, & convessa negli intervalli
(—00,0) e (x3,x4) ed & concava negli intervalli (0, z3) e (z4,400). 1l grafico della funzione
& rappresentato in Figura|9.23]

Figura 9.23: Grafico della funzione dell’esercizio 9.

10. Perché la funzione

o=

sia definita occorre innanzitutto che I’argomento della radice sia definito, e quindi x # —3,
inoltre esso deve essere positivo, e quindi

>0 = x2>20,z>-3oppurex <0, z < -3,
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il che comporta che si deve avere > 0 oppure x < —3. Da questo si deduce che il dominio
di fe

Dy = (—00,—=3) U [0, +00).
Inoltre f(xz) > 0 Vz € Dy ed ¢ nulla solo in « = 0: infatti in = 0 la funzione ¢ definita e
vale f(0) = 0. Al contrario in = 3 la funzione ha un asintoto verticale e

lim f(z)= +o0,

r——3"
poiché 3 — —33 = —27 per x — —3, mentre 24+3 — 0~ per x — —3~. Inoltre, applicando
il teorema di de I’Hépital, si trova
3 2
T 3z
lim = lim =~ =3 lim 2% = +oo,
z—too x + 3 z—+oo 1 z—=+o00

che mostra che z3/(x + 3) e quindi anche f(x), che ne ¢ la radice quadrata, diverge a
+00. Per studiare I'esistenza di un eventuale asintoto obliquo della forma y = ax + b, per
T — 400, si calcola

. f(x) . 1 3 . 3 . 3
a:= lim —= = lim - = lim ——— = lim —_
z—+o00 I z—toox V x4+ 3 z—4o0o \| 22 (1’ + 3) =400 \ 23 + 32

D’altra parte, sempre per I’Hépital, si ha
. 3 . 322 . 6x
lim ——— = lim —— = lim =
z—+oo 3 4 312 z—+o0 312 + 6 z—+o0 62 + 6

)

da cui, usando la continuita della funzione radice quadrata, si ottiene

. [ a3 . z3 v
a:grziloo 3 + 322 - zgr:iloo 3 + 322 =vli=1

che implica a = 1. Si studia quindi il limite

b= lim (f(z) ~2)= lim ( i —a:>: lim ( v _@>,

t—+o0 T—4-00 xr+3 T—>+00 r+3

dove si ¢ usato che z = |z| = V22 per z > 0 (noi siamo interessati al limite z — +00).
Razionalizzando, otteniamo

3 3 z+3
_ﬁ:\/ _ 2
z+3 7 z+3 V7253

= \/xl_i_?)<\/ﬁ—\/:n3+3m2)

1 3 3 312
_ /7< 3 /7‘%34_3‘%2).\@ + vV’ + 3
r+3 Va3 + Va3 + 322

1 ( 3 — a3 — 322 >
r+3 \ Va3 4+ Va3 + 322

B /1 < 3z )
r+3 \Vad+ Va3 +322)
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che possiamo riscrivere

32 3

EEYC ) )

1/2

dove abbiamo usato che /z = z'/2 e Va3 = 2%/2. Poiché¢ 3/z — 0 per * — 400 si
trova b = —3/2. Quindi per z — 400 la funzione f(z) ha un asintoto obliquo della forma
y=ax+b,cona=1eb=—3/2. Con conti assolutamente analoghi si trova che esiste un
asintoto obliquo anche per x — —o0, in questo caso della forma y = ax + b cona = —1e

b=3/2. La derivata di f(x) ¢é

72(22 + 9)
3

r+3

() =

(z + 3)?

Per semplificare la discussione distinguiamo i casi z > 0 e z < 0. Se x > 0, possiamo
riscrivere f’(z) come

222z + 9)(z + 3)1/2
223/2(x + 3)2

x/2(22 +9)

2(z +3)3/2°

fl(x) =

Per x > 0sihaz+3>0e2x+9 >0, quindi f/(z) > 0Vz > 0 (e soloin z = 0
si ha f’(x) = 0), cosl che la funzione ¢ crescente per x > 0. Derivando ulteriormente
lespressione sopra per f’(x) e semplificando si trova

neon 27

da cui si evince che f”(z) > 0 per > 0. Quindi la funzione f(x) & convessa per x > 0.
Se invece x < —3 sia x che x + 3 sono negativi, quindi, riscrivendo

x3 —x3 (—x)3
Va3 \\=@+3) | =@+3)

, 222z + 9)(—x — 3)1/2
fle) = (2(—@335(35 + 3)l
_ (—2)?(2z 4+ 9)(—x — 3)1/2
N 2(—2)3/2(—z — 3)2
(—2)'/?(2z +9)
2(—z — 3)3/2

otteniamo
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dove abbiamo usato che 2? = (—z)? e (z+3)? = (—x—3)2. Possiamo ragionare allora come
nel caso precedente (z > 0), con l'unica differenza che ora, mentre —z —3 > 0 per x < —3,
al contrario 2z + 9 di puo annullare per x < —3, precisamente per x = —9/2. Quindi
f'(z) =0 per x = —9/2, f'(z) > 0 per x € (—9/2,-3) e f'(x) <0 per x € (—o0,—9/2):
la funzione f ¢ decrescente per x € (—o0,—9/2) e crescente per x € (—9/2,—-3), e ha in
x = —9/2 un minimo assoluto (positivo). La derivata seconda si calcola analogamente al
caso precedente e si trova

27

f(x) = 4(=2)1/2(—z — 3)5/2’

che implica che f”(z) > 0 anche per x < —3. Quindi f & convessa anche nell’intervallo
(=00, —3). Il grafico della funzione ¢ rappresentato in Figura

30/
25}
20+

151

-15 -10 -5 r 5 10 15

Figura 9.24: Grafico della funzione dell’esercizio 10.

11. La funzione

é definita per x tale che

2

-1
L>O — 22>1 = z>1oppurex < —1,
2 +1

da cui si ottiene Dy = (—o0, —1) U (1,400). Si ha

1
2
(1 — —
.ox?—1 . 2 . a?
lim = lim ——& = lim — =1,
2——+oo 12 +1 z—+00 o 1 2—+o0 T2

14+ —
x<+$2
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cosi che, per continuita,

quindi la funzione ha un asintoto orizzontale y = 0 per x — 4o00. Inoltre, poiché

lim f(z) = lim f(x) = —o0,
z——1" z—1t
la funzione ha due asintoti verticali, uno in = —1 e uno in = 1. La derivata di f(z) ¢
4x
/ —
f (Qj‘) - $4 _ 17

dove x*—1 > 0 per x ¢ (—1,1). Quindi f’(x) > 0 (i.e. f & crescente) per x > 0e f'(x) <0
(e f & decrescente) per z < 0. La derivata seconda di f(z) &

4(1 + 32%)

1/ e S
f (17) - (1E4 . 1)2 )

quindi f”(z) < 0 per ogni € Dy, da ci si deduce che f(z) ¢ concava. Il grafico della
funzione é rappresentato in Figura [9.25)

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1.0

Figura 9.25: Grafico della funzione dell’esercizio 11.

2+1
@)=/

sia definita occorre che I'argomento della radice sia definito e non negativo. Poiché 2?+1 >
0 per ogni x € R, dobbiamo richiedere 22 — 1 > 0, tenendo conto che il segno uguale va
escluso poiché I'argomento della radice non ¢ definito per 22 = 1. In conclusione f(z) &
definita per x > 1 o x < —1, quindi il suo dominio & dato da

Perché la funzione

Dy = (=00, —1) U (1, +00).
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In particolarela funzione f(x) ha due asintoti verticali, uno in x = —1 e uno in x = 1.

Inoltre si ha

. 2?41 . 22 2
lim ——= lim — = lim = =1,
rotoo 2 — 1 z—4o0 21 x—Foo 2

per il teorema di de I'Hopital, e, dal momento che la funzione radice quadrata ¢ una
funzione continua, ne segue che

241
lim /S ST =1,
r—+o00 x2 —1

Quindi la funzione f(z) ha un asintoto orizzontale y = 1 sia per x — 400 che per x — —o0.
La derivata di f(x) é

/ o 9 x2—1__ 2x
o= e

cosi che il segno di f’(z) ¢ determinato dal segno di z: in particolare f’(z) > 0 per x < —1
e f'(x) < 0 per x > 1, i.e. la funzione & decrescente nell’intervallo (—oo, —1) e crescente
nell'intervallo (1,+00). La derivata seconda di f(z) &

(22 — 1)2(62* + 422 4 2)
(22 — 1)3/2(z2 + 1)3/2
da cui si vede che f”(z) > 0 Vx € Dy: infatti 22 +1>0Vr € R, 22 —1>0Vz € Dy e

6zt +42°4+2>0Vx € D ¢ essendo somma di quantita positive. Questo comporta che la
f(x) ¢ convessa per ogni x € Dy. Il grafico della funzione ¢ rappresentato in Figura

fx) =

3.0

250

10"

0.5

-5 0 5

Figura 9.26: Grafico della funzione dell’esercizio 12.

13. Il dominio della funzione
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¢ Dy =R\{0} ={z € R: 2 # 0} = (—00,0) U (0,+00). Applicando il teorema di de
I’Hépital, si determina il comportamento agli estremi, e si trova

lim f(z)= lim Hzt+2)

= Fo0,
z—+o00 z—+o0o 1

che mostra che la funzione diverge per x — +00; inoltre,

3
lim f(z)= lim — = +oo,
x—0E =0T X
poiché il numeratore tende a 3 quando z tende a 0. Quindi la funzione ha un asintoto
verticale in z = (. Si studia l’esistenza di eventuali asintoti obliqui della forma y = ax + b,
calcolando, nell’ordine, i due limiti

a:= lim M

r—+oo I

, b:= lim (f(z)—ax),

r—+o00

e verificando se sono entrambi finiti. Si trova, applicando ancora una volta il teorema di
de I’'Hoépital,

_ 2
we L —ttE+2” . 20@+2) 2
z—+o00 72 z—+o0 2q x—Fo00 2

Il fatto che il limite a sia finito consente di calcolare

b= lim (—1+<w+2>_x>

r—rFo00 x

. 1422 +4r+4— 22
= lim
r—+o0 xT
. 4xr+ 3
= lim
r—r+o0 x

4
= lim - =4,
x—too 1

dove l'ultimo passaggio segue ancora una volta dal teorema di de 'Hopital. Quindi f(z)
ha un asintoto obliquo y = x + 4 sia per x — +o00 che per x — —o0. La derivata di f(z) ¢

2z(z +2) — (=1 + (z +2)?)

f'(@) = >
20t dr 41— —dr—4
- 2
xr
r? -3

Poiché 2 > 0 Vo # 0 si ha f'(x) = 0 se e solo se 22 = 3, ovvero f'(z) = 0 quando
r = £+v/3. Inoltre f/(z) > 0 quando = > /3 oppure x < —/3, mentre f’(z) < 0 quando
—V/3 < x < /3. Ne concludiamo che la funzione f(z) & crescente per x € (—oo0, —v/3),
ha un punto di massimo in z = —+/3, ¢ decrescente per z € (—+/3,v/3), ha un punto di
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minimo in x = v/3 ed & crescente per z € (v/3,+00). La derivata seconda di f(z) si calcola
facilmente notando che

fay=1-2% = @)=

x3’

quindi f”(z) > 0sex > 0e f’(z) < 0se x < 0: la funzione & convessa nell’intervallo
(0, +00) e concava nell’intervallo (—oo,0). Il grafico & rappresentato in Figura

20,
15|

10[

T 1B

Figura 9.27: Grafico della funzione dell’esercizio 13.

14. La funzione .

x?2—1

fz) =

¢ definita per ogni x tale che x? # 1, i.e. per ogni x # +1. Quindi il dominio della funzione
eDf={reR:x#+1} =(—o0,—-1)U(-1,1) U (1, +00). Si ha

4
lim f(z)= lim = lim 2®= +o0,
r—+o00 z—too o ( 1 > r—+o00
x
quindi la funzione diverge all’infinito. Poiché
4
lim f(@) = lim L lim x = +oo,
r—Foo I T—Fo00 3< 1> r—Eo00
x

possiamo escludere I'esistenza di asintoti obliqui. Si ha inoltre

lim f(x) =400, lim f(x)= —o0, lim f(x) = —o0, lim f(x) = +o0,

z—1t r—1- z——11 r——1—
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poiché z* — 1 per  — 41 da destra o da sinistra, indifferentemente, mentre 2> — 1 > 0
perz >leperz < —lex?—1<0peraxc (—1,1). Si hanno quindi due asintoti verticali,
uno in x = —1 e uno in « = 1. La derivata di f(z) ¢

;o 203 (a? - 2)
f(z) = N

Poiché il denominatore ¢ sempre positivo (dove la funzione ¢ definita), si ha f'(z) = 0
quando z = 0 oppure z = ++/2: si hanno percid 3 punti stazionari. Inoltre 22 —2 > 0
per v ¢ (—v2,v2) ez? —2 < 0 per z € (—v/2,v/2). Quindi f'(z) > 0sez > 0 e
r ¢ (—v2,V?2), ovvero se z € (v/2,400), oppure se z < 0 e x € (—v/2,1/2), ovvero se
r € (—/2,0). Analogamente f'(z) < 0sex > 0e x € (—/2,v/2), ovvero se z € (0,1/2),
oppure se z < 0 e x ¢ (—/2,v/2), ovvero se x € (—o0o,—+/2). In conclusione, f(z) &
decrescente per x € (—o0, —\/i), ha un punto di minimo in x = —v/2, & crescente per
r € (—/2,0), ha un punto di massimo in z = 0, & decrescente per z € (0,v/2), ha un
punto di minimo in 2 = v/2 ed ¢ crescente per = € (v/2, +00); cfr. la Figura .

Figura 9.28: Studio del segno della derivata prima della funzione dell’esercizio 14.

La derivata seconda di f(x)

" 22%(z* — 322 + 6
i) = 2

Per studiare il segno di f”(z) si puo innanzitutto notare che z*—322+6 > 0 per ogni = € R.
Questo pud essere verificato scrivendo 22 = t e notando che l'equazione z* — 322 +6 = 0
diventa l’equazione di secondo grado t> — 3t + 6 = 0 in termini di ¢. Il discriminante
dell’equazione ¢ A = 9 — 24 = —15 < 0, quindi I'equazione non ammette radici reali. Ne
segue che t2 — 3t +6 > 0 Vt € R, poiché il coefficiente di t? & positivo (vale 1), e quindi
anche x* — 322 +6 > 0 Vo € R. Poiché anche 22 > 0, ne concludiamo che f”(z) ha il segno
della funzione (22 —1)3, ovvero di 22 — 1, cosi che, in conclusione, che f”(x) > 0se 22 > 1,
ovverose xr > loppure x < —1, e f’(z) < 0sex? < 1,ovverosex € (—1,1). Sinoti inoltre
che f”(x) = 0 se e solo se x = 0. Tuttavia x = 0 non & un punto di flesso, poiché si ha
1" (x) > 0 sia a destra che a sinistra di = 0: in altre parole il segno di f”(z) non cambia
attraversando il punto z = 0. (Analogamente si sarebbe potuto osservare, con riferimento
alla Figura che f'(x) >0 per z <0e f'(x) <0 per z > 0: questo mostra che z =0



176

15.

CAPITOLO 9. STUDIO DEL GRAFICO DI UNA FUNZIONE

deve essere un punto di massimo relativo, consistentemente con quanto gia trovato). Dalla
discussione precedente segue che la funzione f(z) & convessa negli intervalli (—oo, —1) e
(1, +00) e concava nell'intervallo (—1,1). Sinoti che la funzione f(z) ¢ pari in z: quindi in
relata sarebbe stato sufficiente studiare la funzione per x > 0: il grafico per x > 0 si ottiene
da quello per z > 0 tramite una riflessione rispetto all’asse verticale (cfr. la proprieta |3/ del

§3.9). Il grafico della funzione f(z) & rappresentato in Figura

10

Figura 9.29: Grafico della funzione dell’esercizio 14.

Il dominio della funzione

z?—1

J(x) = 42
¢eDf={reR:x# -2} =(-00,-2)U(—-2,400). Per = 0 si ha f(0) = —1/2, mentre
risulta f(xz) = 0 per z = +1, quindi la funzione attraversa 1’asse delle ascisse in z = —1 e

in x = 1 e I'asse delle ordinate in y = —1/2. Studiando il segno si trova che f(x) > 0 per
x> 1eperxe (—2,—1), mentre f(x) <0 per z < —2 e per x € (—1,1). Si ha

1
2
1- =
)

lim f(z)= lim ——% = lim — = lim z = +4o0.
r—+00 (1 n 2) r—+oo I x—+00
xr

Per individuare l'esistenza di eventuali asintoti obliqui, della forma y = ax + b, si studia
per prima cosa il limite
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quindi poiché a = 1 & finito si studia il limite

_ .22 —1—z(z+2) ) -3

quindi ¥y = x é un asintoto obliquo sia per x — 400 che per x — —o0. Si ha poi

lim f(z) = oo, lim f(x) = —o0,

r—+—2F T—+—2—

poiché 22 — 1 — 3 per  — 2%, mentre z + 2 tende a 0 da valori positivi per z > —2 e da
valori negativi per z < —2. Quindi in x = —2 la funzione f(x) ha un asintoto verticale.
La derivata di f(z) ¢

22 +4x+1

flo) =

dove (x +2)?2 > 0 Vo # —2. L’equazione di secondo grado z? + 4z + 1 = 0 ammette
le due radici reali 1 = —2 — v/3 e x5 = —2 + /3, quindi, tenendo conto che il segno el
coefficiente di 22 ¢ positivo (vale 1), si ha 22 + 4z +1 > 0 per & € (—o0, x1) U (22, +00) e
22 +4x+1 < 0 per x € (z1,72). Quindi la funzione f(z) & crescente per x € (—o0, z1), ha
un punto di massimo in z = x1, & descrescente per x € (x1,x2), ha un punto di minimo in
x = w7 ed ¢ crescente per x € (r2,+00). La derivata seconda di f(x) ¢

6

@) = g

quindi f”(xz) >0sex > —2e f’(z) < 0se z < —2: la funzione & convessa nell’intervallo
(—2,400) ed & concava nell'intervallo (—oo, —2). Il grafico della funzione é rappresentato

in Figura [9.30]

20(
10
o /
-10 -5 I 5 10
-10-
2ol

Figura 9.30: Grafico della funzione dell’esercizio 15.



178

CAPITOLO 9. STUDIO DEL GRAFICO DI UNA FUNZIONE

16. Si ha e*tne® — erelne® [ funzione Ina? ¢ definita per ogni z # 0 (poiché 22 > 0 per

x # 0), quindi Dy = {x € R :  # 0}. Inoltre risulta elnz® — 42 per x # 0; possiamo
percio riscrivere la funzione come

f(l’) _ e:c+lnx2 _ 1‘2696

2

per ogni x € Dy. Poiché entrambe le funzioni 2 e e tendono a +o0 per x — +00, si ha

Inoltre f(z)/x = ze® per x # 0, cosi che

lim M = 400,
r—+00 I

da cui si evince che non esistono asintoti obliqui per £ — +o00. Per £ — —o0, si ha ¥ — 0;
possiamo pertanto studiare il comportamento della funzione f(x) per z — —oo scrivendo
e’ =1/e™" e usando il fatto che e™* — 400 per x — —o0. Si trova, applicando il teorema
di de 'Hépital per calcolare la forma indeterminata,

2
. . T . 2z .
lim f(z)= lim — = lim = lim
T—>—00 r——oc0 e~ ¥ r——o0 —e~ % z——oc0 e~ ¥

=0.

Il risultato ottenuto mostra l’esistenza di un asintoto orizzontale y = 0 per + — —oo. La
funzione f(z) non ¢ definita in x = 0, d’altra parte esistono il limite destro e il limite
sinistro per x — 0:

lim z%e® = 0.
z—0%

Poiché i due limiti sono uguali la funzione f(z) puo essere estesa a una funzione fexi ()
continua in R, ponendo

f(x), «#0,

0, z =0.

fext(z) =

La derivata di f(z) ¢
fl(z)=¢€" 2z +2°) ="z (2+ 1),

quindi f/(x) = 0 per x = 0 e per x = —2. Siha f(z) >0sexz >0ex > —2 (e

quindi se z > 0) oppure se x < 0 e x < —2 (e quindi se x < —2), mentre f’(xz) < 0 per

x € (—2,0). In conclusione f(z) & crescente per x € (—oo, —2) ha un punto di massimo in

x = —2, ¢ decrescente per z € (—2,0), ha un punto di minimo in z = 0 ed ¢ crescente per
€ (0,400); cfr. la Figura[9.31]
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Figura 9.31: Studio del segno della derivata prima della funzione dell’esercizio 16.

La derivata seconda di f(z) ¢
f(z) =e" (2% + 42 +2),

quindi il segno di f”(z) ¢ determinato dal segno del polinomio z? + 4z + 2. L’equazione
di secondo grado

22 4+4542=0

ha due radici reali

1‘1:—2—\/5, $2:—2+\/§,

dove 1 < —2 < x5 < 0. Tenendo conto che il segno del coefficiente di 22 ¢ positivo (vale
1), si ha 22 +4x +2 > 0 per < x1 oppure per = > xo, mentre 22 + 4x + 2 < 0 per
x1 < x < xa. Sitrova percio f’(x) > 0 per x € (—o0,z1) U (z2,+0) e f’(x) < 0 per
x € (r1,22) = la funzione f(z) & convessa per x € (—o0, 1)U (x2,4+00) ed & concava per
x € (x1,x2). I punti z1 e zy sono punti di flesso obliquo, poiché f'(z1) # 0 e f/'(x2) # 0.
Il grafico della funzione ¢ rappresentato in Figura [9.32]

Figura 9.32: Grafico della funzione dell’esercizio 16.
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17. La funzione

fla) = e
¢ definita per ogni  # 0, quindi Dy = {x € R :  # 0} = (—00,0) U (0,+00). Per
r — 00, si ha 1/22 — 0, quindi e 17" 4 0 =1. Ne segue che

: . . _1/22 :
lim f(z)= lim z- lim e/ = lim z-1= +oc.
r—to0 x—rF00 r—to0 r—to0

Per studiare 'esistenza di eventuali asintoti obliqui della forma y = ax + b, si calcola
innanzitutto il limite
flx) _

. . 17,2
a:= lim lim e V% =1,
r—t+oo X z—+00

e, poiché a risulta finito, successivamente il limite

b:= lim (f(x)—2z)= lim x(efl/x2—1>.

r—+o0 r—+00

Per studiare 1'ultimo limite (che & una forma indeterminata del tipo oo - 0), conviene
cambiare variabile e definire ¢t = 1/x, cosi che t — 0 per x — £o00. Si ha allora

1 —2te"
lim =z (e_l/‘”Q - 1) —1lim & " — lim I 0,
z—+00 t—0 t t—0 1

dove si & usato il teorema di de I'Hépital. Quindi b = 0. La retta di equazione y = x &
quindi un asintoto obliquo per z — +oco. La derivata di f(z) ¢

2
2
T —;_ 6_1/1.2
T

fi(z) =

)

quindi f'(z) > 0 Vo # 0: la funzione f(x) & crescente per ogni z € Dy. Ragionando

come prima si mostra facilmente che f/(z) — 0 per x — 0F. Infatti, definendo ¢t = 1/z2,
riscriviamo

2 142t

f(x) = <1 + z> eV = (142t = 2

x

et

e quindi, usando che ¢t — 400 se  — 0% e applicando due volte il teorema di de ’'Hopital,

si trova 149 5
Jm fe) = tm =5 = i 5

=0.

La derivata seconda di f(z) ¢

4 5 2\ 2 5 2 — g2 5
/] - _ 71/x 1 i 71/$ =9 71/1 .
f(z) J:Be —i—< +$2> 5636 ( = >e

T

Si vede quindi che f”(x) = 0 se e solo se 22 = 2, ovvero x = #v/2, mentre f”(z) > 0 se
2—22>0eaz’>0 (ovvero se z € (—v/2,v/2) e z > 0), oppure se 2 — 22 < 0 e 2’ <0
(ovvero se ¢ (—v2,v2) e x < 0), e f"(x) < 0se x € (—/2,v/2) e z < 0 oppure se
r ¢ (—/2,v2) e x > 0. In conclusione (cfr. la Figura
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e f"(x) >0 (e quindi f(x) & convessa) per z € (—o0, —v/2) U (0,1/2),
e f"(z) <0 (e quindi f(z) & concava) per z € (—v/2,0) U (v/2, +00).
e in z=—/2e =12 si hanno punti di flesso obliquo.

Figura 9.33: Studio del segno della derivata seconda della funzione dell’esercizio 17.

Si noti inoltre che

2t5 — 13 10t* — 3t2 40t3 — 6t
lim f”(x) = 2 lim = lim —— = lim ——
r—0*t t—+oo et t—+oo et t—+oo et
120t% — 6 . 240t . 240
= lim ——= lim — = lim — =0.
t—+o0 et t—+oo et t—+o0 et

Quindi, sebbene la funzione f(x) non sia definita in x = 0, essa tende a 0 per z — 0F
insieme con la sua derivata prima e la sua derivata seconda. Il grafico della funzione &
rappresentato in Figura[9.34

Figura 9.34: Grafico della funzione dell’esercizio 17.

18. La funzione
f(x)=In (.rQ — 3z +2)
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¢ definita per z tale che 22 — 3z +2 > 0. L’equazione di secondo grado 2 —3z+2 = 0 ha
due radici reali: z = 1 e = 2. Quindi, tenendo conto che il coefficiente di z? ¢ positivo
si ha f(x) > 0 per x < 1 oppure per x > 2. Da qui concludiamo che Dy = {zx € R: z <
1 oppure z > 2} = (—o00,1) U (2,400). Poiché

lim 22— 3z +2 = 400,
r—Fo0

usando il fatto che il logaritmo & una funzione continua si trova

lim f(x)zln( lim (x23x+2)> = +o0.

z—=+o00 r—+oo

Per mostrare che non esistono asintoti obliqui, si osserva che

2¢—3
2
lim f(x) — lim % — 3+ 2
r—t+oo I r—too x
. 2r—3
= lim
a—+oo x(2? — 3z + 2)
. 2r —3
= lim ———m—
z—+oo 3 — 312 4 2x)
li 2
= lim —————
a—+o0 322 — 62 + 2)
2
= im 5 2y
T—r00
31,‘2 <1 - —+ 2)
T T

In effetti la funzione f(x) diverge logaritmicamente per x — +oo (quindi piu lentamente
di qualsiasi potenza). La derivata di f(z) &

2¢ — 3
/ —

fw) = 22 —3x+2

Il denominatore ¢ positivo per x € Dy. Il numeratore si annulla per x = 3/2, & positivo

per z > 3/2 e negativo per x < 3/2. Il valore x = 3/2 appartiene all'intervallo (1,2) che

si trova al di fuori del dominio Dy: ne concludiamo che, all’interno del dominio Dy, si ha

e f'(xz) > 0 (e quindi la funzione f(x) é crescente) per x > 2;

e f/(z) <0 (e quindi la funzione f(z) é decrescente) per x < 1.
La derivata seconda di f(z) ¢

222 —6x +5

f(@) = T (@2-3z+2)2

Anche per la derivata seconda il denominatore é sempre positivo. Inoltre, il polinomio qua-
dratico 222 — 6x + 5 al numeratore é sempre positivo poiché il discriminante dell’equazione
di secondo grado

20° — 6z +5=0
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¢ A = 36—40 = —4 < 0, e quindi ’equazione non ammette radici reali. poiché il coefficiente
2 di 22 & positivo ne segue che 222 — 6x +5 > 0 Vo € R. Ne segue che f”(x) < 0Vz € Dy,
quindi la funzione f(z) & concava per ogni « € Dy. Il grafico della funzione é rappresentato

in Figura [9.35]

Figura 9.35: Grafico della funzione dell’esercizio 18.

19. La funzione

2
zc+x+1
H@) ==
¢ definita per ogni # # —1/2, quindi Dy = (—o0,—1/2) U (—1/2,400). Il polinomio al
numeratore é sempre positivo (poiché il discriminante dell’equazione di secondo grado

2’ +r+1=0

8 A=1—-4=-3<0eil segno del coefficiente di 22 ¢ positivo). Quindi f(x) > 0 per
x € (—1/2,400) e f(z) <0 per z € (—oo,—1/2). La funzione non attraversa mai l'asse x
e attraversa l'asse y in y = f(0) = 1/2. Si ha

2 1 2z + 1
lim f(z)= lim ATyl Tt

= 1m = +00.
z—+o00 z—+oo 4x + 2 z—+o00

Per studiare ’esistenza di eventuali asintoti della forma y = ax +b si calcola prima il limite

. f(z) . 24+r+1
a:= lim ~—= lim ———
rz—+oo z—+o00 x(4m + 2)

2 4+r+1
m —F—7-—
z—+oo 42 + 2$)
20+ 1
1m
z—Foo 8¢ + 2

= lim - =-
z—Foo 8 4
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e successivamente, poiché a ¢ finito, il limite

b= i (10~ 1)

. (:1:2+a:+1 1)
= lim (——— - -2z

x—+oo dx + 2 4
. 472 + 4o + 4 — 422 — 21
= lim
2x +4 . 2 1

im = lim — = -.
z—too 16 +8  z—+oo 16 8

Si noti che, per entrambi i limiti, si tratta di studiare forme indeterminate che possono
essere studiate utilizzando il teorema di de I’'Hopital. Si ha quindi un asintoto obliquo

11
y_ 87

-

sia per  — +oo che per x — —o0o. Si ha inoltre

lim f(x) = +o0, lim f(z) = —o0,

z——21 r——2"

poiché 2% 4+ z + 1 — 3 per z — —2%, mentre il denominatore tende a 0 da valori positivi
quando z — —27 e da valori negativi quando z — —27. In z = —2 la funzione ha quindi
un asintoto verticale. La derivata di f(x) ¢

4o + 42 — 2
! - =
F@) = = 5o
12224221
2 (2z+1)2

Poiché il denominatore & sempre positivo per « € Dy si ha f'(z) > 0 se e solo se
20° 4+ 2z — 1> 0.

L’equazione di secondo grado 222 + 2z — 1 = 0 ha le due radici

ned (o) )

quindi tenendo conto che il coefficiente di 22 & positivo, si trova

e f'(x) >0 per z < z1 e per x > x9,
e f/(z) <0 per z € (x1,22) tale che x # —1/2.

In conclusione la funzione f(x) & crescente per x € (—oo, 1), ha un massimo in z = x;, &
decrescente negli intervalli (z1,—1/2) e (—1/2,x2), ha un minimo in = 2 ed é crescente
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per x € (z2,+00). La derivata seconda di f(x) ¢

) = 1(4e +2)(2x + 1) — 4(22° 4 22 — 1)(2z + 1)
2 (2z +1)4
14z +2)(2z+1) — 4(22 + 2z — 1)
2 (2x +1)3
~ 1(8a?+8z+2— 8z —8x+4)
T2 (2z 4 1)3
B 3
(2 +1)¥

quindi f’(z) > 0 per x > —1/2 e f’(x) < —1/2: la funzione & convessa nell’inter-
vallo (—1/2,+00) ed & concava nell'intervallo (—oo,—1/2). Il grafico della funzione &
rappresentato in Figura [9.36]

Figura 9.36: Grafico della funzione dell’esercizio 19.

20. Poiché z* +1 > 0 Va € R, la funzione

=[BT

¢ definita per ogni  # 0, quindi Dy = {x € R : & # 0} = (—00,0) U (0,+00). Si ha
f(x) > 0 per ogni x € Dy. Quindi la funzione non attraversa mai gli assi coordinati. Per
studiare il comportamento della funzione agli estremi, si calcolano i limiti
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Inoltre si ha
lim f(z) = +o0.

z—0F
La funzione ha quindi un asintoto verticale in & = 0. Per studiare ’esistenza di eventuali
asintoti della forma y = ax + b, si verifica innanzitutto se il limite

. T
a:= lim M
r—+oo I
¢ finito. Si trova, per x — 400,
. 1
a= lim -—
T—+00 I
= lim
T——+00
. xt
= lim — =1,

r—3o00 4

dove si ¢ tenuto conto che x = V22 per x > 0. Analogamente, osservando che per < 0

siha x = —(—x) = —/(—x)2 = —V22, si trova, per x — —o0,

. 1
a= lim -—
r—+oc0 I

T4

= — lim —1.

r—+o00 x2 . x2 B

Poiché a é finito, si calcola, per x — +00,

. ) [xt +1
. zd+1 zt
= lim ({/———1\/—
Tr—+0c0 x2 ,11;‘2

_ Vot +1—Vat
= oo Va2

y Vet +1—vat Vet +1+Vat
= lim :
r——+00 ‘/Q?Q ‘/x4+1+‘/$4

I zt+1— 2t
= 1m
T—+00 /2 . (1 /l'4 + 1+ ‘/564)
1

etoe /22 (Vat + 1+ Vad)
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Analogamente si trova b = 0 per x — —o0. In conclusione la funzione f(x) ha un asintoto
obliquo y = x per x — +00 e un asintoto obliquo y = —x per x — —oo. La derivata di

fz)e

() =
0 xt+1 at
2
T
222t — 2t - 1) ot —1

A numeratore si ha z* — 1 = 0 se e solo se z = 1, mentre 2* — 1 > 0 per z < —1 oppure
perz>1lext—1<0per —1<x<1. Nesegue che f/(x) >0 per z € (—1,0) U (1, +0c0)

e f'(z) <0 per x € (—oo,—1) U (0,1); cfr. la Figura[0.37, Si ha f’(z) per x = —1 e per
x = +1, che sono entrambi punti di mimimo.

Figura 9.37: Studio del segno della derivata prima della funzione dell’esercizio 20.
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La derivata seconda di f(x) ¢

3
f”(l')— . .%'2
6 241
T
2
x
4
3( 3 oo +1 4 9 T-+1 327 —1
4z (:B 2 >—(:U —1)<3 > T 3

qat (2t +1) — (2* = 1) B (z* + 1) + (2* - 1))
x4t 41
72
428 + 42t — 328 +3 — 28+ 222 — 1
xt+1
22

(2t + 1)

a2tz 4+ 1)

da cui si vede che f”(z) > 0 per ogni x per cui la funzione & definita. Quindi f(z) &
convessa per ogni x € Dy. Il grafico della funzione ¢ rappresentato in Figura [9.38]

Figura 9.38: Grafico della funzione dell’esercizio 20.
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21. La funzione

3

f(x):m

¢ definita per ogni x # 1, quindi Dy = {z € R : z # 1} = (—o00,1) U (1,400). Poiché
(r—1)2>0Vx #1,siha f(r) >0sexz>0e f(z) <0sex < 0. Inoltre f(0) = 0, quindi
f(z) attraversa gli assi coordinati solo nell’origine. Usando il teorema di de 1'Hépital si
trova

322 ) 6x

S f@) = m sr Ty =LA 5 = e

La presenza di eventuali asintoti della forma y = ax + b si studia calcolando innanzitutto

il limite
€ ’ . z’
a:= lim ~—~4=lm —= lim ———
rotoo ¥ eotoox(z—1)2  aoteoad — 222+
2
~ im i LU

——— = lim
ro+00 322 —4xr 2ot br —4 2o+ 6
Poiché a é finito, si studia allora il limite

23— x(x —1)2

b: = lim (f(z)—2)= lim (ﬁ—x>: lim

r—Fo00 r—=+o00 (CC — 1)2 r—Fo00 (SC — 1)2
. -3+ 22— . 22 — . 4r — 1 . 4
= lim =lim —— = lim = lim - =2.
x—Fo00 2 —2x+1 zotoo 22 —2x +1 z5tcc2xr —2 z—+oo 2

Ne concludiamo che y =  + 2 é un asintoto obliquo per x — Fo00. Si ha inoltre

lim f(z) = +oo,

r—1t

poiché x® — 1 per  — 1%, mentre (z — 1)2 — 0 da valori positivi per z — 1. Quindi la
funzione ha un asintoto verticale in z = 1. La derivata di f(x) &

3%z —1)2 =223z —1) 32*(z—1)—22% 2% 322 a2%(z-3)

f@) (=1 B R A

cosi che f(x) = 0 per x = 0 e per x = 3. Inoltre, per x # 0, si puo ragionare come
segue: si ha (z —1)3 > 0O perz > 1 e (x —1)2 < 0 per < 1, cosi che abbiamo che
f'(x) >0 quando z > 1ex >3 oppure z < lex < 3e f'(x) >0 quando x > 1 e
x < 3 oppure z < 1 e x > 3. Di conseguenza f’(x) > 0, e quindi f(x) & crescente, per
x € (—00,1) U (3,400), mentre f'(x) < 0, e quindi f(x) é decrescente, per x € (1,3)\ {0}
(in z = 0 si ha f/(0) = 0). Infine la funzione ha in = 3 un punto di minimo e in z =0
un punto di flesso orizzontale.
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Figura 9.39: Studio del segno della derivata prima della funzione dell’esercizio 21.

La derivata seconda di f(x) e

1’2—1'1‘— 3 1'3— .%'2 T — 2
f,,(x):(S 6z)(z — 1) —?i( 3a7)(x — 1)

(z—1)°
_ (32? —6x)(x — 1) — 3(2® — 3a?)
a (z—1)*
_ 323 — 322 — 622 + 62 — 323 + 922
a (z—1)*
_ 6x
BCES e

Quindi f”(z) = 0 se e solo se x = 0. Poiché f/(0) = 0 ritrociamo quindi che z = 0 & un
punto di flesso orizzontale. Per z # 1, si ha f”(z) > 0sex > 0e f’(z) < 0 per xz < 0:
quindi la funzione & convessa negli intervalli (0,3) e (3,+00) ed & concava nell'intervallo
(—00,0). 11 grafico della funzione f(x) & rappresentato in Figura m

30
25f
20}

15F

Figura 9.40: Grafico della funzione dell’esercizio 21.
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La funzione
24+2—zx
)= 2+1—z

¢ definita per ogni x tale che 2 + 1 — z # 0. L’equazione di secondo grado
?+1-2=0

non ammette radici reali poiché il suo discriminante ¢ A = 1 —4 = —3 < 0, quindi,
2?24+ 1—x # 0 Va € R. Piu precisamente, tenendo conto che il coefficiente di 2 & positivo,
possiamo concludere che 22 +1 — 2z > 0 Vo € R. Si ha, applicando il teorema di de

I’Hépital,
2 1
SR
x x x
lim f(x)= lim = lim — =1,
z—+00 r—Foo o 1 1 z—Fo0 2
14+ — - p

quindi la funzione f(z) ha un asintoto orizzontale y = 1 sia per x — +o0 che per x — —o0.
La derivata di f(x) é

2z —1)(z?+1—2)— (2> +2—-12)(22z - 1)

/ _
f(l‘) - ($2+1—1‘)2
_ 23420 — 222 — a2 —1+ax—223+ 22 —4dx+2+ 222 — 2
- (z2+1—2x)?
1-2z
(221 —x)2

Quindi f'(x) = 0 per z = 1/2, mentre f/'(z) > 0 per x < 1/2 e f'(z) <0 per x > 1/2: la
funzione f(z) é crescente nell’intervallo (—o0,1/2) ha un punto di massimo in x = 1/2 ed
¢ decrescente nell’intervallo (1/2,+00). La derivata seconda di f(x) ¢

222 +1—-2)—(1-22)2(2x — 1)

7(w) =

(x241—2x)3
=1+ o+ (1 - 22)?
B (@2 +1—2)3
_ 2—x2—1+$+1+4x2—4x
(2 +1—2)3
_ 322 — 3z
(2?4 1-2)3
_ bx(r—1)
(@24 1—x)3

Tenendo conto che il denominatore & sempre positivo, si ha f”’(z) =0 per z =0e z =1,
mentre f”(z) > 0 per z < 0 oppure z > 1 e f”(z) <0 per 0 < x <1 (cfr. la Figura|9.41)).
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Figura 9.41: Studio del segno della derivata seconda della funzione dell’esercizio 23.

Ne segue che la funzione f(z) ¢ convessa negli intervalli (—00,0) e (1,+00) e concava
nell’intervallo (0,1). Inoltre ha un punto di flesso obliquo in = 0 e in x = 1. Il grafico
della funzione ¢ rappresentato in Figura

300
25}

2.0/

1.0

Figura 9.42: Grafico della funzione dell’esercizio 22.

23. La funzione
fla) = et
¢ definita per ogni « € R, quindi Dy = R. Inoltre f(x) > 0 Vx € R. Si ha
1 1
lim (:UQ—x—i—l) = lim «? <1—+2> = lim z? = 4o0,

r—r+o00 r—rFoo €T x r—+oo

quindi, usando la continuitd della funzione esponenziale, si ottiene
. . . 2 _

Poiché, per il teorema di de 'Hopital, si ha

2 2
) f(a:) . e® —z+1 ) (2$ o 1)635 —x+1

lim = lim = lim =400
r—+oo I z—+oo T z—+oo 1 ’




9.8. ESERCIZI 193

possiamo escludere 'esistenza di asintoti obliqui. La derivata di f(x) ¢
f(@) = e 2 - 1),

quindi f'(z) > 0 per x > 1/2, f'(x) = 0 per z = 1/2 e f'(x) < 0 per z < 1/2: ne
concludiamo che la funzione ¢ decrescente nell’intervallo (—o0,1/2), ha un punto di minimo
assoluto in z = 1/2 ed ¢ crescente nell'intervallo (1/2,+00). La derivata seconda di f(z) &

f(z) = "ot (42° — 42+ 3) ,
quindi il segno di f”(x) ¢ determinato dal segno del polinomio 4z% — 4x + 3. Si ha
42 — 4z +3 >0

poiché il discriminante dell’equazione di secondo grado ¢ A = 16 —48 = 32 < 0 e il
coefficiente di 22 ¢ positivo. Quindi la funzione & convessa per ogni x € R. Il grafico della
funzione é rappresentato in Figura [9.43]

40
30

20

-1 0 1 2

Figura 9.43: Grafico della funzione dell’esercizio 23.

24. L’equazione di secondo grado
22 +z+1

ha discriminante A = 1 —4 = —3 < 0, quindi non ammette radici reali. Poiché il segno del
coefficiente di 22 & positivo, il polinomio z? + = + 1 & sempre positivo, quindi il dominio

della funzione
fl@)=vVa?+z+1

¢ Dy = R. Inoltre f(x) > 0 Yz € R, quindi la funzione non attraversa mai 'asse .
Attraversa invece 'asse y in y = f(0) = 1. Si ha

1 1
lim f(z)= lim \/:1:2 (1 + -+ 2) = 1o0.
r—Fo00 r—F00 xT T
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Inoltre, tenendo conto che z = Va2 per x > 0 e z = —V 22 per z < 0, si ha

) 11
f(.%') i 1+;+?
—— =+ lim > = +1.

a:= lim
r—+oo I r—+oo €T

Per concludere se esistano, per x — +00, asintoti obliqui della forma y = ax + b, poiché
abbiamo trovato a = £1, resta da studiare, per x — 400, il limite

b:= lim (f(x)Fx)

r—+oo
= lim (\/az2 +x+1-— \/mQ)
r—+o0

N 14+ V2
~ lim ( 2 w1 ﬁm2). +rx+1+Vve
w00 Vat+a+1+Va?

. 2 +x+1— 22
= lim
eoEoo /a2 o+ 1+ Va?
r+1

lim
o0 \/g2 4z + 1 4 Va2
1
x <1 + >
. x
= lim
r—too 1 1
’HZ‘ 1+*+72+1
r x

1
= 4=,
2

che mostra che esistono un asintoto obliquo

n 1
=T —_
Y 2
per £ — +00 e un asintoto obliquo
1
= —r — —
Y 2
per © — —oo. La derivata di f(z) é
2z +1

quindi f'(z) > 0 per x > —1/2 e f'(z) < 0 per z < —1/2: la funzione f(z) & decrescente
nell'intervallo (—oo, —1/2), ha un punto di minimo assoluto in x = —1/2 ed ¢é crescente
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nell'intervallo z € (—1/2,4+00). La derivata seconda di f(z) ¢

2 1)2
24/$2+x+1_w

(z) = 1 2Vl +x+1
2 2?2 +r+1
1 4@t +1) - (204 1)
4 (P4+z+1)Vel+a+1

3
4(x2 + 2+ 1)3/27

quindi f”(x) > 0 Vo € R. Ne segue che la funzione f(x) ¢ convessa su tutto l’asse reale.
Il grafico é rappresentato in Figura

Figura 9.44: Grafico della funzione dell’esercizio 24.

25. La funzione

f(x) = (@ =2 + (z — 4>

¢ definita per ogni € R, quindi il suo dominio ¢ Dy = (—00, 4+00). Inoltre si ha f(x) > 0;
in particolare f(x) = 0 se e solo se = 2 oppure x = 4. Ne concludiamo che il grafico
della funzione interseca l'asse x nei punti * = 2 e x = 4, mentre attraversa 'asse y in
y = f(0) = 22/3 4 42/3 = 41/3 1 16'/3. Inoltre si ha

lim f(x)= +o0.

r—F00
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La derivata di f(x) ¢

(z—2)"13 4 ;(:U —4)71/3

N W N

:3(m—gvf+@—zvg

2(@—@“&ux—mW>
3\ (@-2)@—2)"" )’

che & definita per ogni x # 2,4. Per discutere il segno di f’(z), distinguiamo i seguenti
casi:

eser <2 sihhe—2<0er—4<0= (z-2)3<0e(xz-4)3<0=
(x — 2)(x —4) > 0, cosi che il numeratore di f’(x) é negativo e il suo denominatore
¢ positivo = f’(z) < 0;

eser >4 sihac—2>0cex-4>0= (-2 >0c (-4 >0=
(z — 2)(x —4) > 0, cosi che sia il numeratore che il denominatore di f’(z) sono
positivi = f'(x) > 0;

esex€(24),sihaz—2>0cr-4<0= (z-2)"3>0c(z-4)"3<0=
(x —2)(x —4) < 0, cosi che il denominatore di f’(z) ¢ negativo; per determinare il
segno del numeratore bisogna studiare il segno della funzione

g(z) = (z — )3 4 (z — 2)¥/3, 2<x <4,

Si ha g(z) > 0 se
(-3 > —(x—2)Y° = (2-2)/3

Poiché la funzione ¢ — ¢'/3 ¢ crescente, 1'ultima relazione ¢ soddisfatta se e solo se
x—4 > 2 —x, ovvero se e solo se 2x — 6 > 0, che implica x > 3; ne concludiamo che
g(x) > 0 per x € (3,4), mentre g(z) < 0 per z € (2,3) = f(x) >0sex € (2,3) e
f'(xz) <0sexe(3,4).

In conclusione si ha la situazione illustrata nella Figura [0.45]

Figura 9.45: Studio del segno della derivata prima della funzione dell’esercizio 25.
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In particolare la funzione ha un punto di massimo relativo in x = 0. La derivata seconda

di f(z) e

che, analogamente alla derivata prima, ¢ definita per ogni x # 2,4. Si deduce che f”(z) < 0
per ogni z € R per cui & definita (cioé per ogni z # 2,4), dal momento che le funzioni
(x —2)~%3 e (z — 4)~*3 sono sempre strettamente positive dove sono definite. Quindi
la funzione f(x) & concava in ciascuno dei tre intervalli (—o0,2), (2,4) e (4, +00) in cui &
derivabile. Il grafico della funzione f(z) é rappresentato nella Figura

\

407
35
3.0
25

20"

1.5

Figura 9.46: Grafico della funzione dell’esercizio 25.

26. La funzione

¢ definita i valori # € R tali che 23 —4x > 0. Si ha 2% — 42 = 2(2% — 4), quindi 2 — 42 > 0
sex>0ex?2—4> 0 oppure se z < Dea?—-4<0. 11 segno di 22 — 4 si deduce dallo
studio della disequazione 22 — 4 > 0: tale disequazione & soddisfatta se > 2 0 < —2.
In conclusione si ha la situazione rappresentata in Figura 23 —4x > 0 per z € [~2,0]
oppure per x > 0.
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Figura 9.47: Studio del segno di 2 — 4x.

Quindi il dominio della funzione f(x) ¢ Dy = [-2,0] U [2,+00). Inoltre si ha f(xz) > 0
Vz € Dy; in particolare f(x) = 0 se e solo se = —2 oppure x = 0 oppure z = 2.

Per studiare il comportamento della funzione per x — +oo, si studia il limite

4
lim f(z) = lim \/m: lim /3 (1—2>: lim 23/2 = +0.

T—r+00 T—-+00 T—+400 x T—-+00

Poiché, ragionando in maniera analoga, si trova

4:1: .
lim = lim \/ lim 1 — —2 lim +/z = +oo0,
a:—)-l—oo x T—+400 ac—H—oo €T a:—H—oo

ne concludiamo che non esistono asintoti (né orizzontali né obliqui) per z — +o0o0. La
derivata di f(z) ¢

(9.1)

Il denominatore ¢ sempre positivo (per i valori di € Dy), quindi il segno di f'(z) ¢
determinato dal segno del numeratore: si ha f’(z) = 0 se e solo se #2 = 4/3, ovvero se
e solo se © = 2/+/3 oppure © = —2/+/3. D’altra parte si ha 2/v/3 € (0,2), quindi 2/v/3
non appartiene al dominio della funzione. Ne segue che I'unico punto stazionario di f(x)
& xg = —2/v/3 € (—2,0). Poiché 322 —4 > 0 per x > 2v/3 oppure per z < —2v/3, mentre
372 —4 < 0 per z € (—2//3,2//3), se ci limitiamo ai valori z € Dy, possiamo concludere
che f'(z) > 0 (e quindi f(x) & crescente) se z € (—2,—2/+/3) oppure z € (0, +00), mentre
f'(x) < 0 (e quindi f(z) & decrescente) se x € (—2/+/3,0). In particolare si vede che z = x
¢ un punto di massimo relativo per la funzione f(x). Dall’espressione della derivata prima
si vede anche che

lim f(x) = +o0, lim f(z) = —o0, lim f(x) = +o0,

r——2%1 z—0~ z—2+

da cui si deduce che la tangente al grafico forma con l'asse delle ascisse un angolo 7/2
per x = —2 e per x = 2, e un angolo —7/2 per z = 0 (in altre parole la retta tangente
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al grafico ¢ una retta verticale in corrispondenza dei punti x = =2, x = 0 e x = 2). La
derivata seconda della funzione f(x) ¢ data da

322 — 4

6x - 27/ 23 — 4w — (32% —4)———

f//(ﬂj‘): ( )\/583—458
4(x3 — 4x2)

(12:3(1:3 —4z) — (322 — 4)2)

1

3 — 4z

4(x3 — 4x)
32t — 242 — 16
4(23 — dx)V 43 — 4z

3zt — 2422 — 16
4(x3 — 4x)3/2

Il segno di f”(z) & determinato dal segno del numeratore. Per studiare il segno di

g(x) = 3z — 2422 — 16,

é conveniente porre x2 = t e scrivere g(x) = 3t — 24t — 16, in modo da studiare la

disequazione 2t> — 24t — 16 > 0. Si trova che

32 — 24t —16 =0 <— t=4+

Bk

Quindi, in termini di z, se definiamo zg := /4 + 8/\/§, si ha g(x) = 0 se e solo se z = xy,
poiché 4 — 8/v/3 < 0. Inoltre risulta g(z) > 0 se 22 > 4 + 8/4/3, ovvero se z > z
oppure x < —xg. Tenuto conto che xg > 2, si vede che, all'interno del dominio Dy, si ha
g(x) > 0 per x > xp, mentre g(x) < 0 per x € (—2,0) e per x € (0,z0). In conclusione,
nell’intervallo [—2, 0] la funzione & concava. Nell'intervallo [0, +00), la funzione & concava
fino a xg, ha un punto di flesso obliquo in zy ed € convessa per x > xg. Il grafico della
funzione é rappresentato in Figura [9.48
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-2 -1 1

Figura 9.48: Grafico della funzione dell’esercizio 26.

27. La funzione
f(z) =In(3 + 2?) — Inz?
¢ definita per ogni = # 0, quindi Dy = (—00,0) U (0,400). Infatti 3+ 22 > 0 Ve € R
e 22 > 0 per ogni # # 0. Per studiare il comportamento della funzione per x — o0, &
conveniente riscrivere (ricordando la proprieta del logaritmo Ina — Inb = In(a/b))

3+ 22
22

f(x)=In

Si ha allora, usando la continuita della funzione logaritmo,

2
lim f(z)= lim ln3+x

r—+o00 r—Fo0 T

. 3+ 22
=In| lim
zotoo 2

3

2 (14 —
. x . 3
=In{ im ———% |1In| lim 1+ —
T—>F00 22 z—=F00 xr2

=Inl=0,

che mostra che esiste un asintoto orizzontale y = 0 sia per x — +oo che per z — —oc.
Inoltre si ha

lim f(z) =In3 — lim Inz? =In3 + oo = 400,
z—0t z—0t

lim f(z) =In3 — lim Inz? =In3 + co = +o0,
z—0~ z—0~
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quindi esiste un asintoto verticale x = 0, e la funzione tende a +0o per = che tende a 0 sia
da destra che da sinistra. La derivata di f(z) ¢ data da

2 2 2z 2 222 -2(3+2?) 6

T3%22 22 3+a22 1z 2B+42)  a(3+a?)

f(x)

Poiché 3+ 22 > 0Vx € R, si ha f/(x) > 0sex < 0e f(z) < 0 per x > 0: la funzione
f(x) ¢ crescente per z < 0 ed ¢é decrescente per x > 0. La derivata seconda della funzione

flz) e
6\ _ 6(322+3
f”(l'):_ — (I' + )
z3 + 3z (x3 + 3x)?
Si vede immediatamente che f”(z) > 0 per ogni x per cui la funzione ¢ definita (ovvero
per ogni x # 0), da cui si deduce che la funzione f(x) & convessa. Il grafico della funzione
¢ rappresentato in Figura [0.49]

-4 -2 L 2 4

Figura 9.49: Grafico della funzione dell’esercizio 27.

28. Poiché 1 + 22 > 0 Va € R, la funzione
flz) =2 —2® +In (1 + 2?)

¢ definita per ogni € R. Quindi si ha Dy = R = (—o0, +00).

lim f(z)= lim :c4<1—1_|_1n(1+$2)>,

r—F00 2 4

Si ha inoltre

dove
2x

lim ———~ = lim 1+22 _ im ;—
z—+oo x4 z—too 43 a—+oo 222(1 4 z2)
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Si ha pertanto

r—+00 r—+o0

i

Poiché, analogamente, si trova che

f@ _ <1_1+ln(1+1:2)> _

lim 1~ '
r—+oco X r—Foco I x2 X

ne concludiamo che la funzione non ha asintoti né orizzontali né obliqui per x — 4o00. La
derivata prima di f(z) vale

20 2z(22? — 1)(1 +2%) 4+ 22
1+22 1+ 22
C223(1422%) 227 +4a°

1422 1422

f(z) = 42 — 22 +

Poiché sia 1 + 222 che 1 + 22 sono strettamente positivi, il segno di f/(x) ¢ determinato
dal segno di x3: se x > 0 si ha f/(x) > 0 e, analogamente, se < 0 si ha f’(x) < 0. Ne
segue che la funzione f(x) & crescente per x > 0 e decrescente per x < 0, cosi che x = 0
costituisce un punto di minimo relativo. La derivata seconda di f(x) & data da

() = (622 +202") (1 +2?) — (22° +42°) 20 _ 227 (62 + 1122 + 3)
(14 22)? (14 22)2

Si ha f”(z) = 0 se e solo se = 0, poiché 624 + 1122 +3 > 0 Vz € R. Inoltre f’(x) >0
per ogni x # 0: la funzione f(x) é convessa in tutto il suo dominio. Il grafico di f(x) &
rappresentato nella Figura [9.50

12-

Figura 9.50: Grafico della funzione dell’esercizio 28.
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29. Poiché 22 +1>1 > 0 Vx € R, la funzione

2 _ 2 2 132 4 9.2

(22412 2t 422241

¢ definita per ogni + € R = Dy = R = (—o00,+00). Per studiare I’andamento per
T — £00, si considera

2 2
e (1- 5+ = 1— 2 + 2
. . x?2 gt . 22
lim f(z)= lim lim —5— =1,
r—+o0 r—+o0 4 2 2 r—+o0 2 2
|14+ — + — 14 =+ —
xQ 4 2 4

da cui si evince che la funzione f(x) ha un asintoto orizzontale y = 1 per z — +oo. La
derivata prima é

g o (21N (a2 =1\ (2?1 2z(a® + 1) — (2® — 1)22
f(x>_2<x2+1> (x2+1> _2($2+1) (@2 +1)2

__22x(x2—1—x2+1)_835(3;2—1)_8 23—
- (22 +1)3 (@213 (22413

Poiché (2% +1)2 > 0 Vo € R, il segno di /() ¢ determinato dalla funzione x(z? — 1). Si
ha f’(z) = 0 se x = 0 oppure = +1, quindi ci sono tre punti stazionari: x =0, z = —1 e
x = +1. Inoltre 22 — 1 > 0 per > 1 oppure z < —1, mentre 22> — 1 < 0 per = € (—1,1).
Si ha quindi la situazione rappresentata in Figura [9.51]

Figura 9.51: Studio del segno di 23 — x = z(z* — 1).

In conclusione, la funzione f(z) ¢ decrscente per z < —1 e per z € (0, 1), mentre é crescente
per z € (—1,0) e per z > 1. Di conseguenza x = 0 & un punto di massimo relativo e z = +1
sono due punti di minimo relativo; si vede imediatamente che f(0) =1 e f(£1) = 0. Per
calcolare la derivata seconda di f(z), si applica la regola di derivazione del rapporto di due
funzioni, tenendo conto che

(23 — ) =322 — 1,
(2 +1)%) =3(z® +1)% - 2z = 6z(2® + 1)



204

CAPITOLO 9. STUDIO DEL GRAFICO DI UNA FUNZIONE

Si trova quindi

(322 — 1) (22 +1)3 — (2% — 2) (62(2% + 1)?)

f'(@) =

(14 x2)6
(322 —1) (22 +1) — 62 (23 — )
=38
(1+22)4

_83x4+3x2—x2—1—6m4+6m2 _8—3334—1—8332—1

B (14 22)4 B (14 22)4
Il segno di f”(z) & determinato dal segno di g(z) := —3z* + 822 — 1. Se poniamo z? = ¢
(ovvero & = 4+/t), riscriviamo g(z) = g(£vt) = G(t) := —3t> + 8t — 1, cosi che, per

determinare il segno di g(x), dobbiamo studiare la disequazione di secondo grado G(t) > 0.
Si ha G(t) = 0 per t = t; oppure t = t3, dove

4—-+/13 4+ V13
th = ———, to = ————,
3 3
entrambi positivi. Tenuto conto del segno del coefficiente di t? in G(t) concludiamo che
G(t) ¢ positiva per t € (t1, t2) e negativa per t € [0, t1) ete (tg, +00). Quindi, in termini
di z, si ha g(z) > 0 per x € (x1,z2) oppure per x € (—x2, —x1), dove

mentre g(x) < 0 per < —xy oppure x € (—x1,x1) oppure x > x3. Ne segue che
la funzione f(x) ¢ convessa per x € (z1,z2) oppure per x € (—xg2,—x1) € concava per
x < —x9 oppure x € (—x1,x1) oppure > x9. I punti x = —x9, x = —21, T =1 € T = X9
sono punti di flesso obliquo, in cui cambia la concavita della funzione. Il grafico di f(x) &
rappresentato in Figura [9.52

Figura 9.52: Grafico della funzione dell’esercizio 29.
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30. La funzione
2 —4

@)=y mra

¢ definita per ogni € R tale che 22 > 4, quindi per z > 2 oppure x < —2 (il denominatore
¢ sempre strettamente positivo). Quindi si ha

Dy =R = (—00,-2) U (2, +00).

Usando la continuita della funzione radice quadrata, si trova

zgr:iloo f :p~>:too V x2 + 4 V x%ioo (L‘2 + 4’

dove
4
2 4
1-— _ =
.zt -4 " < x2> o 72
LN F R S I S Eal
x X

Pertanto la funzione ha un asintoto orizzontale y = 1 sia per x — oo che per x — —oo.
Inoltre

lim f(z)=0, lim f(z) =

T——2" z—2+

quindi la funzione f(z) non ha asintoti verticali. La derivata prima di f(x) vale

oo 1 22 —4\"_1 /x2+42x(x +4) — (22 —4)2z
f(x)_2 3;2_4(31:24—4) 2 —4 (22 44)2

244

[22 +4 22 +4— 224+ 4 8z
=T .
2 4 (352 + 4)2 ($2 + 4)3/2(562 _ 4)1/2

Poiché il denominatore ¢ sempre positivo per z € Dy, si vede immediatamente che f'(z) >
0 (e quindi f(x) & crescente) per x > 0 e f'(x) < 0 (e quindi f(z) ¢ decrescente) per x < 0.
La derivata seconda di f(z) & data da

(a2 +4)3/2(a;2 _ 4)1/2 o <3$(x2 +4)1/2(:c2 _ 4)1/2 + (a2 +4)3/2x(a:2 _ 4)71/2>

f//(aj) =8 (xz T 4)3(:52 — 4)
78(372—1-4)1/2 (2 +4) (2* —4) — 22 (3(2? — 1) + (2® + 4))
B (22 — 4)1/2 (22 +4)3(22 — 4)
_ 8(x2 +4)1/2 (2* — 16 — 42* + 8) 8(3z* +8)

(22 — 412 (22 +43a%2—4) (22 +4)5/2(a2 — 4)3/2
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dove si é tenuto conto che

(22 + 4)3/2Y = g(ﬁ +4) 290 = 30(a? 4+ 4)'72,
e, analogamente, che

(2~ Y2 = L 4) P = afa? — )72

Si ha f”(x) < 0 per ogni € Dy: ne segue che la funzione f(x) ¢ concava. Il grafico di
f(x) ¢ rappresentato in Figura [0.53]

-20 -10 0.65-

Figura 9.53: Grafico della funzione dell’esercizio 30.



10 Integrali

10.1 Integrali definiti

Sia f : [a,b] — R una funzione continua. Siano M e m il massimo e il minimo di f in [a, b],
rispettivamente (per il Teorema di Weierstrass sappiamo che esistono). Suddividiamo il segmento
[a, b] in n parti nel modo seguente: fissiamo a = zg < x1 < 2 < ... < Tp—1 < &, = b e poniamo
Azri =11 — 209, AT = 9 — 21, ..., AT)Hy = Ty — Tp_1. Indichiamo con M; e m il massimo e il
minimo di f in [zg, 1], con My e mg il massimo e il minimo di f in [x1,z9], ..., con M,, e m,
massimo e il minimo di f in [x,—1, 2,

Definizione 10.1. Le due somme

n
S, = m1Axy + maAzy + ...+ myAx, = Z m; Ax;,
i=1

n
5, = MW Az + MoAzs + ...+ M, Az, = ZMZA.%“
=1

si chiamano, rispettivamente, somma integrale inferiore e somma integrale superiore.

Osservazioni:

1. Se f(x) > 0Vz € [a,b], la somma integrale inferiore rappresenta l’area della figura inscritta
in f, mentre la somma integrale superiore rappresenta ’area della figura circoscritta a f;
cfr. la Figura [10.1

2. Poiché m; < M; peri=1,...,nsihas, <3,, dove il segno = vale se e solo se la funzione
f @& costante.

3. Poiché¢ m; > mperi=1,...,nsi ha
Sp = mAxy + ...+ mAx, >m(Axy+ ...+ Axy) =m(b—a).
4. Poiché M; < M peri=1,...,nsi ha

Sp < MAx1+...+ MAx, < M (Az1+ ...+ Azy) =M (b—a).

207
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a r1 Ty T3 X4 b
Figura 10.1: Somma integrale inferiore e somma integrale superiore.

Definizione 10.2. Per ognii =1,...,n si scelga un punto & € [x;—1,x;]. La somma

sn = F(€) Axi 4.+ f(&) Awn =Y f(&) A

=1

prende il nome di somma integrale.

Osservazioni:

1. Sia le somme integrali superiore e inferiore che la somma integrale dipendono dalla
suddivisione dell’intervallo.

2. La somma integrale dipende anche dalla scelta dei punti &1,...,&,.

3. Poiché &; € [x;—1,x;] si ha m; < f(&) < M;, quindi

imiAaji < i f(&)Ax; < i M;Ax;,
i—1 i—1 i—1

ovvero
Sn < 8y <3

4. Per n fissato il numero degli intervalli é finito, quindi possiamo considerare max; Ax;. Al
crescere di n il numero degli intervalli aumenta: possiamo per esempio infittire i punti in
modo tale che max; Az; divenga sempre pitl piccolo. Si pud allora considerare il limite
della somma integrale per suddivisioni dell'intervallo [a,b] in intervalli di ampiezze Ax;
tali che max; Axz; — 0. Ovviamente in tale limite n — +oo.

Definizione 10.3. Data una funzione f : [a,b] — R continua, se per ogni suddivisione del-
Uintervallo [a,b] in n segmenti [x;—1, ;] e per ogni scelta dei punti & € [x;—1,x;], nel limite in
cui max; Ax; tende a 0, la somma integrale s, tende a uno stesso limite s, allora tale limite si
chiama integrale definito della funzione f(x) sul segmento [a,b] e si indica con

n b
s= lim %;f(gn) Az; = /a f(z)d.

max; Az;
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Diciamo anche che a é ’estremo inferiore e b & [’estremo superiore dell’integrale, e che [a,b] &
l’intervallo di integrazione.

Definizione 10.4. Se il limite s esiste la funzione f si dice integrabile in [a, b].

Teorema 10.5. Sia f: [a,b] — R una funzione continua. Allora f ¢é integrabile in [a,b].

Osservazioni:

1. Finora abbiamo assunto a < b. Per consistenza si definisce

/baf(m)dxz—/abf(m)dx, /a“f(l.)dxza

che permette di considerare anche i casia >be a=0>.

b
2. Se f(xz) > 0 in [a,b] allora l'integale [ f(x)dx rappresenta geometricamente ’area della

a
regione racchiusa tra l’asse z, il grafico della funzione f(z) e i due segmenti verticali che
uniscono 1 punti (a, f(a)) e (b, f(b)) ai punti (a,0) e (b,0), rispettivamente; cfr. la Figura
10.2)

a b
Figura 10.2: Interpretazione dell’integrale di una funzione positiva.

Esempi:
1. Se f(x) =k, con k costante, data una suddivisione qualsiasi di [a, b] in intervalli [z;_1, z;]
e scelti comunque i punti & € [x;_1, z;], si ha

n

$n= fl&)Axi =k (x;— 1) = k(b—a),
i=1

=1

b
dove Ax; = x; — x;_1, quindi / kdx = lim s, =k (b—a); cfr. la Figura|10.3
a

max; Az;—0
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Figura 10.3: Somme integrali e integrale di f(x) = k.

2. Se f(z) = x consideriamo una suddivisione di [a,b] in n intervalli, tutti con la stessa
ampiezza Az = (b—a)/n: xg=a, x1 =a+ Az, xo =a+2Ax, ..., x, =a+nAz =b, e
scegliamo i punti & nel modo seguente: & =a, & =a+ Az, ..., & =a+ (n—1)Ax =
b — Az. Si ha allora

Sp = SAr+EAT+ .+ A= (6 +H &+ .+ &) A
= (a+(a+Az)+...4+(a+ (n—1)Az)) Az
= (na+(1+4+...+(n—1))Az) Az

= (na + @Aaz) Az =nAzxa+ @(Aavf
n—1 9
= (nAz)a + (nA:c) (b—a)a+ 5 (b—a)*,
dove abbiamo usato il fatto che
nd n — 1
142...+(n—1) Z i=

Poiché Ax; = Az = (b—a)/n per ogni i, il limite di s,, per max; Az; — 0 si puo riscrivere
come limite per n — oo, e si ottiene quindi

. T n—1 2\ 1 .
maxihgzlci—m Sn = nEI—Ii—loo<( )a+ mn (b_ a) > - a(b a‘) + 2(b a)
_ b—ay b+ay 1,5 o
= (-0 (a+"50) =b-a) (F5) =5 (- a?).
' Lo o
In conclus1one/a xdx:maxih&l:i_)osnz B (b” — a®); cfr. la Figura [10.4

10.2 Proprieta degli integrali definiti

b b
1. f continua in [a,b]eaE]R:>/ af(m)da::a/ f(z)dx
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Figura 10.4: Somme integrali e integrale di f(z) = x.

b b b
2. f e g continue in [a,b] = / (f(z)+g(z))de = / f(z) d:v+/ g(x)dz.
b b
3. f e g continue in [a,b] e f(x) > g(x) Vx € [a,b] = / f(z)dx > / g(x) dz.

b
4. f continua in [a,b] e f(xz) > 0 Vz € [a,b] = / f(z)dx > 0.

b

5. f continua in [a,b] = m(b—a) < [ f(xz)dz < M(b— a), dove m e M sono il minimo e
il massimo, rispettivamente, di f in [(ZL, b].
Dimostrazioni:
1. Si ha

n

b
[at@de= tm Saf)an
a =0

max Az; —0 max Az; —0

n n b
lim aZf(gi) Az;=a lim Z f(&) Ax; = a/ f(x)de.
i=0 i=0 @

2. Se h(z) = f(z) + g(x), effettuando la stessa suddivisione in intervalli per le due funzioni
e scegliendo gli stessi punti & per entrambe, si vede che la somma integrale per h é data
dalla somma delle somme integrali di f e g:

n

b b
[ o= [ @)oo= lm | ST(E6) +9(6) A
a a =0

max Ax; max Az; —0

n n - b b
nm%Z f&)Azi+  lim > g(&) A = / f(z)dz + / g(x)dz.
i=0 i=0 a a
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3. Effettuando la stessa suddivisione in intervalli e la stessa scelta dei punti & per le due
funzioni f e g, si trova

/bf(w)dxz lim Uzn:f(&)miz lim zn:g(&)ﬁwz‘Z/bg(w)dx-
a iz i=0 a

max Ax; max Ax; —0

4. Segue dalla proprieta |3| con la funzione g(z) = 0.

5. Segue di nuovo dalla proprieta [3[ notando che m < f(z) < M in [a, b].
b
Teorema 10.6. f continua in [a,b] = 3¢ € (a,b) tale che / flx)dx = f(&) (b—a).

Dimostrazione. Per la proprieta |o|si ha

1

me_a/abf(x)da}SM

Poiché ¢ continua, la funzione f assume tutti i valori compresi tra m e M (per il Teorema [6.5)),
quindi esiste un punto £ € (a, b) tale che

b
1O =5 [ Fa)da

da cui segue I’asserto. [ |

Osservazione: il teorema ¢ noto come teorema della media.

b c b
Teorema 10.7. f continua in I e a,b,c € 1 :>/ f(z)dx :/ f(x)d:c+/ f(z)de.

10.3 Integrali indefiniti

Definizione 10.8. Si dice che una funzione F' ¢é una primitiva della funzione f in [a,b] se F ¢é
derivabile in (a,b) e F'(x) = f(z) Vx € (a,b).
Esempi:

1
1. F(z) = §:U2 ¢ una primitiva di f(z) = .

1
2. F(x) = §$3 & una primitiva di f(z) = 22

T

3. F(xz) =¢€" ¢ una primitiva di f(z) = e".

4. F(x) =sinz & una primitiva di f(z) = cosz.
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Osservazione: una funzione f(x) ammette infinite primitive. Infatti se F'(z) ¢ una primitiva,
anche F'(z) + ¢, con ¢ costante arbitraria, ¢ una primitiva.

Teorema 10.9. Siano Fi(z) e Fa(x) due primitive della funzione f(zx) in [a,b]. Allora Fy(z) —
Fs(x) é costante.

Dimostrazione. Poiché F{(x) = Fj(x) = f(z) in [a,b] si ha F](z) — Fj(x) = 0 in [a, b], quindi la
funzione p(z) = Fi(x) — Fy(x) ha derivata nulla in [a,b]. Per il Teorema (di Lagrange) per
ogni = € [a, b] esiste £ € [a, z] tale che

p(x) = p(a) = ¢'(§) (z — a),

quindi, poiché ¢'(z) = 0 per ogni x € [a,b], si trova p(x) = p(a) Y € [a,b], ovvero ¢(x) &
costante in [a, b].

Definizione 10.10. L’insieme delle primitive di una funzione f(z) si chiama integrale indefinito

di f e siindica con /f(:z;) dz.

Osservazione: quindi, se F(z) ¢ una primitiva di f(x), si ha /f(:z:) dz = F(x) + ¢, dove c &

una costante arbitraria.

T

Teorema 10.11. f continua in [a,b] = ®(z) = / f(t)dt e una primitiva di f.
a

Dimostrazione. 1l rapporto incrementale della funzione ® é dato da

A r+Az z r+Az
Ti - ﬁ (/a F(t)dt —/a f(t)dt) = Alx/x f(t)dt,

o+ Az
dove A® = ®(z + Az) — ®(z). Per il Teorema |10.6 si ha / f(t)dt = f(&)Ax, per un

x
opportuno & compreso tra x e x + Ax (ovvero € (x,z + Ax) se Az > 0e & € (x4 Az, ) se
Az < 0). Quindi

AP 1 / . AP
Ar Az (f(OAz) = f(§) = P(z)= Aligoﬂ = Alglﬂfgof(f) = f(z),
dove si é usato che £ — x per Az — 0 (per la continuita di f). ]

Teorema 10.12. Sia f una funzione continua in [a,b] e sia F' una sua primitiva. Allora si ha

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

x
Dimostrazione. La funzione ®(x)= / f(t)dt ¢ anch’essa una primitiva di f per il Teorema
a

x
10.11} Quindi / f(t)dt = F(z) + ¢, dove ¢ & una costante, per il Teorema |10.9] D’altra parte
a
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a

0= / f(t)dt = F(a) + ¢, quindi ¢ = —F(a). Segue che /x f(t)dt = F(z) — F(a). Se si pone

a
x = b si ottiene 'asserto. ]

Osservazioni:

1. Il teorema é noto come teorema fondamentale del calcolo integrale.
2. Usualmente si scrive F'(b) — F(a) = F(z)| .
a

3. Il teorema fornisce una regola per calcolare I'integrale definito di una funzione: si deve

prima trovare una qualsiasi primitiva di f e quindi si calcola la differenza tra i valori che
essa assume in corrispondenza degli estremi di integrazione.

10.4 Tabella di integrali indefiniti

1'0‘"‘1
1. xadx:a+1+c, dove o # —1.
2. / =Inlz|+c.
3. /smxdx——cosa:+0
4. /cosa:dw—smw+0
dx
pp =tgr+ec
coS
6. / 75— = —cotgz +c.
sin®
7. /tgxd:c——ln\cosaﬂ—i—c
8. /cotgwdx—ln\smﬂ—i—c
9. /e”"dx—e +c.
10. / ——i—c dove a > 0, a # 1.
Ina
11. /1—!—;132 = arctgx + c.
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12.

13.

dx 1. jz+1
=
/1—562 2 M1 te

= arcsinzx + c.

=

dx
14. / zln’:c—i—\/:cQ—ka‘ +ec.
Vat+a
Osservazioni:
1. Le formule sopra seguono dalle espressioni trovate in §7.1]e §7.4] per le derivate delle funzioni

elementari principali, a eccezione delle formule [7] 8] [I2] e [I4] che possono comunque essere
verificate esplicitamente per derivazione della primitiva.

L’integrale [7] si pud ottenere mediante il metodo di integrazione per sostituzione che sara
descritto piu avanti (cfr. §11.1)), con la sostituzione ¢ = cos x.

Analogamente l'integrale si pud ottenere mediante il metodo di integrazione per
sostituzione, con la sostituzione ¢ = sin z.

L’integrale [I2] si puo ottenere mediante il metodo di integrazione delle funzioni razionali
che sara descritto pit avanti (cfr. in particolare ’Osservazione (1| di pag [227)).

Anche l'integrale [14] si puo ottenere tramite una sostituzione, perd meno semplice dei casi
[M e[ Infatti, se a = 1, si puo introdurre una variabile ¢ tale che

1,1
T= 3 v )

1 1 1 1\? 1£2+1
\/1+x2:\/1+(t2—2+t2>:2 <t+) S

cosi che

4 t 2t 7

1 1 12 +1
de==(1+=|dt=-—+—d¢t
v 2( +t2> 5 2

da cui si ottiene
/ dz / dt Int 4+
———= [ — =Int+ec
Vi +a t
Invertendo la relazione che lega x e t si trova
?—2t—-1 = t=z+tVe2+1l =— t=z+Va2+1,

dove la determinazione con il segno — va scartata poiché dobbiamo calcolare il logaritmo
di ¢. Il caso a # 1 si puo ricondurre al caso a = 1 tramite la sostituzione x = y+/a.

Mentre le derivate di funzioni elementari sono sempre funzioni elementari, non & vero che
ogni integrale indefinito si possa esprimere in termini di funzioni elementari. Per esempio

i d
/6_12 dz, / S dz, oL / 1 —k2sin?2zdz, con0<k<1,

z Inx’
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rappresentano funzioni di natura nuova rispetto a quelle incontrate finora. In particolare

la primitiva
2
P(x) = ﬁ/e_x2 dr +c
di 2¢7** /\/7 che si annulla in = = 0, i.c.

2 x
O(x) = ﬁ/o e dt,

prende il nome di funzione degli errori di Gauss, mentre la primitiva
/\/1—kzsin2xdx+c, con 0 < k<1,
che si annulla in z = 0, i.e.

X
/ V1—k2sin?tdt, con0< k<1,
0

prende il nome di integrale ellittico (incompleto del secondo tipo).



11 Metodi di integrazione

11.1 Integrazione per sostituzione

b
Supponiamo di voler calcolare 'integrale / f(z)dz. Se F(z) ¢ una primitiva di f(z), i.e.
F'(z) = f(z), si ha ‘

b
/f(a:)d:c:F(a:)+c == / f(z)dz = F(b) — F(a).

Supponiamo anche che si abbia = ¢(t), dove ¢ : [a, f] — [a,b] & una funzione biunivoca (e
quindi invertibile) di classe C'! (e quindi derivabile). Indichiamo con G(t) la funzione composta
G(t) = F(e(t)). Siha allora G'(t) = F'(p(t)) ¢'(t) = f(e(t)) ¢'(t), per la regola di derivazione
della funzione composta. Quindi G(t) ¢ una primitiva della funzione f(¢(t)) ¢'(t):

B8
/ fe®) g dt =Gt +e = / F(1) &) dt = G(8) — G(a).

D’altra parte, poiché ¢ : [a, (] [a,b] e quindi, in particolare, p(a) = a e ¢(5) = b, si ha
G(B) = F(p(B)) = F(b) e G(B) = F(¢(a)) = F(a), cosi che possiamo concludere che

b
/ f(x) dz = / Fp(t)) @' (1) dt

Osservazioni:

1. La discussione sopra mostra che, a livello di integrali indefiniti, si ha

/ fla () +c=G(t) + ¢ = / F(p(t)) @' (1) dt

poiché F(x) = F(p(t)) = G(t), e quindi

[ r@rae= [ sem)eoar

Una volta calcolato G(t) si trova F'(x) esprimendo ¢ in funzione di z attraverso la funzione
inversa di ¢, i.e. F(x) = G(p 1(2)).

217
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Possiamo interpretare 1’espressione sopra dicendo che, formalmente, dz = ¢'(¢)dt.

Spesso puo essere utile definire x in termini di ¢, scrivendo ¢t = ¢(z). Si ha allora ¢ (x) =
o (x) ovvero p(x) = ().

. Per la regola di derivazione della funzione inversa (cfr. § si ha allora ¢/(t) = 1/¢/(z),

quindi formalmente possiamo scrivere ¢/ (x)dz = dt.

Esempi:

1.

w

IS

ot

=

7.

oo

Ne)

10.

/23: cosz? dx = /cost dt = sint + ¢ = sinx? + ¢ (sostituzione ¢t = z2).

1

x2+3 dr = 3

2 Ly 5
/ - 1n5 In2) =1In 3 (sostituzione t = 1 + 22).
2

t

\f/ arctgt+ 1act T n
= c= ——arctg — +c.
1+t2 V3 V3 g\/g

/1 1+:1:2 T2

2
1 1 1
/1 T a:4 =3 /1 e dt = i(arctgél — arctg 1) (sostituzione t = 22).

Larctg Z + ¢ (sostit t="2)
= —arcC C (SOST1 UZIOne = —).
2 + a2 a g a a

dx
— 2

r+a
T—a

x
= ln‘ ’ + ¢ (sostituzione t = =).

2 a

T L x
= arcsin — + ¢ (sostituzione t = —).
a a

\/7

1 2 1 1 1 1 .
cos® o dx = wdﬂ?:*<$+f costdt):f(x+fsin2x)zx+smw
2 2 2 2 2 2

14 cos2x
(si & usata prima la formula cos® x = ;, poi si ¢ effettuata la sostituzione t = 2x

S
Nk
|
|

per calcolare 'integrale di cos 2z, infine si é usata la formula sin 22 = 2sinx cos x).

) /\/1—12dx:/\/1—sin20 costHz/cos20d0:;<arcsinx+x\/1—x2>

(sostituzione: prima z = sin 6, poi § = a//2; si & anche tenuto conto che la funzione v/1 — 22
¢ definita per |z| <1 =0 € [-7/2,7/2] = cosf > 0 = Vcos? 6 = | cosf| = cosb).

/2 7r/21 9
/ \/1x2dx—/ V1 sin? ecowde_/ cos29de:/ LHcos20 g
0

2

1 1
4_|_4/0 cosada—1+4(51n7r—sm0) —%

(sostituzione: prima z = sin#, poi si procede come nell’esempio precedente, usando il
fatto che cos# > 0 per § € [0,7/2]; oppure si applica direttamente la [9).
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3 16

2z +2 1

11. / zx—kdx:/ —dt =In16 — In4 = In 4 (sostituzione t = 2% + 2z + 1).
1 ¥ +2r+1 4 T

3 3 2
d d dt
12./ 5 ; +2:/( 19)52+1:/Ht?zarctg2—arctg1(sostituzione t=x—1).
2 X7 — 4aT 2 \T — 1

13 / dx _1/ dx N
' ax?+br+c a < +b)2+4ac—b2
. 2a 4a2

dac — b

(I) se CLZCLT > 0 allora
/ dx 1/ dx 1 tt+ 1 t<1<+b))+

——— =~ | ——— = —arctg - +c= —arctg ( —(z + — c

ar?+br+c a ) t2+k%2  ak &% ak e\ 2a ’

4ac — b* b
dove k2 = 27 (sostituzione: prima ¢t = x + —, poi si usa la;
4a? 2a
4ac — b*
(IT) se 6272 < 0 allora
a
b
dx 1 dz 1 1 +%+k n
- = T g —2a
ax?+br+c a ) t?—k? 2ak b “
4ac — b?
dove k? = —(1072 (sostituzione: prima ¢t = x + —, poi si usa la H}
4a 2a
0 0
d 1 d
14 /_1411:2_;1;:1:4_2 — 4/_113721 — Si applica la 13, caso (I), con k — 1/2 €
(#=3) +1

1 0 dx 1
t—g— = = 7:7( te (—1) — arct —3).
Ty /_14x2—4x+2 5 (rete (—1) — arctg(=3)

Ab
wrn o Rewine (o)
15. dx
a:):2+bx+c ax? +bxr+c
A 2ax + b Ab 1
e U S (B—)/d
2a/aw2—|—b3:—|—c 2a a +bz+c T
A Ab 1

e l'ultimo integrale si calcola usando la

x 1 1 dx
16. — = dx=-Inl|z? 1=z f —
/mz—l—x—lx 2n|x +z—1| 2/x2—|—:c—1
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(si sono usate prima la (15 e poi la caso (II), con k% = 5/4 per calcolare il secondo
integrale).

1 2 1 1 1
17. /xdx: /de/dx, dove
2+z+1 2] 224+x+1 2] 22+zx+1

1 2 1 1 1
2/xziz+1dm:2ln\x2+m+l—|—c:2ln(x2+m+1)+c,

1 1 1 1 2 1
/daz: /2 dx:/ 3 dz
2) 24+x+1 2 1 3 3 2 1

< )*4 ( <m >) o

V3

T+ - —1—2

2
= iarct <2 (x + 1)) + ¢, da cui segue che
/3 g /3 5 ) g

x 1 1 2x + 1
7d$: *ln I‘2+JJ+1 — —arct <> +c.
/fc2+x+1 T ) BB

1 1
18. /:lgzj_;:mdx =3 In(z? + 42 +5) — arctg (z + 2) + .

x
19./dx:—/dt=—t+c:— a? — 22 + ¢ (sostituzione t = Va2 — x2).
- ( VE= )
x
20. /dm:/dt:t—i—c: 1+ 22 + ¢ (sostituzione t = /1 + 22).
T ( )

Osservazioni:

1. Nell’Esempio [13|1a condizione (4ac — b?)/4a® > 0 implica che il polinomio ax? + bz + ¢
non ha radici reali. Al contrario la condizione (4ac — b%)/4a® < 0 si presenta quando le
radici sono reali. In tal caso I'integrale si puo calcolare anche come sara discusso in a
proposito dell'integrazione di funzioni razionali. Il caso in cui si abbia (4ac — b%)/4a® = 0
si riconduce invece al caso [I] di con o = —2.

2. Gli integrali di cos® z e di v/1 — 22, visti negli Esempi|§| e |§|, si possono calcolare anche con
il metodo di integrazione per parti (cfr. gli Esempi (7| e [10]di §11.2)).

11.2 Integrazione per parti

Ricordiamo che, date due funzioni derivabili f e g, si ha (fg)' = f'g + f¢’. Quindi integrando si
ottiene

f(x)g(x) = / f'(x) g(x) dz + / flz) g (x) da.
Si trova quindi
/fwwwmwzﬂ@%w—/ﬂ@d@Na

che é nota come formula di integrazione per parti.



11.2. INTEGRAZIONE PER PARTI 221

Esempi:

1. /a: sinxdx:—xcosx—i-/cos:cda::—a:cosx+sinx+c.

o

/lnzxdw::Ulnx—/da::xlnw—x+c.

2 2 2
T T x T
1 =—he— [ = = —Ilnr— — )
/:U nxdr 5 nx /de 5 nx 1 +c

w

rzefdr =ze” —/e’:dx:me’”—ez—i-c.

5. /er dz = 22 e —2/mezdx:e$(a§2—2x+2)—l—c.

in 2 1
6. [ (2*+ 7z —5)cos2zdr = (2% + 7z —5) sz $—2/(2m+7)sin2xdx
2 2 in 2
B sin x+(2$+7)cos z _sin2e
2 4 4
7. | V1-2?de=2V1—2?— / < )d:c
/ \/1—962

=zv1-—22— / /
\/l—x V1 — 22
=zvV1— 22 —/\/1 — 22 dx + arcsinx + ¢, da cui si ottiene

1 1
/\/ 1—22dx = 5% 1—22+ iarcsinx + ¢ (cfr. anche I’esempio H di pag. [218)).

3. /ea‘” cos ba d — eaxbsin bx 4+ a cos bx
a? + b2

9. /eam sin b do — eaxasin bx — bcosbx
a? + b?

d
10. /COSQxd:v:/cos:rd(sinx)dx:cosxsinx—i—/Sinzxd:v
x

=cosxsinz + (1 — cos? a:) dz, da cui si ottiene

. X + sinx cos x
/cos2xda;251nxcosa:+x—/cos2:1;dx:> /cosZ:z:d:c:Q.

. T —sinxcosx
11. /SIHQCCdCL‘: —
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T

d . . .
12. /cos4 xdr = / cos® z d—(sm z)dz = cos® zsinz + 3 [ cos? zsin? xda
=cos®zsinz + 3 [ cos?zdz —3 / cos* z dz, da cui si ottiene

1 1 3
/cos4xdx: 4<cos3xsinx+3/cos2m> = Z(cos?’:csin:vqt§(x+sin1:cos1:)> +ec.

11.3 Integrazione di funzioni razionali

Definizione 11.1. Le funzioni razionali del tipo

A 5 A 3 Ar+ B Ar+ B

1. , —_—, . -, . e,
r—a (x —a)k 2 +pr+q (22 + px + q)*

dove k € IN, k > 2, e A, B,p,q sono costanti reali tali che p*> — 4q < 0, prendono il nome di
elementi semplici (o fratti semplici).

Osservazioni:
1. La condizione p? — 4¢q < 0 assicura che il polinomio 22 4+ px + ¢ non ha radici reali.

2. Alla luce dei risultati visti in precedenza, ¢ immediato calcolare le primitive degli elementi
semplici. Infatti per i primi tre elementi semplici si ha

/ A dz = Aln|z —al + ¢,

Tr—a
/Adx:— A +c
(z —a) (k=1 (z—a)t
/Aa:+B dm:éln‘xz—i-px%-q‘—i-iZB_Ap arctgizx—i_p +c
2?2+ pxr+q 2 /4q — p2 Vig—p2

dove si sono usati i risultati |1} e [2] di (con la sostituzione t = x — a) e le formule
degli esempi [13| e [15| di §13.1, mentre I'integrale dell’ultimo elemento semplice pud essere
discusso come segue.

. Ax+ B A Ap
. h — —dz = — B-—E)7r
3. Si a/(m2+px+q)k dz 2Jk+< 2 ) k, dove

20 +p / 1
Jh=[ —"" dz, Iy=|]-——dz
k ./cﬁ+px+qw v ) @ rpr

Il primo integrale si calcola immediatamente e da

1
J = .
TR @il ©

Il secondo, ponendo ¢t = x + p/2 e m? = q — p?/4 > 0, si riscrive

dt 1 dt 1 t2dt
b=t = [ ey w2 | @re T w | @ e
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dove, integrando per parti, si trova

t2dt 1 t dt
/ @ +m2)kF ~ 2k—1) ((t2 +m2)k-1 / (12 + m2)k—1) '

In conclusione

B t N 2k — 3
S 2m2(k — 1)(12 +m2)k-1 7 2m2(k — 1)

che fornisce un modo iterativo di calcolare L, fino a ridursi a

Ly,

I / dt 1 ‘ t n
= | ——— = —arctg— +c.
! 2Zim? mo B,
Esprimendo poi t e m in funzione di x, p, q si trova il valore di Ij.
4. Per esempio, per k = 2, si trova
Axr+ B
o Er— ¢
(2 +px +q)
Bp —2Aq + 2Bz — Apx ~ 2(Ap — 2B) " ( D+ 2x )+
— —_ c.
(4 —p?)(2? +pr +22) * (4g —p?)3/? Vig—p?

Esempi:

4 2
B

2x +3 1 9 13 122 +5
2. —————dz=-In|6x" +bx+ 2|+ arct + c.
/61‘2+5£L‘+2 6 | ’ 3v/23 & V23
2z — 1 ) 3 z+1
3. /m2+2m+5dx:1n|x +2x+5’—§arctg72 + c.
z—1 T+ 2 V2 T+ 1
4. = dr=———" = Y Tarctec— )
/(x2—|—2x+3)2 T ooty 4 e g e

Definizione 11.2. Una funzione razionale P(x)/Q(x) si dice regolare se il grado del numeratore
¢ inferiore al grado del denominatore.

Teorema 11.3. Una funzione non regolare si puo sempre scrivere come somma di un polinomio
e di una funzione razionale regolare. In altre parole, se P(x)/Q(x) non ¢ regolare, allora esistono

polinomi M (x), F(z), f(x) tali che
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Osservazione: per determinare i polinomi M (z) e F(x) si deve effettuare la divisione tra i due
polinomi P(z) e Q(x): M(x) é il quoziente e F(x) ¢é il resto della divisione.

Esempi:
2
T 1
1. =zr—1+—-.
P |
92 M_1+2x+3
' 2—-1 x2 -1
zt + bz 4 — 12
3. ————— =2+ —4———.
»+r+1 P +ar+1
3 2
x4+ 3z +x+1 2¢ — 11
4. = 4 .
2 —z+3 T +x3+3x2+x+1

Teorema 11.4. Sia F(x)/f(x) una funzione razionale regolare e sia x = a una radice reale di

)
molteplicita k di f(x), i.e. f(x) = (x —a)kfi(z), dove fi(a) #0. Allora si ha
F(J}) Al F1 (.%')
f

+ :
()  (@—a)l  (z—a)"fi(z)
dove A1 ¢ una costante e Fy ¢ un polinomio di grado inferiore a quello di (x — a)*~'fy(x).

Teorema 11.5. Sia F(x)/f(x) una funzione razionale regolare e sia x = a una radice reale di
molteplicita k di f(x). Allora si ha

F(x A A A Fy(x
(z) _ A C+ L T s k@),
f@)  (z—a)f  (z-a) r—a  fi(z)
dove Ay, As, ..., A sono costanti e F(x)/ fr(z) & una funzione razionale regolare.
Dimostrazione. Si applica k volte di seguito il Teorema rispetto alla radice z = a. [ |

Teorema 11.6. Sia F(z)/f(z) una funzione razionale regolare e sia f(x) = (x%+px+q)Fp1 (),
dove @1(x) non ¢ divisibile per % + px + q. Allora si ha

F(.ZL‘) o Mix + Ny (I’l([L')

fl@) (@ +prtat (22 +pr+ ) loi(e)

dove My, Ny sono costanti e ®1(x) ¢ un polinomio di grado inferiore a quello di (z* + px +
k—1
Q)" ().

Teorema 11.7. Sia F(x)/f(z) una funzione razionale regolare e sia f(x) = (z%+px+q)Fp1 (),
dove @1(x) non ¢ divisibile per % + px + q. Allora si ha

F(I‘) Mix + Ny Msox + Ny Mpx + Nj n @k(x)

_ + +.+
flx) (@2 +pr+qtr (22 +pr+ gt ?+pr+q o)

I

dove My, N1, Ma, No, ..., My, Ny sono costanti e ®p(x)/¢r(x) & una funzione razionale regolare.
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Dimostrazione. Si applica iterativamente il Teorema [11.6 |

Teorema 11.8. Ogni funzione razionale regolare si pud scrivere come somma di elementi
semplici.

Dimostrazione. Sia F(x)/f(x) una funzione razionale regolare. Possiamo fattorizzare f(x)
scrivendo (cfr. §1.8))

fx)=(@—a)x—-0".. (X +pr+QH @a®+sz+r)...

dove si ¢ tenuto conto che il coefficiente del monomio di ordine pi alto di f(x) si puio associare
a F(z) (in altre parole se f(x) = ana™ + ... possiamo ridefinire F(z) = F(z)/a, e f(z) =
fl@)/an =2"+...).

Allora applicando iterativamente i Teoremi e otteniamo che F(x)/f(x) si puo

scrivere come

F(x A A A
@ _ A4 T
f(x (r—a)*  (z—a)® r—a
By By Bg
S S A oo R
s P
Mz + N Msx + No MH$+NN
(22 +pr+q)r (22 +pr+grt 2+ pr+q
Pz + @ Por 4 Q2 P,z +Qy
(@2 +re+s)y (22 +rx+s)r! 2?24+ re+s
s P
dove i coefficienti Ay, Ag,...,B1,Bo, ..., M1, N1, Mo, No,..., P;,Q1, P>, Q2,... vanno determi-
nati imponendo che le due espressioni siano uguali. [ |
Osservazioni:

1. Il procedimento per determinare i coefficienti qui descritto prende il nome di metodo dei
coefficienti indeterminati.

2. In principio il metodo dei coefficienti indeterminati permette di scomporre ogni funzione
razionale regolare in somma di elementi semplici. Ovviamente quello che puo essere difficile,
da un punto di vista pratico, & determinare le radici del polinomio f(z) a denominatore.

Esempi:
?+2 1 Lor 2 2
T+ 1)3(r—2) (w413 3x+1)2 9z +1) 9z -—2)
5 z+3 _ 3 1 5

z(x —2)(z+2) _@+8(x+2) +8(x—2)'
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2?41 1 3 4 2
3. 5.2 2t 2 :
(x —1)%z 2 (x—1) x—1
et —x+2 1 10 23 25 7

2 8 (@+28 2@—27 4@+2? 8a+2)

r+1 2 1-—-2z

- 1)@2+2) 3@-1) 3@+

6 1 1 T T
Cx(x?241)2 oz (22412 (2241)

I risultati visti finora permettono di calcolare 'integrale di qualsiasi funzione regolare. Infatti,
data una funzione razionale P(z)/Q(z), per prima cosa applichiamo il Teorema per scrivere
P(z)/Q(x) = M(z) + F(z)/f(z), con f(z) = Q(x). La funzione M (x) si integra facilmente
essendo un polinomio. Utilizzando il Teorema [I1.8]si scompone quindi F(z)/f(z) in somma di
elementi semplici, dei quali sappiamo calcolare l'integrale (cfr. le osservazioni dopo la Definizione
11.1).

Esempi:
z?+2 11 1 2 2
1. do = = - -2 14 ZInjz — 2|+
/(m+1)3(37—2) T GrIe 3wy gl tltghlr—2f+e
x 1 1 1
2. dz = ~In|z — 1] — = In(z? + 1) 4+ -arct .
/(x2+1)(m—1) x 2n\x | 4n(:c + )+2arcgm+c
ot + 423 + 1122 + 120 + 8 —(x+2) V2 z+1
3. dz= — Y larctg = — +1 1| +c.
/ 23l o raa s 4 e g Thlerlite
A /:c4—m+2 L, 2] + 10 23 N 25 +71 42+
. — 0 = — 1N | — —1n |r C.
x(zr4+2)t 8 3(x+2)3 4(x—-2)2 4(z+2) 8

r+1

> / (x —1)(22+2)

T
arctg — + c.

2 1
dx:§1n|x—1|—§ln(:n2+2)+ 7

1
3v2
6 / dx 1 N

.| 55—~ =—— —arctgz +c.

z2(x? + 1) x &

/:c3+a:2+:c+1
(x —1)2a2

~

1 4
de = ——+3Injz| - —— —Injz — 1| +c
x r—1

1 111
8. [ ————dr=1 = — SIn(1+4?) + e
/:c(x2+1)2 v=nfal 45 -l fe

Osservazioni:
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1. Se riconsideriamo l'integrale dell’Esempio di §10.4] possiamo notare che si puo
scomporre 1/(a? — z2) in elementi semplici, i.e.

111 1
a2—22 2a\z+a x—a)’
quindi si trova

/da;_l / ! / ! —i(ln|x+a\—ln]x—a|)+c
a2 — 122 2a T+a xr—al 2a ’

/ dx 11‘1'—1—0,‘_1_
— = _—1In c,
a2—22 20 lx—a

in accordo con quanto gia trovato.

1.e.

2. In particolare I'integrale [12] di §13.4 si puo ottenere in questo modo.

11.4 Esercizi

dx
1. Sicalcoli | ——.
Slca001/:€(ln$+1)

1
. . dz
2. Sl CalCOh/O m

1
3. Si calcoli / (\/E—i— (z +2)%% 4 2) dz.
T
/2
4. Si calcoli/ vVsinz cosx dx.
0

2
5. Si calcoli /ﬂf—gwjdx

6. Si calcoli /\/29C — 1dz.

e[l'
Si calcoli / —dx.
V1—ex
8. Si calcoli /arccos:r (1 + arccos x) d.

. . z—1
9. Sl CalCOh /23:3_4$2_6$dl’

4
10. Si Calcoli/ ln—wdx.
1 VT
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

CAPITOLO 11.

Si calcoli /
1+tga

Si calcoli / sin

Si calcoli

Si calcoli / In? z dz.

Si calcoli d:U

Si calcoli
1+sinz’

Si calcoli
e+ 1

In(
Si calcoli n(

Si calcoli

Ve (=t

Si calcoli 3z pe”

Ik~
J v
/
/
| =
/e

1
Si calcoli / N eVidz.
0

1.3 2
2

Si calcoli / %dx.

0 T4+ 3

1
Si calcoli / n—?’xd:r.
z

w/2
Si calcoli / sin? z cos® zdx.
0

. ) TV
Si calcoli
a2l
2x
Si dimostri che /dx =1.
e2r 41

METODI DI INTEGRAZIONE
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28. Si calcoli /w\/x + 1dz.

Soluzioni:

dx
1. —— =1In|l 1 .
/x(lnx+1) nflne 41 +e

) / dx _/ dx _1/ dx _1/ dx
' x2+4x+3_ (z4+D(x+3) 2/ z+1 2) x2+3
1

dz 1

(In2—-In4+1n3) =

L\D\}—tl\:)\

1
flni
2 2

w

/<ﬁ+ 33+2)3/2+1>dx

3 5 T

/fdx+/(ﬂz+2)3/2da:+/dx=2x3/2+2($+2)5/2—1+c.
22

7r/2 2
3.

4. / Vsinz cosxdr = = (81nx)3/2

2

6. Con la sostituzione 2% — 1 = 2 si ottiene

2
V2r —1der = — [ ——dt,
/ T 2 / 241
dove si & usato che
2 1 2 1
x =logy(t*+1) = oo In(t*+1) = dx

Si ha quindi

t2 1
/Mdt:/dt—/tQHdt:t—arCtgt—}—c,

2
/\/2”” —1dx = 2 (\/2“3 — 1 — arctgv2* — 1) +c

da cul si ricava

eCC
7. /d:c = arcsin e” + c.
V1— e

T 2241

1

0

229
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8. / arccos x (1 4 arccos z) dz = / arccos xdz + / arccos® zdz, dove

arccos xdx = x arccosx — /1 — 22 + ¢, / arccos® zdx

=z arccos® r — 21/1 — z2arccosz — 21 + ¢ = /arccos x (1 + arccos z) dz
= zarccosx (1 + arccosz) — V1 — 22 (1 + 2arccos z) — 2z + c.

1 dx dx 1/ dx

x—1
9 [T qp=_— &2
/2x3—4x2—6xx 12 —3+6 r 4) z+1

1 1
:—ln\aﬁ—fﬂ—l— ln\x]—fln]x—i—l]—i—c

Inz
10. [ —=dz =2yz(In|z| - 2) =
\/>

nx

7

11. Con la sostituzione tgx =t si ottiene

dz dt
/1+tgx:/<1+t><1+t2>’

dove si € usato che z = arctgt = dx =

—dz = 2/ (In || —2)\ =4(ln4—-2)+4=4(In4—1).

dt
1+¢2

/ dt _1/ dt_l/ t—=1 .
A+t)(1+t2) 2 1+t 2) 1+

dove

dt

t 1 ) dt
mzln\l—i—t\—i—c, /Hﬁdt:—zlnl—i—tl—i—c, /Hﬁ:arctgt—i—c,

da cul si ottiene
d¢ 1 1 1
e —— N R Y —arctgt
/(1+t)(1+t2) 5 n|l+t 4ny + !+2arcg +c

e quindi

d 1 1
/ v :§1n|1—|—tgx|—iln|1+tg2x|+g+c

1+tgx
L 1 + +
2

12. /Slri/fdx = —2cos /T +c.

1+tgx

V1+tgl

(In|sinz 4 cosz| + z) + c.

N —
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Con la sostituzione v/x = t si ottiene

2
VT —2/ dt,
2+\F 2+t
dove
2
=t—-2+ —
241t +2+t7

da cui si ha

/tdt—2/dt+4/ :——2t+41n\2+ty+c

Ve =z — n c.
/2+\Fd:p r—4yr +8In |2 + x| +

e quindi

/anxd:U:a:anx—2aclna:+2x+c.

/dx _/ dx _/ dx _/ dt dove = z/2
sinz ) (g+g> ~ ) 2sin(x/2)cos(xz/2) ) sintcost’ ver= A

dt dt d
Quindi/ - —/ —1n|tgt]—|—c:>/sinxx—ln\tg(w/2)\+c.

sintcost tgtcos?t

dx 1 —sinxz 1—sinzx dx sinx
1l+sinz 1 —sin®zx COS* T cos* T Ccos* T
1

=tgx —

COS T

Con la sostituzione & + 1 =t si ottiene

/ dz B 2/ dt
wr+1 ) 2-1
dove si ¢ usato che x = t? — 1 = dx = 2tdt. Quindi

/dt_l a1 [ dt

1
B B P T Ny PR
71921 1 32)iz1 - amlit-t-Inft+1)+e

cosi che

dx
—=In|vVz+1-1-In|vz+1+1|+c
/x\/m | |~ In| |

(et sint — e’ cos t) +c

N |

Con la sostituzione z=e’ si ha/sin(ln x)dx :/ sintel =

— /sm (Inz)d (x sin(Inx) — zcos(Inx)) + c.

231
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In(1 In(1 1 1 1
19. Mdm:—n< +x)+/ dz Jdove —— = — —
x? x z(1+ ) x(1+2z) = 14z
In(1 In(1
:>/de:—w+ln\x|—ln]1+xl+c.
x x

20. Con la sostituzione y/z =t si ottiene
/ dx B 2/ dt
Va(l—z) V1—1t2
dove si ¢ usato che z = t? = dx = 2tdt. Quindi

= arcsint + ¢ = 2arcsin /z + c.

IF= = i

21. Con la sostituzione e* = ¢ si trova
/e3xeezdx = /t2 et dt = e (e*® — 2¢" +2) +c,

dove si ¢ usato I’'Esempio [5] di §11.2]

22. Con la sostituzione y/z =t si ha
/\/Eeﬁdx:2/t2 eldt=2eV"(z — 2v/z 4+ 2) +«,

dove si & usato 'Esempio [ di §11.2]

23. Si ha
3+ 2?2 3x 1
——— =x+1-— — ,
r? +3 2 +3 2243
quindi
3 2 2
T+t 42 T 3 9 1 T
2T T = S| 3) — — arctg —
/ a3 2+x 2n(33 +3) \/garcg\/g,

da cul si ottiene

/1x3—|—$2—|—2d 3 L 4 . 1

= - —In-) — arctg —.

0 22+ 3 2 3 V3 g\/g
. Inx Inz 1

24 Sl tI‘OVa,/xgd:B:—M—M.

25. Si ha

: : 1 '
/s1n2x cos5xdx:/(s1n29: cosz:) cos4:cd93:/<3 sin®z | cos? z dz,
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e quindi, integrando per parti si ottiene

1
/ sin® z cos® rdx = 3 sin® z cos?

1

—sin® z cos?
~ 3

L3

~sin® 2 cos?
BE

che implica

7
3/sin2x cos® xdz =

4
:z:+§ sin? z cos® z dz

4 2 3
x—l—g sin? x 1—cos a:)cos xdx

4 4 . 2 5
m+§ sin? z cos :Edl’—g sin“ z cos® z dzx,

1 . 4 .
3 sin® z cos? z + 3 sin? z cos® x dz.

Ci si é cosi ridotti a calcolare 'integrale / sin? z cos®  dz, che puo essere discusso in modo

simile. Si ha infatti

1
/sian cos3a:d:L‘:/(sin2:n cosx) COSQZEdZL':/<3

~sin®z

/
> cos® z dz,

e quindi, integrando di nuovo per parti,

1

/sm2 T COS .led$ = g Sln3 T COS

L3
—sin® z cos?
"3

= —sin® 2 cos?
~ 3

che implica

w| ot

Unendo i risultati, otteniamo

/sian cos“r’cvda::§ L
7\3

—sin® x
3(1 ,

= —sin® x
/7r/2
0

7\3

In conclusione

. 1
/ sin x cos® z dx =

sinz cos® zdr = ———=

2
ac—i—g sin* z cosz dzx

2 2
erg sin? x 1—cos :c)cosxdx

2 .2 3
a;—i—g sin a;cosa;dw—§ sin” x cos® x dz,

. 2 .
3 sin® x cos® z + 3 sin® x cos z dz

1

.3 2 2 .3
:§s1n T COS a:—|—§sm x +c.

costx +

4
3 / sin® x cos® dx)

4 . 2, 2
COS x —— | =SIn" T COS™ T — S x
35\ 3 9

)+

3432 8

7359 105
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26. Con la sostituzione t = v/z2 — 3 si trova

xVa? — dt t
dt = [ dt—4 =1t — 2arctg —
/ x2+1 /t2 / /t 214 aretes o

N N
quindi/x * =V 2arctg( ’ 3)+c.

2+1 2

27. Con la sostituzione t = 2% si trova

2 1 t dt 1 [ dt 1
—de=< [ T2 71 t414+e=<In (¥ +1
/e2x+1m 2/t+1t 2) t+1 trll+e=gh(e+1)+e

dove si & usato che t = €** = 2z = Int = 2 = (1/2)Int = ¢(t), cosi che ¢/(t) = 1/2t. Si

ha quindi
1 62z 1 9 1 1 9
- X _
/1 mdx = 5 ln (6 + 1) » 5 (ln e’ + ]. ln(e + ].))
1 241 -1
:fln6 + = M =_-—lne?2=lne=1.
2 e 241 2 61(61+e) 2

28. Con la sostituzione t = /1 + z (e quindi # = > — 1), si trova

/m\/1+xdx:/(t2—1)t2tdt:2/(752—1)t2dt:2/t4dt—2/t2dt

2 2 2 2
= 51:5 — §t3 +c = 5(1 +$)5/2 — g(]. +$)3/2 +C,

cosi che

3

3
_ 2 52 2 32]” 2 (52 052\ 2 (43/2 _ o3/2
/133\/1—1—96(196—5(1—1—:6) 1+ a) _5(4 2 ) 3(4 2 )

1



12 Formula di Taylor

12.1 Approssimazioni di funzioni con polinomi

La formula di Taylor serve per approssimare una funzione nell’intorno di un punto. Ricordiamo
il teorema di Lagrange (Teorema [8.3)): se f ¢ derivabile in un intorno di z¢ allora si ha

f(z) = fl@o) + f'(€) (x — w0)

per un opportuno &. Quindi, per z vicino a xg, possiamo dire che f(x) & vicino al valore f(z)
e lerrore che si compie nell’approssimare f(x) con f(zg) ¢ infinitesimo di ordine 1 per x — x
(cfr. §6.5): quindi piu = ¢ vicino a xg, piu piccole é l'errore.

La formula di Taylor generalizza il teorema di Lagrange e permette di approssimare una
funzione sufficientemente regolare entro la precisione che si vuole.

Sia f una funzione derivabile almeno n + 1 volte in un intervallo I contenente il punto zg.
Vogliamo determinare un polinomio P, (x) di ordine n tale che il valore che esso assume in xg sia
uguale al valore della funzione f in x( e, allo stesso tempo, le sue prime n derivate in xg siano
uguali alle derivate corrispondenti della funzione f in x(. In formule richiediamo quindi:

(f(l'()) = Pn((L'()),
f'(z0) = P, (z0),
f"(z0) = Py (20),

Scriviamo il polinomio P, (z) nella forma
Po(x) = Co+ Cy (x — 20) + Co (x — 20)* + ... + Cp (x — 20)"

= ch($—wo)k7
k=0

con i coefficienti C}, da determinare in modo che le relazioni sopra siano soddisfatte.

235
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Calcolando le derivate di P, () si trova:

P! (x) = C1 4 20y (x — x0) + 3C3 (x — 0)* + ... + nCh (& — 20)" ",

P/(x) =20343-2C3(x —20) +4-3C4 (x —20)* + ... +n-(n—1)Cy (x — x0)" 2,
P"(z)=3-203+4-3-2C4(x —20) + ... +n-(n—1)-(n—2)Cp (z — 20)" >,

- ~—

P V@) =n—-1)(n—2)...2Ch1+n-(n—1)...2C, (z — z0),
P (z)=n-(n—1)...2C,,

\

cosi che, imponendo P%¥)(zq) = ) (z0) per k =0,...,n, troviamo

f(x0) = Pp(x0) = Co,

f'(xo) = Py(20) = Ch,

" (xo) = Pll(z0) =2Cy =21 Cy,

F"(20) = P"(z0) = 3 - 2C5 = 3! Cs,

FOD(z0) = P" V(@) = (n—1) - (n = 2)...2Ch_1 = (n— 1)1 Cp_1,
F) (20) = PS(20) =n- (n—1)...2C, = nlChy,

che possiamo scrivere in modo compatto come
1
Ck: Ef(k)<1'0), k:O,...,n.

In conclusione il polinomio P,(z) avra la forma
Pa() = Y 2P (a0) (@ = a0)*
k=0

Chiamiamo R, (x) la differenza tra la funzione f(x) e il polinomio P, (x),
Rn(2) = f(z) = Pu(x).

Possiamo quindi scrivere
1
f(x) = Po(x) + Ru(z) = Ef(k) (z0) (z — 20)" 4 Rn(2).
k=0 "
La funzione R, (x) si chiama resto di ordine n. Scriviamo

1 n+1
con Q(z) da determinare. Per t compreso tra zg e z (i.e. t € (xg,z) se x > zg e t € (x,z0) se
x < xg) definiamo la funzione

x — x —t)?
o) = £ - £ - e - U e -
(= 0" oy (o=t
T ANl et )
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Se calcoliamo la derivata di F'(t) rispetto a t troviamo

x—1 2(x —t) (z —t)?

F(t) = =10 + 1)) = T + =g — S ) -
n(x—t)"-t z—=t)" . n+1)(x —t)"
D pong - EE gty 4 2 DE 2D ),
che si puo semplificare in
F(t) = (x — t)nf(nJrl) ) + (n+1)(x— t)nQ(a;).

n! (n+1)!

Inoltre si ha, per costruzione, F'(zg) = F(x) = 0: possiamo quindi applicare il Teorema (di
Rolle), per concludere che esiste £, compreso tra xg e x tale che F'(£) = 0. Per tale valore t = &

si ha quindi
(—&" (n+1)(z—¢)"
n! (n+1)!

F'(¢) = FODE) +

da cui si deduce Q(z) = f*+1D(£). Quindi otteniamo la seguente espressione per il resto (nota
come forma di Lagrange per il resto)

Ru(2) = ——— (3 — m)™* f4D)g),

dove ¢ & un opportuno valore compreso tra xp e x (quindi fissato zp ¢ funzione di z). In
conclusione possiamo scrivere

T) = Z %f(n) (z0) (x — z0)" + Wl-l)' (& —z0)" ! FUD(g),
k=0 '

che é chiamata formula di Taylor con il resto di Lagrange. Nel caso in cui sia xg = 0 la formula
é talvolta chiamata formula di MacLaurin.
Se approssimiamo una funzione f(x), per z vicino a un valore g, con un polinomio di ordine

n, troviamo che 'approssimazione diventa sempre migliore all’aumentare di n. Per esempio, se
se f(z) =€, si ha (cfr. §14.2 pit avanti):

Pi(z) =14z,

$2
f§($):: 14—1*+ 577

LL‘Q CCB

f%( ) —'$-+‘§T'+ 3

$2 $3 $4
f)( ) =142+ — +‘Eﬁ’—F 4‘,

.172 153 $4 £U5
Ps(z) = 14o+ o+ o0+ 0+ 51

2 xS $4 $5 $6

x
f)( ) ——1‘+'$‘+ 4*‘+'§T‘+'ZT‘+ BT‘+ 6
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e cosl via.
10 ) 10 P2 (.TL')
8 // 8 ’/ /
/ \\\ //
‘ // Pi(z) \ i /)
4 \ ar /
a ] / /
2F / — \ 2F ////
_ I
0 P3(z) o Py(x) p
// /,’
¢ // // 8 /',/’{’
// //
T ////// 6 /
/ /
/ 4 /
AL
L 7""‘/ il
3 o - -1 1 2 3 ~—_ \\?—{T’/

- N P5 (x) -3 ) Z P6 (;U)

10+ /’:‘ 10
/
/ 8
8 /’r,
6 6
2 2
3 1 1 3 ?‘7\ -2 1 1 2 3

Figura 12.1: Confronto tra f(x) = €* e i polinomi approssimanti fino all’ordine 6.

Al crescere di n i polinomi P,(x) costituiscono, per = vicino a xy = 0, un’approssimazione
sempre migliore di f(z); cfr. la Figura Ovviamente, per ogni n € IN, per x grande le funzioni
e” e P,(x) sono molto diverse. Si vede comunque dalla figura che per x piccolo (in realta fino a
|z| ~ 3) gia il polinomio Ps(z) costituisce un’ottima approssimazione di e®.
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Analogamente, se f(x) = sinx, si ha (cfr. §14.3 pit avanti):

Pi(z) = Py(z) = =,

.733
Py(e) = Pila) = — o,
Pya) = Pole) =a— S+ 2
Pra) = @) ==t
Pll(w)zplz(x)zx—aj+£5_3j+$9_LH

31 5 7911l

e cosl via. Se confrontiamo la funzione sin = con i polinomi di ordine dispari Py (x), P3(x), Ps(x) e

P5(z) si ha la situazione rappresentata in Figura Di nuovo si ha un’ottima approssimazione
in tutto 'intervallo [—m, 7] gia a n = 11.

12.2 Formula di MacLaurin di funzioni elementari

14.2.1 Formula di MacLaurin per la funzione e”

Se f(x) = e® si ha f'(z) = e*. Derivando ulteriormente si vede che f(")(z) = e® per ogni n € IN.
Quindi per xg = 0 si trova la formula di MacLaurin

nok

- x
e’ = ZﬁwLRn(x)

k=0

1 1 1 1
= 1+x+ax2+§az3+@x4+...+mx"Jar(x),

dove

_ 1 n+1l &
R, (x) = nt 1)!50 es,

per £ opportuno compreso tra 0 e z. Si puo dimostrare che per ogni € R si ha R, (x) — 0 per
n — +00.

14.2.2 Formula di MacLaurin per la funzione sinx
Se f(x) = sinx si ha f'(z) = cosx e f’(z) = —sinx. Iterando si trova f”(x) = —cosz,
f®(x) = sinz, e cosi via. In particolare si vede che

e le derivate dispari sono, alternativamente, f(”)(ac) = cosz (per n = 1,5,9,13,...) e
f™(z) = —cosx (per n=3,7,11,15,...),
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o bz P(x)
e - T \\ ' \\ ~
6 4 2 4 / 6 4 \\éz\ > \ \i /
. B - Pr(x)
2 e“““j \ 2
— w /’" — )
6 /m 2 4\7H1/ /o 6 -4 2 2 \ \\4\; P /s/
s/’ \.\
""‘ \\‘
' : Py() :
) ‘ Pri(z) N
\_ B
o) -4 2 2 4\\/\// /a -6 4 2 4 ‘//
1 N\

4l 4l

Figura 12.2: Confronto tra f(z) = sinz e i polinomi approssimanti fino all’ordine 11.

e le derivate pari sono, alternativamente, (™ (z) = sinz (per n = 0,4,8,12,...) e f(")(z) =
—sinz (per n = 2,6,10,14,...).
Di conseguenza, calcolate in x = x¢ = 0 le derivate pari sono tutte nulle, mentre le derivate dispari
sono alternativamente uguali a 1 e —1. Per n = 2k + 1 possiamo quindi scrivere fZ¢+1)(0) =
(=1)*.
Quindi si trova la formula di MacLaurin

n (—1)kx2k+1

sinx = ;(21{:_’_1)'4‘}32714-1(3;)
_ 1 3 1 5 7 (_ )n 2n+1
T — 51’ +al' ﬁl' + (271—!—1)'1: +R2n+1($)7
dove
_1)n+ 9nt2
Ropi1(x) "% sin €,
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per & opportuno compreso tra 0 e z. Anche in questo caso per ogni x € R si ha Ragpy1(x) — 0
per n — +00.

14.2.3 Formula di MacLaurin per la funzione cosx

Se f(z) = cosz si ha f'(r) = —sinxz e f’(z) = —cosx. Quindi, ragionando analogamente a
quanto fatto per sin z, iterando si trova f”(z) = sinz, f®* (x) = cosz, e cosi via. In particolare
si vede che

e le derivate dispari sono, alternativamente, f(™(z) = —sinz (per n = 1,5,9,13,...) e
f(")(a:) =sinx (per n =3,7,11,15,...),
e la derivate pari sono, alternativamente, ™ (z) = cosz (per n = 0,4,8,12,...) e f™(z) =
—cosz (per n =2,6,10,14,...).
Calcolate in = zg = 0 le derivate dispari sono quindi tutte nulle, mentre le derivate pari sono
alternativamente uguali a 1 e —1. Per n = 2k possiamo quindi scrivere f(?%)(0) = (—=1)*. Quindi
si trova la formula di MacLaurin

n (_1>kx2k

cosr = ZW-FR%(LU)
k=0
B 1, 1., 14 (=D" an
= 1- 5o+ ot - a4+ anr” + Ran(z),
dove
(_1)n+1 2n+1 o
Rop(z) = maz sin ¢,

per £ opportuno compreso tra 0 e . Anche in questo caso per ogni € R si ha Ra,(x) — 0 per
n — +00.

14.2.4 Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1 — x)

Partendo dall’identita

n+1

—l4a+a2+28+24+. .+ +
1—=x 1—=x

I

che si verifica facilmente scrivendo

(1-z)l4+z+2>+23+2t+.. +2")
1—=x

_ 14+ 22+22+. . 42" —x—a2—g3— gt — . —gntl 1— "t

l+z+a?+ 23+ + .. +2" =

1—2x 1—a '’

si ottiene lo sviluppo di 1/(1 — ), con un’espressione esplicita del resto:

1 n
- =Y "+ Ry(z)=1+z+a®+2®+a'+... +2" + Ru(x),
k=0
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dove

Osservazione: Nel caso della funzione f(z) = 1/(1 — x) si vede immediatamente che un poli-
nomio P, (z) approosima bene la funzione, tanto pitt quanto pia grande & n, purché x sia piccolo
(cioé vicino a 0). Per esempio, se z = 0.1, si ha f(0.1) =1/0.9 = 1.1 = 1.11111111. .., mentre

Pp(0.1) =1, Pi(0.1)=11, Py(0.1)=1.11, P3(0.1)=1.111, P,(0.1)=1.1111,

e cosivia. D’altra parte, se invece x ¢ vicino a 1, f(z) tende a +oo, mentre P, (x) tende a n + 1:
quindi il polinomio non costituisce pitt una buona approssimazione della funzione.

14.2.5 Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1 + x)

Partendo dalla formula di MacLaurin per 1/(1 — z) e sostituendo —z a x si trova

1 n
T2~ Z(—l)kxk +Ry(z)=1—z4+2> -3 +2t+ .. +(=1)"z" + R,(z),
k=0

dove
+1

n wn
Ry(z) = (—1) Hm-

14.2.6 Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1 — x?)

Partendo dalla formula di MacLaurin per 1/(1 — z) e sostituendo 22 a z si trova

1 n
1—a2 > 2 4 Rop(x) = 1+ 2% + 2" + 2% + 2% + ...+ 2°" + Ron(2),
k=0
dove
x2(n+1)
Bonl®) =770

14.2.7 Formula di MacLaurin per la funzione 1/(1 + z?)

Partendo dalla formula di MacLaurin per 1/(1 + z) e sostituendo 22 a z si trova

n

= Z(—l)kx% + Rop(x) =1 —2® + at —a® a4 (=1)"2*" + Rap(2),

dove 2 1)
() = (—1 2(n+1) % ‘
Ron(a) = (-1 T
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14.2.8 Formula di MacLaurin per la funzione In(1 + )
Partendo dalla formula di MacLaurin per 1/(1 + x), sostituendo t a = e quindi integrando ¢ tra
0 e x si trova

n

In(l1+2z) = xdt:Z(—n’f/;tde/omRn(t)dt
k=0

o 1+t
n k+1 r in+1
T t
= Sy [
— k+1 o 1+t
quindi si ha
n X karl
In(1+z) = ) (-1) p + Ry ()
k=0
1 2 1 3 1 4 n n+1
:IL‘—§$ —|—333 —Z$—|— +(—)m$ + Rn(2),
dove
1 T tn+1
R =(=1)" —dt.
) = (0 [

14.2.9 Formula di MacLaurin per la funzione arctg «

Partendo dalla formula di MacLaurin per 1/(1 + 22), sostituendo ¢ a = e quindi integrando ¢ tra
0 e x si trova

code - k(7 ok ’
arctgxr = / —— =) (-1 / t dt—i—/ R, (t)dt
o 1+t ,;) 0 o
n 2k+1 z 12(n+1)
x t
= —1)k ~1 "+1/ dt
Z( )2k+1+( ) o 1+¢ 77
k=0
quindi si ha
n s
tgr = ~1
aretge = (DM + Rala)
k=0
1
= x—2x3+5ﬂs5 7x7+ +(—1)"7n+1$2”+1+Rn(1‘),

dove
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14.2.10 Formula di MacLaurin per altre funzioni elementari

Piu in generale, data una qualsiasi funzione elementare, se ne puo calcolare la formula di Taylor
o di MacLaurin fino all’ordine voluto applicando direttamente la formula vista alla fine di §14.1.

Esempi:

1

1 1 5
1. \/1—1—:)::1+fx—fm2+—x3——m4+...

2 8 16 128

2. 11+$:1—;:L‘—|—2332—156:1:3—1—13258x4—|—...

3. (1—!—33)3/2:1+gx+gx2—%x3+%x4+...

4. (1+x)*3/2zl—gx+%x2—?—2x3+%x4+...

5. tgx::r—l—%xg—i—%f—%ﬂ—l—%xg—i—...

6. arcsin:n:x+%aj3—|—j—0m5+ﬁ52x7+%x9+...

7. arccosx = T_ T — lx?’ - ixg‘ — iﬂ — ix‘g
2 6 40 112 1152

8. %lniiz:x—i—%xg—l—%x‘r’—i—%ﬂ—i—%xg—i—...

Osservazioni:

1. A volte puo essere utile applicare iterativamente le formule. Per esempio lo sviluppo di

tgx si pud anche calcolare come segue: (1) si scrive tgz = sinz/cosx, (2) si calcola la
formula di MacLaurin sinz e di cosz, (3) poiché cosz = 1+ a(z), dove

si scrive 1/ coszx utilizzando la formula di MacLaurin della funzione 1/(1 4+ z), con x
sostituita da «(z). Quindi si ha

.1‘3 .CL’5 .1'3 .%'5
Cosine TTgyty e oty t
tgaz o COS T o x2 .”134 o 1‘2 1’4
-+ 4 1= (545 + )
2! 4! 2! 4!

.7}3 .1'5 1'2 ZC4 ZL‘Q 4

2
- (x_§+5+“')<1+(§+I+"')+(E+Z+”') +.),

da cui si ottiene la formula dell’Esempio [5]
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2. In particolare si pud calcolare la formula di Taylor di qualsiasi funzione composta f(g(z)):
prima si calcola la formula di Taylor f(y), con y = g(x) in un intorno di yo = g(xo),
ottenendo un polinomio in y — g, poi si scrive la formula di Taylor di ¥ in ciascun termine
del polinomio:

fg(@)) = f(g(0)) + f'(g(w0)) (9(z) — g(0)) + %f”(g(xo)) (9(x) = g(x0))* + ...

(9(x0)) + f'(g(x0)) (9/(150) (x — xo) + %g"(xo) (x — x0)2 +.. )

+ lf”(g(z:o)) (g’(xo) (x — o) + %g”(:no) (z — 0)* + .. .>2 +...

Esempi:
1 1 1

1. e*sinx = 2, 2,3 25 6,
e'sint=x+x +3x 30:1: 9095 +

2 ercosx:1+:c—fx3flx4fix5+

' 3 6 30
: 1 1 1

3. SinT — | Lo Lt 4 L5
e +x+2x 890 15:1: +

1 1 31
4. eCOST _ 6<1 _ §x2+ 63;4 — %xﬁ —l—)

12.3 Calcolo di limiti mediante la formula di Taylor

La formula di Taylor puo essere utilizzata per calcolare i limiti. Risulta infatti essere un metodo
molto efficiente per trattare le forme indeterminate, al pari dei Teoremi di de I’Hépital studiati
in §8.2.

Osservazioni:

1. Se le formule di MacLaurin di due funzioni f(x) e g(x) iniziano rispettivamente dall’ordine

n e dall’ordine m (ovvero f(z) =ax" +...e g(z) =ba™ + ..., con a,b # 0), allora si ha
0, n >m,
f(x) + 00, n<m, a/b>0,
im ——= =
=0 g(x) —00, n<m, a/b<0,
a/b, n=m.

Infatti se n = m, f(z) e g(x) sono infinitesimi dello stesso ordine; se n > m, f(z) ¢é
infinitesimo di ordine piu alto di g(x) e se n < m, g(x) ¢ infinitesimo di ordine piu alto di

f(@).
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2. In pratica, se si vuole utilizzare la formula di Taylor per calcolare il limite
lim 7f(x) ,
20 g(x)
conviene scegliere, tra f(x) e g(x), la funzione per la quale sia piu facile calcolare la formula
di Taylor. Supponiamo che tale funzione sia g(z). Se ne calcola allora la formula di Taylor
e si trova g(x) = ba™ + ..., per qualche m > 1 e b # 0. Si calcola allora la formula
di Taylor per f(x) fino all’ordine m. Se tutti i termini dello sviluppo sono nulli, allora
f(x) = az™+ ..., per qualche n > m, quindi il limite ¢ 0. Se invece si trova f(x) = az"
per qualche a # 0 e n < m, si ragiona come segue: se n = m il limite vale a/b, mentre se
n < m il limite vale +00 se a e b hanno lo stesso segno e —oo se a e b hanno segno opposto.
Analogamente se si parte dalla formula di Taylor di f(x) e si trova f(z) =az™ + ..., per
qualche n > 1 e a # 0, si calcola poi la formula di Taylor di g(x) e si ragiona in modo
simile.
Esempi:
. e —sinx +cosx — 2 1
1. lim 3 = —.
z—0 X 3
. e® —sin’x —cosx — 1
2. lim = —.
z—0 23 12
3 lim e” (sinz —31) feosz 1
z—0 T 6
x
11—
4 lm ST o
z—0 1 —cosx
T _ =T _ 9
5. lim—— =T =9
z—0 T —sinw
6. lim In(1 + z) — sinz + 22 _ 1
z—0 et —x —cosx 2
1 1
7. lim (—— —~) =0,
z—0\sinx
8. lim o = 1.
z—0 T
x
—1
9. lim — = = 1.
z—0 T
In(1
10, Tim 20FD
z—0 T
4
esine® _ /14 2sin?x — r
11. lim 3 1.

z—0 1‘2 sin2 T
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1 —cosx 1

12. lim — =3
x—0 e 2
13 py RO tsinz)

z—0 sin(In(1 + x)
In(1 + (sinz)?)

14. lim 3 = 1.
z—0 X
Soluzioni:
' o 22 23 23 2 _
1. Sihae fsmx+cosxf2:1+x+?+€fx+€+lf?f2+..., da cui segue
. e¥—sinzxdcoszr—2 . (23/3)+... 1
lim =lim ————— = —.
z—0 1‘3 z—0 1:3 3
w2 2l z?
2. Sihaem—sin2:p—cos1:—:c:1+$+?+€—x2—1+?—x+...,dacuisiottiene
. ex—sin2x—cosx—x_l- (@3/6)+... 1
250 2273 o000 228 12
3. Si ha
e” (sinx — 1) 4 cosz
2 3 2
T T 1 T
= (1 N | CE- S B S
<+x+2+6—|— T 5T + + 2+
3 ) 3 2 3 2 6
—r———1 ST 1- = ==
z 5 +x x+2 5 6~|— 2+ 6+ ;
 (sinz — 1 3/6)+... 1
da cui si ottiene lim < (sinz 3)—|—cosx: im%:f.
z—0 T z—0 X 6
4. Si ha ) )
e$—1—m:%—|—..., 1—cosx:%+...,
da cui segue il risultato.
5. Si ha
2 3 2 3 3
x x x x x
T—e"—2x=1 — 4+ —=—-1 -+ —=—=-2 ==+ ...
e’ —e x +x+2+6 +2x 2+6 x4+ 3+ ,
i £y i
r—sinr=z—x+—+...= —+...,
6 6
da cui segue il risultato.
6. Si ha
x? z?
ln(1+x)—sin$+a:2:(m—?—i-...)—<x+...>+x2:?+...,
2 2
em—:l:—cosx:1+x+%—x—1+%+...:x2+...,

da cui segue il risultato.
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10.

11.

12.

13.

14.

CAPITOLO 12. FORMULA DI TAYLOR

Scrivendo .
1 1 _ z-—sinz
sinz x  wxsinz
x3 x3
. . . 2 . oo
s1hax—smx:x—x+g+...:g ...exsinx =z~ 4+ ..., da cui segue il risultato.
. 3 . sinx
siny =2 — —+... = lim =1
6 z—0 x
. et -1
ef—1l=14+zx—-14+...=z4+... = lim =1.
z—0 X
. In(1+2x)
In(l+z)=z+... = lim = 1.
z—0 X
Si ha
. 1 1
e’ — 1+(sinx2)+§(sinx2)2—|—... = 1—|—(:):2—|—...)—|—5(x2—|— )2
1
=1+22+ =zt + ...,
2
1 1 1
V14 2sin?z = 1+§(2sin2x)—§(231n2 )2+...:1+(sinaz)2—§(sinx)4+...
5
:1+x2—6x4+...,

?sin?z = :L’4—|—...,

da cui si ottiene e50%* — \/1 + 2sin x — v4/3=a*+.. . ex?sin?z = 2* + ..., che implica
il risultato.

x2 22 . 1 —cosz 1
cosr=1-—+...—1—-cosz=—+...— lim ———— = —.
2 2 r—0 x2 2
Si ha
1 31
ln(l—{—sinx):sina:—§(sinx)2—|—...:x—%—E(CL‘—%—}—...)Q%—...ZCB%—...
1
sin(In(1 +2) = In(1+2) — = (In(1+ )+ ...
B x? 1 m2+ n -
S T - ’

da cul si ottiene il risultato.
Si ha

In(1 + (sinz)®) = (sinz)3 — %(sin )8+ ...

da cui segue il risultato.
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Osservazioni:

1. I limiti [4] [f] e [6] sono gia stati discussi in §8.2, applicando i Teoremi di de I'Hopital.
Analogamente il limite [7] & stato discusso in §8.3.

2. Tlimiti[8le[dsono i limiti notevoli discussi[3|e[2] visti a pag. [00]e a pag. [[04] rispettivamente.

12.4 Esercizi

1. lim COS(S]H@ — st (cfr. Tesercizio (16 di §8.4]).
a—0  z?sin(x?)

efsinx +e Tsinx — 2z cosx

2. lim -
0 T —sinx

3 2
ST — 2 + cosx

3. lim
=0 (e — e 7)
arctgr __ 1
4. lim —— .
e=0\/T4+x—V1—1z
5 lim (e —x — 1)1n(‘1—i—x).
z—0 (1 —cosx)sinz
. ST _cosx —In(1 + x)
6. lim
z—0 V1+ 22 —cosx
. et — e + 2T — cos2x
7. lim - .
—0 sinz —x
ef—e™ % 2z
8. lim ———°
z—0 x
Soluzions.
1. Siha
1 1 1 1 1
cos(sinz) = 1— i(sinac)2 + a(sinaz)4 +...=1-— 5952 + 8554 + IlA +...,
_ Lo 1 4
cosx = 1—§$ +Ix + ...,
2¥sin(z?) = 2t 4 ...

da cui si ottiene che il limite é: 1/6.
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2. Si ha

CAPITOLO 12.

o 3
sma:—x—g—i-..,
2
Tsine = (14+z+o + r— o+
e’sinx o7 T 30
22
. . B z° oz
e smm(l m+2!—|—..>(m 3!4—
2
xcosx:x<12'+..>,

quindi il imite é: 10.

FORMULA DI TAYLOR

3. Si ha
x? x?
z(e"—e ") = x(l—&—x—i—m—1—|—x—2!+...):x(2x+...):2x2+...,
S’ — 1+ (sinz?)+...=1+2%4...,
72
cosT = l—a—i—...,
quindi il limite ¢é: 3/4.
4. Si ha
8T = 14arctgz+...=1+@+..)+...=14+z+...,
r  2?
\/1+.’E: 1-'—5—?—{—,
2
iz =1-2-% 4+
2 2
quindi il limite é&: 1.
5. Siha

x2 2
e —r—1 = <1+m+2,+ ..)—:c—1:+ :
2
Inl4+2) =z——+...=z+...,
l’2 $3 ;1;3
(1 —cosz) sinx = <2+...> (m—?)!+ ,,>:2+_,’

quindi il limite é: 1.
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6. Si ha
N2 2
St — 1—|—sinx+(81;‘x) —l—...:l—l—x—i—%—l—...,
) !
cosle—x—+...,
2!
2
In(1+ x) :x—%—i—...,
2 2
V1422 —cosz = <1+$2+...>—(1—2'+...>:x2+...,
quindi il limite &: 3/2.
7. Si ha
=1+ +x—2+$—3+ =1+ +x—2+x—3+
e’ = Tt gt = Tt st
42 83 43
e%:1+2x+%+%+...1+2x+2x2+%+...,
922 2723 922 923
3x __ i ais i i
e’ = 1+3z+ o + 3l +...14+3z+ 2 + 5 +...,
42
C082$:1—§+...:1—2$2
' B 3 B 23
s1nxfx—xf§fx+...—f€+...,
quindi il limite é: 18.
8. Si ha
2 3 2 3 3
e ARSI U CRIDNE P
ef —e v = <1+x+2!+3!+...> (1 x+2! 3!+...>2x+3+...,
o w _ (ex _ efx)Z (ex _ 671)3
e T = 14 (" —e ")+ 51 + 30 +...
3
T 1 1
:1+<2x+3+...>+2(4x2+...)+3,(8x3+...)+...
5
:1+2x+2x2+§x3+...,
42 83 43
621:1+2x+%+%+...:1+2x+2x2+%+...,

quindi il limite &: 1/3.
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