Corso di laurea in Matematica
Sistemi dinamici — Primo Modulo

PRrovA D’ESONERO DEL’08-11-00

CORREZIONE

ESERCIZIO 1.

I Metodo

Il polinomio caratteristico dell’operatore lineare

P =MA=N[2=N) (=N +1=(Ad-1) (N -21+1)
=(@d-N(A-1)?,

cosi che lo spettro di A & costituito dagli autovalori

abbiamo quindi due autovalori distinti Ay = 4 e Ay = 1 di molteplicita rispettivamente n1 =1 e ny = 2.
Possiamo scrivere E = R® come somma diretta
E=F, ® Es,
E; =ker (A —41), By =ker (A—1)°.
Per il Teorema di decomposizione primaria A puo essere scritta nella forma A = S+ N, dove A € M3 ¢
semisemplice, N € M3 & nilpotente e [A, N] = 0.

Cerchiamo una base {v1,v2,v3} in E costituita da elementi di due basi {v1} in E; e {va,v3} in Fs: in tale
base 'operatore rappresentato da S nella base standard sara rappresentato dalla matrice diagonale

So =

O = O

0
0
1

S O =~

Una base {v1} di F; & data dall’autovettore associato all’autovalore A; = 4, i.e. dal vettore di componenti
(z,y, 2) tali che

x 0o 1 -4 x
A-4) |y | =10 -2 -1 y| =0,
z 0o 1 -4 z
da cui si ottengono le equazioni
y—4z=0,
{—Qy—z:O,
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cosi che si ottiene
y =z = O’

mentre x puod essere arbitrario (purché non nullo); quindi una soluzione non banale ¢ (fissando z = 1)
v = (1, 07 O) .

Le componenti dei vettori della base {vq,v3} di E3 si determinano cercando le soluzioni (x,y, z) non banali
dell’equazione

X
(A-1)*|y | =0.
z
Si ha
31 —4
A-1={0 1 —1]|,
01 —1
quindi
x 31 —4\ /3 1 —4\ [z 9 0 -9\ [z
A-1)°|y]|=(01 =101 —1][y]=(00 0 y| =0,
2 01 —-1/\o 1 -1/ \= 00 0 z

che fornisce 1'unica relazione
r—2=0,

che, per esempio, ammette soluzioni (scegliendo, rispettivamente z = 1 e z = 0)
U22(13071) ) U3:(071a0) ;

infatti scelto z = 1 si deve avere x = 1, mentre y puo essere arbitrario: otteniamo dunque una base fissando
y = 0. Se z = 0 allora z = 0, mentre y pud essere arbitrario (purché non nullo): quindi si puo scegliere
y=1.

In conclusione si ha

Si ha quindi

V1 el 1 0 0
vo | =P e |, P={1 0 1],
V3 es 0 1 0

se {e1, ea,e3} & la base standard in cui 'operatore lineare che definisce il sistema dinamico & rappresentato
dalla matrice A.
Siano y le coordinate nella base definita dagli autovettori {vy, v, v3}. Si ha allora

y:Q:L" QilZPT.

Quindi
1 10
Q'=10 0 1
0 1 0
cosi che det Q@ = —1. Si ha percio

1 0 -1

Q=0 0 1

01 0
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Dovendo calcolare prima Q~15,Q per determinare S e dopo Q~'e%°*Q per determinare ¢, pud essere
utile in generale calcolare Q' D(Q, con D matrice diagonale

a 0 O
D=0 b 0];
0 0 ¢
si ottiene allora
1 1 0 a 0 0 1 0 -1
Q'DQ=[0 0 1 0 b O 0 0 1
01 0 0 0 ¢ 01 0
1 1 0 a 0 —a a 0 b—a
=10 0 1 0 0 b =10 ¢ 0 ,
01 0 0 ¢ O 0 0 b
che per
0,247 b:]-; C:17
da
4 0 -3
S=Q7'ssQ=(0 1 o0 |,
0 1
mentre, per
a=e*, b=e, c=el,
da
et ) et _ ot
eSt Q71€SOtQ _ 0 et 0
0 0 et
Si ha quindi
4 1 -4 4 0 -3 01 -1
N=A-S5S=(0 2 —-1]—-(0 1 =0 1 -1
01 0 0 0 1 01 -1
e si verifica immediatamente che
01 -1 01 -1 0 0 O
N2=|(01 -1]]l0 1 -1|=]0 0 0]=0,
01 -1 01 -1 0 0 O

cosi che N ¢ effettivamente nilpotente.
Si ha allora, per ogni t € R,

e At — (SNt _ St+Nt _ St Nt _ Q- leSotQ Nt |
dove
1 0 0 0 t -t 1 t —t
eNM=1+Nt=(0 1 0|+[0 t —t]=[0 1+t —t
0 0 1 0 t —t 0 t 1—t¢
In conclusione si ha
et 0 et —e* 1 t —t
et =eSteNt=[ o0 ¢t 0 0 1+t —t
0 0 et 0 t 1—t
ett tet (1—t)el —ett
=1 0 (Q+¢t)e tet .
0 tet (1—t)et
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Se il dato iniziale & x(0) = (xo1, Zo2, To3) si ha allora

et tet (1—t)el — et o1
z(t) =eMz(0)=[ 0 (1+t)e —te' Toz |,
0 tet (1—1t)et Zo3

che espressa per componenti da

.131(75) = €4ta?01 + tetxog + [(1 — t) el — €4t} 203,
x9(t) = (1 + 1) etwgy — tetxps,
.133(75) = t@txog + (1 — t) €t$03.

IT Metodo

Si procede come prima fino a determinare la base {v1,v2,v3}. In particolare si calcolano allo stesso modo
le matrici Q e Q7.

Nella base {v1,v2,v3} 'operatore lineare & rappresentato dalla matrice B = QAQ ™!, tale che
B =S5y + Ny,

dove Sy e diagonale e Ny nilpotente; pit precisamente si ha

4 0 O
So=10 1 0
0 0 1
La matrice B e data da
1 0 -1 4 1 —4 1 1 0
B=QAQ'=|0 0 1 0 2 -1 0 0 1
01 0 01 0 01 0
1 0 -1 4 0 1 4 0 O
=0 0 1 O -1 2|=(10 0 1],
0 1 0 0 0 1 0 -1 2
cosi che
4 0 O 4 0 0 0O 0 0
No=B—-S5=|0 0 1]—-10 1 0]={0 -1 1
0 -1 2 0 0 1 0 -1 1
e si verifica immediatamente che
0O 0 O 0 0 O 0 0 O
NG=10 -1 1 0 -1 1|={00 0]=0,
0 -1 1 0 -1 1 0 0 O

cosi che Ny e effettivamente nilpotente.
Si ha allora, per ogni t € R,

Bt — 6(80+N0)t — €SOt+N0t — €SQteN0t,

e
dove
e* 0 0
eSt=1 0 e 0],
0 0 ¢
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1 0 0 0 0 O 1 0 0
NP =14+Not=[0 1 0|+[0 —t t|=[0 1-¢t ¢
0 0 1 0 —t t 0 -t 1+t
In conclusione si ha
e 0 0 1 0 et 0 0
eBt = SoteNot — [ o ¢t 0 0 1—¢t ¢ =| 0 (1-te€ tet :
0 ¢ 0 0 —t 1+t 0 —te!  (1+t)e’
quindi
11 0\ [e* 0 0 10 -1
eM=Q1eP'Q=10 0 1 0 (1—t)e te! 00 1
010/ \o —tt (@+te)\o 1 0
1 10 et 0 —ett et tet (1—t)el —ett
=10 0 1 0 tet 1—t)et | =] 0 (Q+¢t)e —tet
010 0 (1+4+t)e  —te 0 tet (1—1t)et
Se il dato iniziale & x(0) = (xo1, o2, To3) si ha allora
et tet (1—t)el — et o1
() =eMz(0)=[ 0 (1+t)e —tet zo2 |,
0 tet (1—t)et Z03

che espressa per componenti da

z1(t) = eMagy + telwoo + [(1 —t) €' — ] wos,
:Eg(t) = (]. + t) €t{E02 — t6t$03,
£E3(t) = tetir()g + (1 — t) 6t$03.

IITI Metodo

Si procede come prima fino a determinare la base gli autovalori Ay = 4 e Ay = 1, con molteplicita,
rispettivamente, n; = 1 e ny = 2.
Si cerca quindi una soluzione della forma

z(t) = aet + (b + ct) e,

dove i vettori @ = (a1,as,a3), b = (b1,b2,b3) e ¢ = (c1,¢2,c3) sono da determinare imponendo che x(t)
soddisfi il sistema di equazioni & = Ax e verifichi le condizioni iniziali 2(0) = xo.
Si ha innazitutto

i(t) = dae™ + (b+ ¢) e’ + ctel,
quindi & = Ax, scritta per componenti, diventa
dare*t + (by +c1) et + erte! = (4ay + az — 4az) e+ (4by + by — 4b3) €' + (4c1 + o — 4es) tel,

dase* + (by + c2) €' + cote! = (2a9 — a3) e+ (209 — b3) €' + (2¢2 — c3) tet,
daze™ + (bg + c3) e + cste’ = (ap) e + (ba) et + (c2) tel.
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Si ottengono quindi le 9 equazioni

4a1 = 4a1 + as — 4as,

b1 + c1 = 4by + by — 4b3,
c1 = 4cy + ¢y — 4ces,

4a2 = 2@2 — as,

by + co = 2by — bg,

c2 = 2¢3 — c3,

4&3 = az,

bs + c3 = b,

C3 = C2.

Abbiamo quindi 3 equazioni per a:

4(L2 = 2(12 — as,

{ 4aq, = 4a1 + as — 4as,
4@3 = a2,

e 6 equazioni per (b, c):
b1 + c1 = 4by + by — 4bs,
c1 = 4cy + ¢ — 4ces,
by + co = 2by — b3,
Coy = 202 — C3,
b3 + c3 = ba,
C3 = C9.

Studiamo prima le equazioni per a, che possiamo riscrivere, semplificando,
as = 4@3,
2@2 = —as,
4@3 = a2,

cosi che si ottengono 2 equazioni indipendenti:
az = 4as,
{ 2a9 = —as,
che ammettono soluzione as = az = 0, mentre a; ¢ arbitrario: quindi
a=(c,0,0), acR.

Le equazioni per (b, ¢), semplificando, diventano

c1 = 3by + by — 4bs,
0 =3c1 + co — 4es,
co = by — b3,

0202—63,
c3 = ba — bs,
C3 = C2.

Quindi, se cg = v, si ottiene dalla sesta co = c3 = v e dalla seconda 3c¢; = 3cs = 37, i.e. ¢; =, cosi che

c=07%7, ~reR

Per b otteniamo quindi, ponendo bs = 3, dalla quinta by = b3+c3 = S+ e dalla prima 3b; = y+48—~v—0 =
303, i.e. by = 3, cosl che
b=(6,8+70), ~vekR
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D’altra parte
z(0)=a+b=umxo

da
a+ B = zo1,
B+ v = xo2,
ﬂ:xOBa

cosi che si ha
= To1 — X03,
ﬁ = 203,
Y = Lo2 — T03,

in conclusione
a = (zo1 — 03,0,0),

b= (203, To2, 03) ,
c= (xoz — 203,202 — 203,202 — 3303) )

che, inserita, in z(t), da, per componenti
z1(t) = eMagy + telwoo + [(1 —t) €' — ] wos,
:Eg(t) = (]. + t) €t{E02 — tetx()g,
.133(75) = t@tx()g + (1 — t) etx()g.
IV Metodo

Nel sistema di equazioni

3.3‘2 = 233‘2 — I3,

{il =4z + 19 — 43,
T3 = T2,

le ultime due non dipendono da z1, e si possono quindi scrivere nella forma

. , (2 -1
Z=A'z, A_(l 0),

se z = (z2,23) € R%.
Il polinomio caratteristico di A" &

PN =2-N (N +1=A-1)*=0,

cosi che esiste un solo autovalore A = 1 con molteplicita 2.
Possiamo allora scrivere

r / /_10
wesiw so(L0),

con N’ nilpotente. Poiché N’ = A" — §’| si trova subito
, (2 -1\ (1 0\ _ (1 -1
V(1) (o 1)=0 1)

! ! ! ! ’
At _ (SN _ St Nt

/ et 0
€St:<0 et)
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Si trova quindi immediatamente
e

dove



N,t_ 1y 1+t —t
e —11+Nt—( " 1_+)

cosi che, se indichiamo con zy = (o2, zo3) il dato iniziale, si ha

/ et 0 14+t —t x
z(t)zeAtZ():(O et)( " 1—t> (xﬁi)’

che, scritta per componenti, diventa

zo(t) = (1 +1t) etwoy — te'zos,
afg(t) = t@tl‘og + (1 — t) 6tl‘03.

Torniamo ora all’equazione per x; e utilizziamo le espressioni trovate per x2 e x3: otteniamo quindi
{tl = 4(E1 + B/(t), B/(t) = et [({EOQ — 41’03) + 3t ((Eog — xog)] .

La soluzione sara quindi

t
X1 (t) = 64t {xol + / ds 6748 e’ [({EOQ . 4%03) + 3s (1’03 . :E()Q)]} .
0

t _
/ deo-3s = L=
0 3 7
t

0

Tenendo conto che

3 )
otteniamo quindi

1— 3t 1— e 3t (143t
Te(x02_4$03)+%

o2 —4To3  Toz — To2 e 403 — To2 ~ To2 — To3
3 3 3 3
4t}

z1(t) = e*aoy + e [ (xo3 — xoz)}

= e4tx01 + 64t |: :| + tet [:E()Q — {Eog]

= ety + tel [xop — To3] + e —e

= e*xgy + telzos + [(1 —t)el — e4t] T03.

Zo3

Riassumendo la soluzione & quindi

.131(75) = €4ta?01 + tetx()g + [(1 — t) el — 64@ 203,
:Eg(t) = (]. + t) €t{E02 — tetx()g,
£E3(t) = tetir()g + (1 — t) etit()g.

ESERCIZIO 2.

(2.1) Data
H(z,y) =y (2 +y° 1) =ya* +y* —y,
si ha OH
H, = — =2y,
z o Ty
oOH
HyEa—y:$2_1+4y3,
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cosl che si vede subito che risulta

e
Y = —11y;
quindi

dH

(2.3) I punti d’equilibrio sono i punti in cui si annulla il campo vettoriale. Scrivendo

{fo(x,y)Ex2—1+y3,
y=g(z,y) = —2zy,

perché (zg,yo) sia un punto d’equilibrio si deve quindi avere f(zo,y0) = g(zo,y0) = 0.
Quindi g(xg,yo) = 0 implica x¢g = 0 oppure yo. Se xo = 0 allora f(zg,y0) = 0 & soddisfatta se 4y3 — 1 = 0,
i.e. se yo = (1/4)1/3, mentre se yo = 0 allora f(zo,0) = 0 & soddisfatta se 23 — 1 = 0, i.e. se 2 = *1.
Quindi i punti d’equilibrio sono:

Pl:(]‘?o)V PQ:(_130)7 P3:(an0)7

dove
yo = (1/4)1/3.

(2.3) Nell’intorno di un punto d’equilibrio zg = (o, yo) il sistema linearizzato diventa
2:A(Z_ZO)7 Z:(J"7y)a
dove

ae = () ) = (e, i) =G 20)

ar= (5 5).

quindi gli autovalori di A(P;) sono A = £2; possiamo quindi concludere che P; ¢ un punto d’equilibrio

instabile.
-2 0

Se zZ0 — PQ si ha
quindi gli autovalori di A(P») sono di nuovo A = +2; possiamo quindi concludere che anche P» ¢ un punto
d’equilibrio instabile.

Riguardo al punto zy = Ps si ha

Se zg = P; si ha

0 1242
A(P3) = (_2y0 090) ’

che ammette autovalori A = £iv/6: quindi non possiamo concludere nulla.
Per discutere la stabilita di P3; possiamo pero applicare il Teorema di Ljapunov, cercando la funzione di
Ljapunov nella forma

W({E,y) = :t(H(.’E,y) - C)v

dove il segno e il valore della costante ¢ vanno determinati come segue.
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Innanzitutto notiamo che P; ¢ un punto stazionario per H(x,y), poiché H,(Ps) = Hy(Ps) = 0. Sia H(zx,y)
la matrice hessiana della funzione H, i.e.

2 0
H(Ps) = H(0,y0) = ( (z)/o 12%) ,

Quindi, in zg = Ps, si ha

cosi che si vede che det H(Ps) = 24y3 =6 > 0 e H,.(Ps) = 2(1/4)'/3 > 0: quindi P & un punto di minimo
per H(z,y).
Possiamo allora porre
W(J?, y) = H(x’ Z/) - H(07 yO) :

si vede allora immediatamente che le condizioni del Teorema di Lyapunov sono verificate; infatti

W(0,0) =0,
W (z,y) > 0 in un intorno B(0,0) \ {(0,0)} ,
W(z,y) = H(z,y) = 0.

Il Teorema di Lyapunov garantisce quindi che P53 ¢ un punto d’equilibrio stabile.

(2.4) La curva di livello H(x,y) = 0 si ottiene cercando le soluzioni dell’equazione
y(x2+y3—1) =0.

Quindi la curva di livello
2
To={(,9) eR* : H(z,y) =0}

¢ data da I'g = C; U Co, dove C; ¢ la retta
¢ ={(@y R’ :y=0}

e Cy & la curva
2 1/3
Co={(x,y) eR” : y=y(@)=(1-2%)""}.
Le due curve si intersecano nei due punti d’equlibrio P; = (1,0) e P, = (—1,0).
La curva Cs € simmetrica per riflessione rispetto all’asse y, poiché y(z) = y(—=z). Si ha

dy 2z —-2/3
y'(x)z———? (1—2?) ,
quindi, per z < 0, la curva e crescente, mentre, per > 0, & decrescente; z = 0 € quindi un punto di massimo

e y(0) =1. Per v — o0 si ha y(z) — —oo.
Per x = 0 si ha

2+ 0@) =1- %xQ + O(z*),

z2=0

mentre per x — 400 si ha y(z) ~ —22/3; quindi y(z) ha la concavita rivolta verso il basso vicino a z =0 e
verso alto per & — +o00. Ne segue che y(z) deve avere due punti di flesso +2¢. Per indivuarne la posizione
basta notare che si ha y’(+1) = Foo: quindi = +xg, con xg = 1, sono punti di flesso verticali.
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Alternativamente si puo studiare esplicitamente la derivata seconda di y(z). Risulta:

2 2
y'(z) = % = —% (1- x2)72/3 — 222 (%) (1- x2)75/3
= —g (1- x2)75/3 (3+ xz) ,

cosi che si vede che si ha
y"(xz) >0, se|z|>1,
y'(x) <0, selz| <1,

mentre y”(+£1) = +oo: si ha pertanto un flesso verticale per z = +1.
La curva di livello I'y contiene 8 orbite: i 2 punti d’intersezione delle curve C; e Cs, e altre 6 orbite; cfr.
Fig. 1.
I versi di percorrenza sono come rappresentati in Fig. 1, e possono essere ricavati ragionando come segue.
Lungo la retta C; si ha
{ T=x%-1,
y=0,

>0, selz|>1,
<0, selz|<1.

quindi y e identicamente nulla e

Quindi z(t) ¢ una funzione crescente di t lungo le semirette |z| > 1, ed & una funzione decrescente lungo il
segmento |z| < 1. Quindi, indicando i versi di percorrenza con delle frecce, si ha la situazione rappresentata
in Fig. 1.

Lungo la curva Cs si ha

{x’:?,(l—x?),
1/3

y=-—2x(1-2a%)"",
cosl che

>0, selz|]<1,

<0, selz|>1.

Si ha quindi la situazione rappresentata in Fig. 1.

(2.5) Le curve di livello
ro={(@y eR* : H(z,y)=c}

sono come rappresentate in Fig. 2.

In particolare, all’interno della regione limitata A racchiusa dalle curve C; e Cy le orbite sono tutte chiuse
e contengono il punto d’equilibrio P al loro interno (dal momento che si svolgono all’interno di una regione
racchiusa da una componente connessa di una curva di livello contenente un unico punto d’equilibrio che &
stabile): il verso di percorrenza si ottiene per continuitd dal confronto con i versi di percorrenza lungo la
curva di livello I'y.

All’esterno della regione A le orbite sono aperte: di nuovo la forma (qualitativa) e il verso di percorrenza
di ogni singola orbita si possono ottenere con argomenti di continuita; cfr. la Fig. 2.
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