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FM1 - Equazioni differenziali e meccanica

PRIMA PROVA D’ESONERO (17-04-2009)

CORREZIONE

EsERrciIzIO 1.
1.1. Gli autovalori di A sono gli zeri del poninomio
(1 - )\)2 — K= 07

quindi
M) =1+ Vi de(w) =1 — i

Per =0 si ha A\1(0) = A2(0) = 1, quindi la soluzione z(t) ¢ della forma
a(t) = (21(t), 22(t)) = ' (A+ Bt) ,
con A = (A1, As) e B= (B, Bs) tali che
T1 = T1, T1 = x1 + T2,
e z(0) = (a,b). Quindi

et (Al + Bl) + ettBl =l (Al) + et (Bl) ,
et (AQ + BQ) + ettBQ = et (Al + AQ) + ett (Bl + BQ) s

ovvero
Ay + By = Ay,
B, = By,

Ay + By = Ay + Ag,

By = B1 + Bs.

Inoltre si ha
T (O) = Al = a, IQ(O) = A2 =b.

Si trova quindi
B =0, By,=A1=a — Az(a,b), BZ(O,G).

In conclusione si ha
z(t) =e' (a,b+ at).

1.2. Per p > 0 gli autovalori sono distinti, quindi la soluzione & della forma
z(t) = (z1(t),22(t)) =€ (Ae”t + Be‘”t) , v =/,
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con A = (A1, As) e B= (B, Bs) tali che
T1 = X1 + pxs, T] = x1 + Ta,
e z(0) = (a,b). Quindi
e'e’ A (1+7) +e'e™ By (1 —v) =e'e (A + pAz) +ele™ " (By + uBy),
ele’ Ay (14 7) +ele By (1 — ) =e'e (A + As) +efe™ " (B + By),

ovvero

Ay +7A1 = Ay + pAs,
By —vBy = By + uBo,
Az +7Ay = Ay + Ay,
By —vBs = B1 + Bs.

Inoltre si ha
I1(0)2A1+B1:a, IQ(O):A2+B2:b

Risulta (tenendo conto che p = ~?)
Ay =74, By = =By,

e quindi
A1+ By =a, Ay — By = b,

da culi si ottiene

1 1 1
A1:§(a+7b), Blz§(a—7b), A2:%(a+’7b)7 Blz——(a—vb).

In conclusione

1 1 1 1
z(t) = e (5 (a+~b)e + 3 (a —~b)e > (a+~b) et — > (a —~b) e_7t> .

1.3. Possiamo riscrivere z(t) = z(t, zo, ) per p > 0 nella forma

et et et —e et —e et et
t =e - b| ———— - b| ————
.’I](,JIQ,/,L) € (a( 2 )+7 ( ) ) a 2’7 + 2 ’

Per t fissato si ha
e’yt _|_ ef’yt e'yt _ ef'yt

5 = 1+00), 5 =t +0(),

quindi per g — 0 si ha
xl(t7x07u)_)a/etu $2(f,$0aﬂ)—’ (at—f—b)et,
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ovvero z(t, xg, u) — z(t, zg,0) indipendentemente dal valore del dato iniziale zg.

ESERCIZIO 2.

2.1. Punti d’equilibrio. Si ha
{x'—2x(y2—1),

yzzy(IQ_l)v

cosichesihagy=0opery=0o0perxz==+1l,ex=00perax=0o0pery==+l.
Se y = 0 si ha quindi x = 0, mentre se + = +1 si ha y = +1. In conclusione abbiamo i cinque punti
d’equilibrio (0,0), (—1,-1), (-1,1), (1,-1), (1,1).

2.2. Stabilita dei punti d’equilibrio. Possiamo riscrivere il sistema come

= 2zy? — 2z
y =2y — 2y,

quindi la matrice del sistema linearizzato nell’intorno del punto d’equilibrio (xg,yo) ¢ data da

_(295—2 dxoyo
Ao, 40) = ( dxoyo 2232 )°

Si ha

A(O,O)_<_02 _02) A(1’1>—A(‘1"1>—<2 3) A(—l,l)_A(l,—l)_<_O4 ‘04>,

quindi A(0,0) ha autovalore —2 con molteplicita 2, mentre A(41,+1) ha autovalori +4.
Poiché gli autovalori di A(0, 0) sono entrambi negativi possiamo concludere che (0, 0) & un punto d’equilibrio

asintoticamente stabile. Poiché A(+1,+1) ha almeno un autovalore positivo possiamo concludere che i punti
(—=1,-1), (-1,1), (1,-1) e (1,1) sono punti d’equilibrio instabile.

2.3. Analisi qualitativa. Per studiare le traiettorie del sistema consideriamo le curve di livello
Y= {(w,y) eR*: V(z,y) = C}

della funzione V (z,y), tenendo conto che le traiettorie attraversano ortogonalmente tali curve.
Innazitutto studiamo le curve di livello che contengono i punti d’equilibrio instabile.
Si ha V(£1,+1) = 0, quindi

Yo =C1 UCaUC3Uy,
01:{(x,y)eR2::z::1}, ng{(x,y)e]RQ:x:—l},
C3={(x,y)€R2:y=1}, C4:{(x,y)€R2:y:—l},

quindi ¥ & costituita dall’unione di quattro rette.
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Figura 1. Curve di livello della funzione V(z,y).

Usando la continuita della funzione V' possiamo disegnare le altre curve di livello. Si trova la situazione
rappresentata in Figura 1.

Come suggerito dal testo, si verifica immediatamente che le curve y = £z sono invarianti. Infatti se
poniamo y = x troviamo

i=2z(z*-1)=2y(y*-1) =7y,
quindi se z(0) = y(0) si ha z(t) = y(t) per ogni ¢ per cui la soluzione ¢ definita. Analogamente, se poniamo
y = —x troviamo
=2z (2> —1)==2y(y"—1) = -3,

quindi anche la retta y = —x € invariante. Inoltre sia sulla curva y = z sia sulla curva y = —x si ha © > 0
se e solo se x > 1 oppure se —1 <z < 0.

Anche le rette z = 0 e y = 0 sono invarianti. Infatti se poniamo x = 0 troviamo

=0, g=-2,

e quindi z(¢t) = 0 se 2(0) = 0; inoltre sulla retta x = 0 si ha y > 0 se e solo se y < 0. Analogamente, se
poniamo y = 0 troviamo
T = —2x, y =0,

e quindi y(¢) = 0 se y(0) = 0; inoltre sulla retta y = 0 si ha & > 0 se e solo se z < 0.

Le altre traiettorie si ottengono utilizzando la dipendenza continua dai dati iniziali e tenendo conto che
le traiettorie devono attraversare ortogonalmente le curve di livello disegnate in Figura 1. Si ha quindi la
situazione rappresentata in Figura 2.

ESERCIZIO 3.

3.1. Indichiamo con B,.(x) I'intorno di raggio r e centro in , i.e. B.(v) = {y € R" : |y — | <r}, con 4 la
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chiusura dell’insieme A, e con p(t, z) la soluzione di & = f(z) con dato iniziale z.

Per definizione di stabilita per ogni e > 0 esiste § > 0 tale che se Z € Bs(xo) allora ¢(t,Z) € Be(xo)
per ogni t > 0. Fissato € > 0 si ponga B = Bs(xg). Quindi ¢(t,Z) € B:(x9) C B:(xo) ¥Vt > 0. Da ogni
successione di punti ¢(tx, Z), con {t;} crescente e divergente, si pud quindi estrarre, usando la compattezza,

una sottosuccessione convergente ¢(tx;, ) a un punto y € B.(xo). Quindi y € L, (Z), ovvero L, (Z) # 0.

3.2. Siragiona come nella dimostrazione del teorema di Ljapunov (Capitolo 4, paragrafo 18.19), e si ottiene
L,(z) = xg.

ESERCIZIO 4.

4.1. In una dimensione, un esempio possibile ¢ dato da
6 =cosf—1, 0T =R/2nZ,

(cfr. Capitolo 4, Osservazione 16.6). In due dimensioni si pud considerare

{0201 o) eTxR

—x,

Figura 2. Analisi qualitativa del sistema.

4.2. In due dimensioni, si puo considerare

. 0 1
T = Az, A_<—1 0).
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Le soluzioni sono della forma
x(t) = acost + Bsint,

con le costanti «, # che dipendono dai dati inziali. Si ha infatti
()| = 2(0)]  VteR,

quindi l'origine € un punto d’equilibrio stabile.
In una dimensione I'unica possibilita ¢ il caso banale & = 0, le cui soluzioni sono z(t) = z(0) Vt € R.

ESERCIZIO 5.

5.1. Per n = 1 la matrice A si riduce a uno scalare A < 0, quindi A = A. Se B = 0, la soluzione ¢ data da
z(t) = ez, dove 29 = 2(0) @ il dato iniziale. Quindi le traiettorie decadono verso 'origine con velocita
esponenziale.

5.2. Per n =1 se B # 0, la soluzione si trova con il metodo di variazione delle costanti, ed & quindi

x(t) = et (:co + / s e_ASB(s)) .

0
Quindi se |B(t)| < e per t > 0 si ha, per t > 0,
At

t cot __
lz(t)] < et (|x0| +/ ds e(A+CO)S> < eAt|x0| n uj
0 Co — A

purché ¢y — A # 0, mentre |2(t)| < e (Jzg| + 1) se co — A = 0, ovvero se ¢y = A. Quindi x(t) tende a zero
per t — oo se ¢g < 0. La convergenza e ancora esponenziale, tranne che per ¢y = A, nel qual caso c¢’e¢ una
piccola correzione lineare in t.

5.3. Perché le solzuioni rimangano limitate € sufficiente che si abbia ¢y < 0. Infatti per ¢y = 0 'analisi al
punto (5.2) da |z(t)] < e?ag + (1 — e?)/|Al, e quindi |x(t)] < |zo| + |A|~* per ogni t > 0.

5.4. Per n qualsiasi si puo sempre scrivere la soluzione nella forma

x(t) = et (:co + / s e_ASB(s)) .

0

Possiamo inoltre introdurre il vettore C(¢) tale che B(t) = e®!C(t), con |C(t)| < 1.

La matrice A si puo scrivere A = S+N, con S semisemplice e N nilpotente tali che [S, N] = 0. Quindi e?? =
eSteNt. Inoltre esiste una matrice invertibile @ tale che D = QSQ~! & diagonale e D = diag(\1, ..., \,),
se A1,..., A\, sono gli autovalori di A. Si ha quindi Qe*Q~! = eP* = diag{eM?,... e’} e Qe tQ~! =
e~ Pt = diag{e ™! ... ,e7 !} dove \y < —c < Operognik=1,...,n.

Possiamo quindi scrivere

o) =@ (@@ Quo + Qe | o e Q' aB())
0
=Q ! (eDthNt:vo +ePiQeNtQ ! /t ds e_DSQe_NSB(S)) 7
0
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dove
QeNtzy = P(t), Qe NiB(t) = P'(t)e™?,
con P(t) e P'(t) vettori opportuni, le cui componenti Py(t), k = 1,...,n sono polinomi di grado < n in .
Scritta per componenti quindi la soluione z(t) ¢ data quindi da
n n t
o) =Y (Q e Pi() + > (Qil)kie)\it(QeNtQil)ij/ dse %% Pl(s)e™".
i=1 i,j=1 0
Il primo termine
n
S Qe Pi(t)
i=1
decade a zero esponenzialmente indipendentemente da ¢y poiché A\, < —c < 0 per k =1,...,n. Nel secondo
termine si ha perogni j =1,...,n

t
/ ds e_’\fsPJ{(s)eCUS = e_’\ftPJ{’(t)ecot + ¢j,

0
dove ¢; ¢ costante in t e P/'(¢) ¢ un polinomio in . Se co # A; allora Pj'(t) ha lo stesso grado di Pj(t), se

invece cg = A; il grado di Pj'(t) & maggiore di uno del grado di Pj(t).

Quindi il secondo termine si puo riscrivere

)ijcj + z": MO QN QT P ()(Q ™ ki

n

Z (Q—l)kiekit(QeNtQ—l
ij=1

Q@ Mri| < Co,

,j=1
dove il primo termine di nuovo tende a zero esponenzialmente. Nel secondo termine possiamo invece stimare

per t grande
[(QeMN'Q™1)i;] < Cot™, |P(t)] < Cot™,
per un’opportuna costante Cy. Quindi possiamo stimare il secondo termine del secondo termine con

n
Cth’ﬂ § e>\it_)\jt+00t < TLQCStQ’ﬂ max e>\it_>\jt+c()t.
- 1,7=1,....m

i,j=1

Quindi abbiamo che z(t) tende a zero se
min A; < —c— min Aj.
=1,... j=L,eem

co < Mmax Aj —
j=1,....,n Jj=1,....n

Ovviamente per n = 1 ritroviamo la condizione ¢y < 0.

ESERCIZIO 6.
6.1. Costante del moto. Cerchiamo la costante del moto H(z,y) richiedendo che si abbia
0H OH
Hy =5 =i =4y (2® +y?) =4y2® +4y°, H, = Y —j =da (2 +y* — 2) = 42® + 42y® — 8z
Y x
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Integrando la prima equazione rispetto a y si ottiene
H(z,y) = 22°y* +y* + 1 (@),
dove ¢;(z) & una funzione arbitraria di z, e integrando la seconda equazione rispetto a x si ottiene
H(z,y) = z* + 22%% — 42% + 2 (y),
dove ca(y) & una funzione arbitraria di y. Eguagliando le due espressioni si ottiene
H(z,y) = 2 4+ 222y + y* — 42? + ¢,

definita a meno di una costante arbitraria ¢, che possiamo porre uguale a 0 per semplicita.
Possiamo riscrivere la funzione H(z,y) come

H(z,y) = (w2 + y2)2 — (296)2 =(2®+y* +272) (2* +y* - 2z) .

6.2. Punti d’equilibrio. Si ha & = 0 per y = 0 oppure 22 + y?> = 0,ie. 2 =y = 0. Se z = y = 0 anche
7y =0, quindi £ = y = 0 & un punto d’equilibrio. Se y =0 e x # 0 allora 3§ = 0 per 2 +y? = 22 = 2, i.e. per
xr = :I:\/i.

Si hanno quindi 3 punti d’equilibrio (0,0), (v/2,0), (—v/2,0).

6.3.1. Stabilita dei punti d’equilibrio. Parte I. La matrice A(z,y) del sistema linearizzato nell’intorno
del punto d’equilibrio (zg,yo) & data da

( Huy(zo,yo)  Hyy(wo,0)
A($O7y0) B (_sz(x()vy()) —sz(:zro,yo) ,

dove o2
H
Hex(20,90) = W(Io,yo) = 1225 + 4y5 - 8,
0*H
H, , = —— (o, =8 ,
y(%o,Yo0) 910y (0, 0) = 8zoyo
0’°H
Hyy(20,90) = a—yQ(IOa yo) = 4ag + 12y5,

dove abbiamo usato che H,, = H,,. Si ottiene

A(0,0)_<g 8) A(\/i,())_<_26 g) A(—\/§,O)_<_(16 g)

quindi in tutti e quattro i casi abbiamo autovalori con parte reale nulla, cosi che non possiamo concludere
nulla sulla stabilita dei quattro punti d’equilibrio.

6.4.1. Analisi qualitativa. Parte I. Prima di continuare lo studio della stabilita dei due punti d’equilibrio
iniziamo a studiare le curve di livello

Y. = {(z,y) ERQ:H(:E,y):c},
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iniziando dai valori che corrispondono ai punti d’equilibrio trovati.
Si ha H(0,0) = 0, mentre H(v/2,0) = H(—/2,0) = —4.
Si vede subito che ¥y e data dall’unione di due circonferenze:

3o =C1 UCy,
C = {(:C,y) €R2:x2+y2+2w:0}, Cy= {(w,y) ERQ:w2+y2—2x:O}.
Scrivendo
P4y 2= 420+ 14+9y - 1=(x+1)?+9>-1=0,
Ayt —2r=2"-2r+1+y —1=(z—-1)+y* - 1=0,
si vede che C; & una circonferenza di raggio 1 e centro (—1,0), mentre Cs & una circonferenza di raggio 1 e

centro (1,0). Le due circonferenze si intersecano nell’origine, i.e. in corrispondenza del punto d’equilibrio
(0,0); cfr. la Figura 3.

Figura 3. Curva di livello ¥.

Per determinare i versi di percorrenza sulle circonferenze si ragiona come segue. Su C; si ha 22 +y%+2x = 0
quindi
—-2<2<0, T = —8xy,

quindi £ > 0 per z < 0 e y > 0, mentre < 0 per z,y < 0. Invece su Cy si ha z? + y? — 22 = 0 quindi
0<z <2, T = 8xy,
quindi © > 0 per z,y > 0, mentre £ < 0 per z >0 e y < 0.

6.3.2. Stabilita dei punti d’equilibrio. Parte II. Lo studio di ¥ ci permette di concludere che I'origine
e un punto d’equilibrio instabile. Per studiare la stabilita degli altri due punti d’equilibrio possiamo applicare
il teorema di Ljapunov.

Poiché H(++v/2,0) = —4 <0 e H(z,y) = 0 per (z,y) € C; UC possiamo concludere che (£+/2,0) sono due
punti di minimo isolato per la funzione H. Definiamo allora la funzione di Ljapunov W (z,y) = H(z,y)+4. Si
ha W (v/2,0) = 0 e, inoltre, W (z,y) > 0e W(z,y) = H(x,y) = 0in B\ {(v/2,0)}, dove B indica un intorno
del punto (\/5, 0). Quindi il teorema di Ljapunov ci assicura che (\/5, 0) & un punto d’equilibrio stabile.
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Analogamente si ragiona per il punto (—v/2,0), e si conclude che anche (—+/2,0) & un punto d’equilibrio
stabile.

6.4.2. Analisi qualitativa. Parte II. Le altre curve di livello si ottengono facilmente per continuita,
tenendo conto che la funzione H(z,y) ¢ una funzione regolare: quindi cambiando di poco il valore della
costante c¢ le curve di livello ¥, cambiano di poco. Inoltre le curve di livello sono regolari in tutti i punti
(x,y) in cui (Hy(z,y), Hy(z,y)) # 0. Poiché gli unici punti in cui si annulla il gradiente di H sono i punti
d’equilbrio, possiamo concludere che tutte le curve di livello X, con ¢ ¢ {0, —4}, sono regolari. Si ha quindi
la situazione rappresentata in Figura 4.

Figura 4. Analisi qualitativa del sistema.

I versi di percorrenza si ottengono, utilizzando la dipendenza continua dai dati iniziali, dallo studio dei
versi di percorrenza lungo le curve di livello ¥g. Altrimenti, pitt semplicemente, basta notare che si ha
i = 4y(xz? + y?) > 0 nel semipiano y > 0 e @ < 0 nel semipiano y < 0. Quindi le traiettorie sono dirette da
sinistra a destra nel semipiano superiore e da destra a sinistra nel semipiano inferiore.
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