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FM1 - Equazioni differenziali e meccanica

PRIMA PROVA D’ESONERO (03-04-2006)

CORREZIONE

EsERcIzZIO 1. Lo spettro £(A) della matrice A si trova risolvendo 1’equazione
det (A= A1) =(1-X)°—1=A(A—2),

quindi £(A) = {A1, A2} = {0,2}. Gli autovettori corrispondenti si ottengono imponendo

(1= 1 Vk1 _
(A—/\k]l)’l}k—< 1 1—)\k)(vk2)’ k—1,2,

A =0 — ’Ul:(
Ao =2 — ’U2:(1,1).

€ Sono

La matrice del cambiamento di base ¢

1 -1 . 11 1
PZ(l 1) - lepTZ(—l 1) = Q=3

Possiamo quindi scrivere

_ -1 _(0 0
e, analogamente, per ogni t € R,
_ -1 _(0 0
At = Q-1 (BH)Q. Bt—(o 2t>.

Quindi
. 10
exp(a) = =@ eq, = (1 ).

L1 N1 0N (1 1Y (1 e
To2\l-11 0 e% 1 1 ) \er?—1 e241 )"

La soluzione del problema di Cauchy ¢ allora

1 /e?+1 e -1 1
x(t):eAtxozi(e%—l e?+1)\0)

che da

che implica

EsERrciz1O 2. Cfr. Cap. 4, §17, paragrafi 17.3, 17.5 e 17.6.




ESERCIZIO 3.

3.1. Unicita della soluzione. La funzione x — || & lipschitziana, quindi si applica il teorema di esistenza
e unicita: quindi il problema di Cauchy ammette un’unica soluzione.

3.2. Soluzione e sua regolarita. Se 9 = 0 si vede subito che x(t) = 0 ¢ soluzione. Se zg # 0, si
distinguano i casi zg > 0 e zy < 0.

Consideriamo prima il caso zp > 0. Poiché la soluzione ¢ continua in ¢, se o > 0 allora la soluzione x(t)
verifichera x(t) > 0 almeno per ¢ piccoli. Per tali ¢ 'equazione diventa 4 = x, che si risolve per separazione

di variabili:
=(®) qg ¢
/ T :/ ds=t = logl|z(t)| —log|zo| = t,
- 0

, T
dove possiamo scrivere |z(t)| = z(t) e |zg| = zo. Quindi otteniamo x(t) = e'z, fintanto che z(t) > 0. Ma
e’ > 0 per ogni t € R, quindi z(¢) = e’z & la soluzione per zg > 0.

Per zp < 0 si ragiona in modo analogo, e si arriva all’equazione & = —=z, che di nuovo si risolve per
separazione di variabili:

z(t) d t
/ S —/ ds = —t = log |z(t)| — log |zo| = —t,
x 0

o T

che da |z(t)| = e t|xo|. Tenendo conto che |x(t)| = —z(t) e |xg| = —x0, troviamo z(t) = e twy, fintanto che
z(t) < 0. Come nel caso precedente possiamo quindi concludere che la soluzione & z(t) = e'xy per zo < 0.
Tenendo conto che per zy = 0 la soluzione & x(t) = 0 per 2y = 0 possiamo scrivere che la soluzione &

t >
:E(t) _ eio’ xg > 0,
e ‘mg, wo <O,

per ogni zg € R e ogni t € R. In particolare la soluzione & C* in t.

3.3. Stabilita dell’origine. Si ¢ verificato al punto precedente che x = 0 & un punto d’equilibrio: infatti
il campo vettoriale si annulla per x = 0. La soluzione & data da x(t) = e'zg per xo > 0, quindi si ha

lim x(t) = o0 se xog > 0,

t—oo

cosi che possiamo concludere che l'origine ¢ un punto d’equilibrio instabile.

EsERrcIZ10 4. Cfr. Cap. 4, §16, paragrafo 16.21.

EsERrcizio 5. Cfr. Cap. 1, §2, paragrafo 2.9, punti (2) e (3).

ESERCIZIO 6.

6.1. Costante del moto. Possiamo scrivere

Hzy) =y’ —(+1)?) (* - (@-1%) =y’ =’ (z - 1)+ (@ +1)?) +ylz + 1)*(z — 1)°
=% — 23 (:102 + 1) + y(x2 — 1)2.

Si ha

= —day® +4zy (2® — 1) = —day (y* —2° + 1),

y =

oH
Ox
%—ZI =5y* —6y” (z* + 1) + (z® — 1)°.



quindi ¢ = H, e y = —H,, cosl che

H=H,&+Hyy=H,H,— H,H, =0.

6.2. Punti d’equilibrio. Si ha § = 0 per = = 0 oppure y = 0 oppure 2 = 1 + 32. Imponendo che per tali
valori anche & = 0 si trova:

z=0 == 5y* — 6y% +1=0,
22 =1+1y? = 5yt —6y% (2+12) +y* =0.

Quindi per x = 0 abbiamo

o] =

2=l eviTs) 3j:2:{1,

T 5 1/5,
che da i quattro punti d’equilibrio
P =(0,1), P=(0,1/V5), Py=(0,-1/V5),  Py=(0,-1).
Per y = 0 troviamo x = +1, che implica due altri punti d’equilibrio
P; =(1,0), Ps = (-1,0).
Infine, se scriviamo z2 = 1 + y2, y deve soddisfare I’equazione
5yt — 12y — 6y? + yt = —124% = 0,

che implica y = 0, e quindi x = +1. Di conseguenza ritroviamo i punti d’equilibrio Ps e Fs.
Si hanno quindi in tutto i 6 punti d’equilibrio P, = (0,1), P> = (0,1/v/5), P3 = (0, —1/v/5), Py = (0, —1),
P; =(1,0) e Ps = (—1,0); cfr. Figura 1.

6.3. Stabilitd dei punti d’equilibrio. Sia A(z,y) la matrice del sistema linearizzato nell’intorno del

punto d’equilibrio (z,y). Si ha
_( Hyy Hy,

dove -
Hyp = 5z = —4y? 4+ 12y2? — 4y = 4y (32° —y> — 1),
O*H
Hey = 5005 = —12ay° + 42° — dz = 4w (a® - 3> — 1),
O*H
Hyy = 55 =20y° =12y (2 +1) = 4y (5° - 32° = 3).
y
Si ottiene

A(£1,0) = (8 8), A0,£1) = (fg %8), A0, £1/V/5) = <i24(/)5\/5 jFSéﬁ),

e gli autovalori corrispondenti sono:

P — A= =Xy = 8,

Py — A= —Xy = 28\/5/5,
Ps — )\1:—)\2:i8\/§/5,
Py — A== 8,

Ps — A1 =X =0,

Ps — A1 =X =0.
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Possiamo concludere che P; e P4y sono punti d’equilibrio instabile poiché almeno un autovalore del sistema
linearizzato ha parte reale positiva.

Non possiamo invece concludere nulla riguardo agli altri punti. Prima di procedere andiamo a studiare le
curve di livello della funzione H,

I'g = {(:C,y) €R2:H(:v,y):E},

iniziando dai valori che corrispondono ai punti d’equilibrio instabile trovati, cioe P; e Py.
Si ha H(0,£1) = 0. Si vede subito che T’y ¢ data dall’unione di quattro rette:

Ty =CoUCy UCyUCsUCy,

Coz{(a:,y)eRQ:y:()},

Clz{(:v,y)eRzzyszrl},
{(m,y)eRzzy:x—l},

ng{(x,y)ERQ:y:—:zr—l—l},
{@y)

Cy=1(z,y ERQ:y:—x—l},

e contiene, oltre ai punti P; e P4, anche i punti P5; e FPs. Tali rette sono invarianti. La situazione e
rappresentata in Figura 1.

Figura 1. Curva di livello I'y e punti d’equilibrio.
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I versi di percorrenza si ricavano immediatamente dal campo vettoriale.

Sulla retta Cy si ha y = 0, quindi §y = 0 e # = (x — 1)2 > 0 per |z| # 1, cosi che il verso di percorrenza &
sempre da sinistra a destra.

Sulla retta C1, ove y = x4+ 1, si ha g = 4a(z + 1) ((z + 1)? + 1 — 2?) = 8x(x + 1), quindi § > 0 per z > 0
ey < 0perz<O.

Sulla retta Ca, ove y = x — 1, si ha § = 4z(z — 1) ((z — 1)> + 1 — 2?) = —8z(z — 1)2, quindi § > 0 per
r<0ey<0perz>0.

Sulla retta Cs, ove y = —z + 1, si ha § = 4a(1 — 2) (1 —2)® + 1 — 2?) = 8z(1 — z)?, quindi § > 0 per
z>0ey <0perxz<O0.

Sulla retta Cy4, ove y = —z — 1, si ha y = —4z(1 + z) (1 + 2)* + 1 — 2?) = —8z(1 + 2)?, quindi § > 0 per
z<0ey<0perzxz>0.

Si vede in particolare ci sono direzioni lungo le quali ci si allontana dal punto d’equilibrio P5 e direzioni
lungo 1 e quali ci si allontana dal punto d’equilibrio Ps: quindi anche P5 e Py sono punti d’equilibrio instabile.

Per studiare la stabilita dei punti d’equilibrio restanti cerchiamo di applicare il teorema di Ljapunov.

Consideriamo la regione compatta A definita da

A={@yeR 2l <1, 0<y<1-|al},

cioe la regione racchiusa tra le curve Cy, C; e C3. Sulla frontiera di A la funzione H si annulla, e all’interno
¢’e un solo puntio stazionario, P», dove la funzione H assume il valore

H(0,1/V5)

1 <1 2 ) 1-10+25

V5\25 5 TV

Quindi, per continuita, la funzione H & sempre strettamente positiva all’interno di A.

Poiché per il teorema di Weierstrass la funzione H deve avere massimi e minimi in A possiamo quindi
concludere che il valore minimo ¢ 0 ed & assunto sulla frontiera, mentre il valore massimo & H(0,1/v/5) ed &
assunto in Ps.

In conclusione P, & un punto di massimo (locale) per H. Possiamo quindi definire la funzione di Ljapunov

Wz, y) = — (H(z,y) - H(P2)),

in modo che, comunque preso un intorno B C A di P, si abbia
(1) W(P2) =0e W(x,y) >0 per ogni (z,y) € B\ {P:},
(2) W(z,y) = H(x,y) = 0 per ogni (z,y) € B.
In conclusione, possiamo applicare il teorema di Ljapunov che, sotto tali ipotesi, implica la stabilita del
punto Ps.
Analogamente, notando che

H(0,-1/V/5) <0,

____|_ -
V5 \25 5 25v/5

abbiamo che P53 ¢ un punto di minimo (locale) per H, e possiamo quindi applicare il teorema di Ljapunov

B 1<1 2 > 110+ 25

prendendo

come funzione di Ljapunov, e concludere che anche P3; € un punto d’equilibrio stabile.

6.4. Analisi qualitativa. L’analisi qualitatitva ¢ gia stata iniziata al punto precedente, dove sono state
studiate le traiettorie con supporto sulla curva di livello T'y.

Le altre traiettorie possono essere studiate nel modo seguente. Data la regolarita della funzione H le
curve di livello I'g per E vicino a 0 rimangono vicino alla curva di livello I'y. Poiché le curve di livello
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Figura 2. Curve di livello I'g per alcuni valori di E.

I'g per E # 0 non contengono punti d’equilibrio (tranne che per i valori di E tali che E = H(0, 1/\/5) o)
E = H(0,—1/+/5)), allora saranno curve regolari. Man mano che ci si allontana dal valore E = 0 le curve
saranno sempre piu distanti da I'g, ma varieranno sempre con continuita al variare di £. Cfr. la Figura 2.

I versi di percorrenza si possono ricavare per continuita. Se E & vicino a 0, si usa la dipendenza continua
dai dati iniziali per concludere che ci si muove con verso consistente con quello di percorrenza della curva di
livello I'y. Variando ulteriormente E il verso si mantiene consistente perché per cambiare dovrebbe prima
annullarsi il campo vettoriale, e questo non e possibile al di fuori dei punti d’equilibrio.

Allinterno della regione A e della regione
A’Z{(év,y)ER2 ol <1, OZyzl—IwI} = {(fc,y) eR*: (%—y)EA},

che si ottiene da A per riflessione rispetto all’asse x, si hanno traiettorie periodiche, con orbite che contengono
al loro interno uno dei due punti d’equilibrio.

Infatti sia A sia A’ sono racchiuse da una componente connessa della curva di livello T'y e al loro interno
¢’e¢ un unico punto d’equilibrio, che & un punto d’equilibrio stabile. Allora possiamo applicare il Teorema
che afferma che, sotto tali condizioni, tutte le traiettorie con dati iniziali in int(A) \ Pz e in int(A’) \ P3 sono
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periodiche e hanno orbite chiuse che contenegono i punti P» e P, rispettivamente, al loro interno.

ESERCIZIO 7.

7.1. Stabilita dell’origine. Cerchiamo di scrivere il sistema dinamico nella forma

OH
I’—a—y,
. oH
y__afﬂ,

per qualche funzione H = H(zx,y).
Integrando la prima equazione del sistema rispetto a y si trova

H(l‘,y) = y2 —|—f(:v),

dove f = f(x) & una funzione arbitraria di .
Integrando la seconda equazione del sistema rispetto a y si trova

H(z,y) = 202 — zt + 9(y),

dove g = ¢g(y) & una funzione arbitraria di y.
Uguagliando le due espressioni troviamo

H(z,y) =y* +22° — 2 + ¢ = y* 4 222 — 2,

dove ¢ & una costante arbitraria, che abbiamo posto uguale a 0. Quindi la funzione H = H(x,y) ¢ una
costante del moto.

Si vede subito che (0,0) & un punto d’equilibrio per il sistema. Per dimostrarne la stabilita applichiamo il
teorema di Ljapunov.

La funzione H si annullain (z,y) = (0,0). Inoltre (0,0) & un punto stazionario poiché 0H/dx = dH/dy =0
in (0,0). Calcoliamo la matrice hessiana di H in (0,0).

Le derivate seconde di H sono

0?’H

_ 2
W—4—12I,

0*H 0 0*H
oxdy Oy ’

quindi la matrice hessiana in (z,y) = (0,0) vale

(i)

cosi che det H =8 > 0 e Hy1 =4 > 0: quindi (0,0) & un punto di minimo per H.
Definiamo allora la funzione di Ljapunov

Esiste quindi un intorno B di (0,0) tale che
(1) W(0,0) =0 e W(z,y) > 0 per ogni (z,y) € B\ {(0,0)},

(2) W(z,y) = H(x,y) = 0 per ogni (z,y) € B.
Quindi per il teorema di Ljapunov 'origine & un punto d’equilibrio stabile.

7.2. Stabilita asintotica dell’origine. Se aggiungiamo un campo vettoriale (—ax, —ay) il sistema sara
modificato in

T =2y — ax,

U =423 — 4o — ay,
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cosl che (0,0) & ancora un punto d’equilibrio.
La matrice A del sistema linearizzato in un intorno di (0,0) sara

—a 2
(50 5)
quindi gli autovalori di A si ottengono risolvendo 'equazione

(—a—X’+8=0 =  A=-—-a+i2V?,

e quindi entrambi gli autovalori hanno parte reale negativa. Quindi ’origine & un punto d’equilibrio asintot-
icamente stabile.

ESERCIZIO 8. Siano A1, ..., A, gli autovalori di A, e siano nq,...,n, le rispettive molteplicita. La soluzione
del sistema @ = Ax & definita globalmente (cio¢ per ogni t € R) si puo scrivere nella forma

o(t) =Y M PE(1),
k=1

dove P%)(t) & un polinomio di grado nj, — 1 in t (che dipende dai dati iniziali). Poiché per ipotesi Re A < 0
1,.

per ogni k = ..,7 sl ha
tlim Mkt p(k) (t) =0, k=1,...,r
e quindi
tlim z(t) =0

indipendentemente dal dato iniziale. Quindi, quale che sia il dato iniziale Z, la soluzione x(t) = @(t, )
tende a 0 per ¢ — co. Ne segue che z = 0 € un punto d’equilibrio stabile e attrattivo, e quindi ¢ un punto
d’equilibrio asintoticamente stabile.




