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FM1 - Equazioni differenziali e meccanica

SECONDA PROVA D’ESONERO (04-06-2006)

CORREZIONE

EsErcizio 1. Cfr. Cap. 4, §19, inizio del paragrafo 19.3, pagg. 152-154.

ESERCIZIO 2.

2.1. Trasformazione rigida. L’origine O’ del sistema di riferimento mobile oscilla lungo la parabola
y = y(z) = 22 con legge o/ (t) = sint. Quindi yor(t) = sin®t e il vettore r che individua O’ nel sistema
di riferimento fisso ¢ dato da

r = r(t) = (sint,sin’¢,0).

L’angolo 6(t) che 1'asse ¢ del sistema mobile forma con I’asse = del sistema fisso & tale che

tan0(t) = %(zo/ (t)) = 2sint,

quindi C ¢ la traslazione di r e B ¢ la rotazione di 6(¢) intorno all’asse z, i.e.

cosf(t) —sinf(t) 0O
B=DB(t)= | sinf(t) cosf(t) 0
0 0 1

con 6(t) = arctan 2 sint.

2.2. Soluzione dell’equazione del moto. Nel sistema mobile si ha

Q(t) = (t7 0’ 0) )
per ipotesi. Quindi nel sistema fisso
cosf(t) —sinf(t) 0 t sint tcosf(t) +sint
q(t) = Bt)Q(t) +r(t) = | sinf(t) cosd(t) 0 0|+ | sin®t | = [ tsind(t) +sin’t |,
0 0 1 0 0 0

quindi
q(t) = (tcos(t) +sint, tsinf(t) +sin’¢,0).

2.3. Velocita assoluta. Si ha

v=q= (cos O(t) — tsin@(t)0(t) + cost,sinO(t) + tcosO(t)0(t) + 2sint cost, O) ,

dove
2cost

T 1t+4sin’t

o(t)
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2.4. Velocita relativa. Si ha

v/ = B(t)Q(t) = (cosf(t),sin 6(t),0),
poiché Q(t) = (1,0,0).
2.5. Componente traslatoria della velocita di trascinamento. Si ha

vo = 1(t) = (cost,2sintcost,0).

2.6. Componente rotatoria della velocita di trascinamento. Si ha

v = [w(t), q(t) — r(t)] = det om (iy 9'(;) = (—t sinf()0(t), t cos O(t)6(t), 0) ,
tcosO(t) tsinf(t) O

ed ¢ immediato verificare che v/ 4+ vy + vy = v.

2.7. Forza di Coriolis. Dalla definizione di forza di Coriolis si ha
Foo = —2m[2,Q] = —2det | 0 0 0(t) | = (0, —2é(t),o) ,

dove si e usato che m = 1.
2.8. Forza centrifuga. Si ha
e e, € ,
[2,Q=det| 0 0 6@) |= (o,to(t), o) :
t 0 0

e quindi dalla definizione di forza centrifuga

Fo=-m[2,[2,Q]=-det| 0 0 6t :(t(??(t),O,O)-

2.9. Tempi di attraversamento. La traiettoria t — q(t) = (x(t), y(¢),0) attraversa l’asse x per t tale
che y(t) = 0. Si ha

y(t) = tsin@(t) + sin’t, sinf(t) = tan&(l;) = 2sint ,
V1 + tan” 6(t) \/1 + 4sin?(t)

quindi y(t) = 0 diventa
. 2t .
sint | ————= +sint | =0.
V14 4sin?t
Poiché 1 < 1 + 4sin? (t) <5, e quindi
2t 2t
<9,

— < —7——<
NG V1+4sin®t
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mentre |sint| < 1, la funzione
2t

V1 +4sin?t
non si annulla mai, e quindi y(¢) = 0 se e solo se sint = 0. La funzione sint si annulla infinite volte, ogni

qual volta si abbia t =t = 7k, con k € Z. Quindi i tempi di attraversamento sono dati dai tempi della
successione {ty}.

+ sint

EsErcizio 3. Cfr. Cap. 7, §31, paragrafi 31.16 ed esercizio 5.

EsERrRCIZ10O 4. Cfr. Cap. 7, §30, lemma 30.4 e paragrafi 30.3 e 30.5.

ESERCIZIO 5.

5.1. Equazione del moto e sistema dinamico associato. Si ha

2
Vert(p) = V(p) + % =2logp — %log (1+2p%+2p") + 2%2,
, 2 2p + 4p° B 20°(1+2p° +2p") — p*(2p +4p%) — B(1 +2p° +2p")
) = T T e P+ 27+ 207
_20° +4p" +4p% —2p" —4p5 — B —26p" —26p"  2(1 - B)p" +2(1 - B)p* -3
B P31+ 2p% + p*) B p3(1+2p2 + 2p%) ’

dove 8 = L?/u € R. Poiché per ipotesi L # 0 nel seguito si deve considerare solo 3 > 0.
L’equazione del moto per la variabile radiale e allora

i} 2 2p + 4p3 8
— _\! — -
Hp = cﬁ(p) p+1+2p2+2p4+p37

e il sistema dinamico associato ¢

p=1y,

1, 1/ 2  2p+4p° 5)
== S (. i
§= = Ven(p) u( p o 1+202 420 pP

5.2. Punti d’equilibrio. I punti d’equilibrio sono della forma (p,y) = (po,0) con VZ(po) = 0.
La funzione Vg (p) & definita per p > 0, e si ha

lim Ve (p) = +00, lim Ve(p) = —log V2,
p—

p—00
poiché per p — 0 il termine dominante & 3/2p?, che diverge per 3 > 0, mentre per p — oo si ha

(1+2p2+2p4>

1 1
lim Veg(p) = pli_)r{.lo (2 logp — - log (142p%+ 2p4)> = —5 lim log p

p—00 p—00
1 . 2 1 1
= _§plingolog <2+ 2 + ?) = —§1og2 = —log V2,
dove si & usato che 2logp = (1/2)4logp = (1/2)log p* = —(1/2)1log(1/p*) e che loga + logb = log(ab).
Si ha Vi (p) = 0 per
21— ot +2(1— A)p? — B =0.
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Figura 1. Grafico della funaione o« = §/(1 — 3) per 8 > 0.

Se 8 = 1 ’equazione si riduce a —3 = 0 che non ammette soluzioni. Se § # 1 possiamo dividere per 1 — (3
cosi da ottenere 5

2p4+2p2—a:0, Oé:m.

La funzione 8 — a = /(8 — 1) ¢ crescente in 3 (poiché da/d3 = 1/(1—)? > 0), e si ha a € (0, ) per
B€(0,1) e ac (—oo0,—1) per 8 € (1,00); cfr. la Figura 1.
Dobbiamo quindi risolvere ’equazione di secondo grado in z = p? data da
202 + 22 —a =0, a € (—oo,—1) U (0, +00),

e considerarne solo le radici positive. Le radici sono

Tr =

(—1:|:\/1+2o<).

N | =

Per a < —1 ’argomento della radice € sempre negativo. Per o > 0 esiste sempre una sola radice positiva,
poiché 1+ 2a > 1, ed e data da
1 1
To = B (—1+ 5\/1+2a) .
Quindi per avere radici positive deve essere 0 < 3 < 1.
In conclusione si hanno punti d’equilibrio se e solo se 0 < 8 < 1. In tal caso esiste un unico punto
d’equilibrio, dato da

po=\/%(—1+M): %(—H %)

5.3. Stabilita dei punti d’equilibrio. Per 5 € (0,1) il punto stazionario py & un punto di minimo
(isolato) per Penergia potenziale efficace Vg (p).

Il modo pit rapido per vederlo & notare che il segno della derivata V/;(p) € uguale al segno del polinomio
22% + 2z — a dove © = p?. Quindi V/3(p) = 0 per z = zo, V/g(p) > 0 per z > z¢ e V/g(p) < 0 per
0 < 2 < zp. Di conseguenza la funzione Vg (p) & crescente per p > pg e decrescente per 0 < p < po:
quindi p = pg € un punto di minimo isolato.



Possiamo quindi applicare il teorema di Dirichlet per concludere che (pg,0) & un punto d’equilibrio
stabile per il sistema dinamico associato.

5.4. Grafico dell’energia potenziale efficace. Per § > 1 la funzione Vg (p) ha derivata che non si
annulla mai. Per p — 0 la funzione V);(p) tende a —oo, quindi Veg(p) € strettamente decrescente: per
p — 0 l'energia potenziale efficace tende all'infinito e per p — oo tende all’asintoto orizzontale — log v/2.
Quindi il grafico della funzione € come rappresentato in Figura 2.

2.5¢
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Figura 2. Grafico dell’energia potenziale V(p) per § > 1.

Per 8 € (0,1) la funzione Vog(p) ha un punto di minimo in p = py, va all’infinito per p — 0 e ha un
asintoto orizzontale — log v/2 per p — oo; cfr. la Figura 3.

Figura 3. Grafico dell’energia potenziale V(p) per 0 < 8 < 1.

5.5. Analisi qualitativa. Studiamo le curve di livello

1
Iy = {(p,y) €Ry xR Spy” + Vear(p) = E}
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Figura 4. Piano delle fasi (p,y) = (p, p) per 8 > 1.
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Figura 5. Piano delle fasi (p,y) = (p,p) per 0 < 8 < 1.

dell’energia del sistema. Per 8 > 1 si ha la situazione rappresentata in Figura 4, per 8 € (0,1) si ha la
situazione rappresentata in Figura 5.

5.6. Traiettorie periodiche nel piano (p, p). Si possono avere traiettorie periodiche solo per 5 € (0, 1).
In tal caso l'energia E deve essere tale che Veg(pg) < F < —log V2. Quindi si deve fissare il dato iniziale
(p,y) in modo tale che si abbia

1
Veir(po) < 515° + Verr(p) < — log V2.

5.7. Traiettorie periodiche per il moto complessivo. Si possono avere moti periodici solo per
B € (0,1). In tal caso si hanno due possibilita. La prima & che sia (p(0), p(0)) = (po,0), ovvero che
la varabile radiale sia ferma nel suo punto d’equilibrio: in tal caso risulta § = L/up?, e quindi il punto
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materiale si muove lungo un’orbita circolare con velocita angolare costante (e quindi si muove di moto
circolare uniforme). La seconda & che (p(0), p(0)) = (p, ), in modo tale che la condizione al punto 5.6
sia soddisfatta, e che I'incremento della variabile angolare in un periodo Ty della variabile radiale sia
commensurabile con 27: questo significa che si deve avere

p+(E) do?

2/ - i — on?
_(BE) v q
8 P\ 7z (B = Ver(p))

per p,q € N primi tra loro, dove p+(E) sono le due radici dell’equazione Vig(p) = E.

5.8. Caso f=0. Se f=0siha

1
Vet (p) = V(p) = 2log p — 5 log (1 + 20" + 2p") ,

, 2 2p + 4p° 20*(1 +2p* +2p") — p*(2p + 49°)
air(p) = p o 1+2p2+2p - p3(1+ 2p2 +2p%)
L 2p7 +Apt +4p8 —2pt —4p° 2p* + 2p? B 2(p* +1)
P (14202 + p*) P+ 2024201 p(1+2p2 + 2pt)

quindi V/;(p) > 0. Inoltre si ha
1ir% Vert(p) = —o0,
p—

poiché per 8 = 0 il termine dominante diventa 2logp. Per p — oo si ha sempre un asintoto orizzontale
a —logv/2. Quindi in tal caso la funzione Vog(p) & strettamente crescente (cfr. la Figura 6).

1-

Figura 6. Grafico dell’energia potenziale V' (p) per 8 = 0.

Nel piano (p,p) si ha la situazione rappresentata in Figura 7. In particolare non esistono punti
d’equilibrio né traiettorie periodiche nel piano p, p), e quindi a fortiori non esistono moti periodici per il
moto complessivo.

Esercizio 7. Cfr. Cap. 10, §42, teorema 42.25 e paragrafo 42.26.
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Figura 7. Piano delle fasi (p,y) = (p, p) per 8 =0.



