Corso di laurea in Matematica
Sistemi dinamici — Primo Modulo

PrOvVA D’ESAME DEL 25-06-01

CORREZIONE

ESERCIZIO 1.
I Metodo

Il polinomio caratteristico dell’operatore lineare A &
PN =2-XNB-AN)—-6=X-5\A+6—-6=\(\—5),
cosi che lo spettro di A e costituito dagli autovalori
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Abbiamo quindi due autovalori reali distinti: I'operatore A ¢ dunque diagonalizzabile.
Cerchiamo una base {v1,v2} in R? costituita dagli autovettori di A: in tale base 'operatore rappresentato
da A nella base standard sara rappresentato dalla matrice diagonale

b (00

Le componenti dell’autovettore v si determinano cercando le soluzioni (z,y) non banali dell’equazione
x 2 1 T
G)-G ) ()

20 +y =0,

che fornisce la relazione
che, per esempio, ammette soluzione
v = (]., —2) .

Le componenti dell’autovettore v si determinano cercando le soluzioni (x,y) non banali dell’equazione
T -3 1 x
4w (3)= (7 H) ()=

-3z +y=0,

che fornisce la relazione
cosi che una possibile soluzione e
Vo = (1, 3) .

In conclusione si ha
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Si ha quindi
v\ _ el (1 =2
(2)-r(2) -G 3)

se {e1,ea} & la base standard in cui I'operatore lineare che definisce il sistema dinamico & rappresentato dalla
matrice A.
Siano y le coordinate nella base definita dagli autovettori {vy,v2}. Si ha allora

y=Qz, Q@ '=pr".

Quindi
cosi che det Q = 5. Si ha quindi

come & immediato verificare.
Si puo anche facilmente verificare che risulta

o131\ (2 1\ (1 1 0 0
pease =5 (5 1) (0 5) (5 5)=(05)

Nelle coordinate y il sistema diventa

come deve essere.

. 2 0 0
y=By, yelk, B—(O 5),
con condizioni iniziali y(0) = Qz(0), i.e.

y2(0) = 3/5;

la soluzione di tale sistema di equazioni si calcola immediatamente ed ¢ data da

{yl(b‘) y1(0) = 2/5,
y2(t) = 3e5t/5,

che, espressa nelle coordinate x, diventa z(t) = Q~'y(t): quindi si ottiene

#1(0) = 3alt) +9a(0) = 5 (2+3¢%).
2a(t) = —251 (1) + 3ya(t) = é (~4+ 96 .
II Metodo

Altrimenti, una volta determinati gli autovalori e gli autovettori di A, si puo direttamente scrivere la
soluzione nella forma

dove

_ 1 0
eAt — Q 1€BtQ, eBt — <0 5t) )
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Si ha quindi

Sy
|

L 1/1 1N\[/1 0)\/[/3 -1
QAQl:E(—2 3)(0 5t><2 1)

/1 3 -1\ _ 1/ 342 —1+¢
T 5\ =2 3\ 25 &) T 5\ —6+6e5 2+3e5 )7

x(t)—l 3427 1+ (1) _ 1 [ 243
T 5\ —646€% 24 37 1) 7 5\ —44+9% )

IITI Metodo

cosi che

Trovato lo spettro di A, si cerca una soluzione della forma
z(t) = a + be™,

con a = (a1,az) e b = (b1,bs) da determinarsi imponenendo che z(t) risolva 'equazione &(t) = Ax(t) e
soddisfi la condizione iniziale x(0) = (1,1).
Poiché si ha
#(t) = 5bed,
Pequazione &(t) = Ax(t) da
5b1€5t = (2@1 + (Lg) + (2[)1 + bg) 65t,
5b265t = (6@1 + 3&2) + (6b1 + 3b2) e5t,

che implica le 2 equazioni
{ 2a1 + a2 =0,
3b;y — by = 0.

Imponendo che siano soddisfatte le condizioni iniziali otteniamo inoltre le 2 condizioni

a1 +bp=1,
as + by = 1.

Risolvendo il primo sistema si trovano quindi le relazioni
as = —2ay, by = 3by,
che, inserite nel secondo sistema, danno:
a=(a1,a2) = (2/5,—-4/5), b= (b1,b2) = (3/5,9/5),

In conclusione la soluzione ¢ data da

x1(t) = (2 + 3€5t) ,

za(t) = = (—4+ 9¢™),

Tl = o] =

ESERCIZIO 2.

(2.1) Si cerca la costante del moto H(z,y) in modo tale che risulti

&= H, =0H/0dy,
y=—-H,=0H/0x.
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quindi

4y3 — 2ya® — 2y = H, = OH/0y,
625y — 62° = —H, = OH /0.

Si trova quindi, integrando la prima rispetto a y,
H(z,y) =y" —y°a® =y + ei (@),
e, integrando la seconda rispetto a x,
H(z,y) = —y*2® +2° + ea(y),

dove ¢1(x) e c2(y) sono due funzioni da determinarsi imponendo che le due espressioni siano uguali. Si trova
quindi
H(z,y) =y' —y*2® —y? +2° +c= (v —2°) (s? = 1) +¢,

dove ¢ & una costante; imponendo che si abbia H(0,0) = 0 si trova ¢ = 0, quindi

H(z,y) = (y2 —xG) (y2 - 1) )

(2.2) Sihad =0sey=0oppure 2y> — 25 -1 =0, e si ha =0 se 2 =0 oppure y*> — 1 = 0.
Quindi, se = 0 si deve avere y = 0 oppure 2y = 1, i.e. y = :I:l/\/i mentre se y = £1 si deve avere
1—25=0,de x ==l
In conclusione si hanno i 7 punti d’equilibrio:
Py =(0,0), P =(-1,-1), P =(1,-1), P;=(1,1), Py =(-1,1),
P5:(07_1/\/§)7 Pﬁ:(lvl/ﬁ)v

(2.3) Parte I. Per discutere la stabilita dei punti d’equilibrio calcoliamo la matrice hessiana di H. Si ha

H(m ) _ H’I"I‘(x; y) Hry(l', y) o 30.’134(1 — y2) —12x5y
Y= Hyy(z,y) Hyy(z,y) ) —122°%y 12y% — 228 -2 )
cosi che la matrice del sistema linearizzato nell’intorno di un punto d’equilibrio di coordinate (z,y) ¢ data
da
Az, y) = Hoy(z,y) Hyy(z,y) \ _ —122°%y 12y% — 225 — 2
TN\ Hea(ayy) —Hey(ay)) ~ \ 30082 1) 122% )
Quindi:

A(Py) = A(0,0) = ( 02)

ary=aci-n= (77 1) ar=an-n=(7 5,),
APy = ((} ) A =acin= (g 5,).
A =a0avd = (g o). Ar)=a0avd= (7 4).

cosi che si vede che gli autovalori sono A = +12 per Py, P>, P; e P4, che quindi sono punti d’equilibrio
instabile, mentre nulla si puo concludere per gli altri punti d’equilibrio.
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Per determinare la stabilita di Py, Ps e Pg studiamo prima la curva di livello H (z,y) = 0.

(2.4) La curva di livello
To={(x,y) R : H(x,y) =0}

¢ data dai punti tali che valga almeno una delle due seguenti uguaglianze:

y2 - 1.6 = 07
y>—1=0.
La prima individua le due curve
2
CQ = {(%y) € RQ Y= _1.3};
mentre la seconda individua le due rette
Ry={(z,y) eR* : y=1},
Ry={(z,y) eR® : y=—1}.

Quindi
T'o=CLUCoUR; URs.

Si noti che le 4 curve si intersecano in corrispondenza dei punti Py, P1, P, Ps e Py.
Per determinare il verso di percorrenza delle curve si puo ragionare come segue. Se y = +1 si ottiene

{¢:i2@—x%,

y=0,

quindi se y = 1, si ha & > 0 per |[¢| <1ex <0 per |z| > 1, mentre y=—1,sihad >0per|z|>1ei <0
per |z] < 1.
Sulle curva C; il campo vettoriale ¢ dato da

¢=2x3(x6—1),
y=62° (2° - 1),

quindi £ > 0ey >0per z > 1eperz € (—1,0), mentre £ < 0ey < 0 per z < —11 e oer x € (0,1);
analogamente si discute il verso di percorrenza della curva Ca, e si trova

x'z:l:—2333(x6—1),
y:6x5(x6—1),

cosi chesihai <0ey>0perxz>1eperaxec(—1,0), mentre £ >0ey <0 perxz<—1eperzxe(01).
La situazione e rappresentata in Fig. 1.
Si noti che si ha

H(0,0) =0, lim H(z,0)= lim H(0,y) = oo, lim H(a,a) = —o0,

r—+o0 y—too a—+oo
da cui si evince che la funzione H(x,y) & positiva nelle regioni Dy e Dy rappresentate in Fig. 1.

(2.3) Parte II. La funzione H(z,y) € negativa nella regione chiusa D = D; U D, data da
D={(zy) R : |2*] <y <1},
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quindi P5 e Ps, essendo punti stazionari isolati, devono essere punti di minimo per H (z,y).
Se definiamo la funzione di Lyapunov

W(a,y) = Hiwy) = HO,£1/V3) = Hiz,p) + 7,

possiamo quindi applicare il teorema di Lyapunov; infatti preso comunque un intorno B del punto (0, £1+/2)
si ha

W(0,4+1v/2) = 0,

W(z,y) >0 V(z,y) € B\ {(0, £1v2)},

W(IL‘, y) = —H({E, y) = Oa

cosi che possiamo concludere che i punto P5; e P sono punti d’equilibrio stabile
Al contrario il punto d’equlibrio Py deve essee un punto d’equilibrio instabile: infatti lungo il tratto > 0
della curva Cy e lungo il tratto x < 0 della curva C; ci si allontana da P.

(2.5) Le altre curve di livello (e i rispettivi versi di percorrenza) si determinano per continuita; cfr. la Fig.
1. In particolare le traiettorie all’interno della regione D sono periodiche poiché ciascuna delle due regioni
D; e Dy ¢ racchiusa da una componente connessa di una curva di livello e contiene al suo interno un solo
punto d’equilibrio, che & stabile.

(2.6) Le traiettorie periodiche si possono individuare attraverso la seguente condizione sui dati iniziali (Z, §):

1
Z<H(§:,gj)<0, |Z| < 1.
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