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Capitolo 13. Simmetrie e costanti del moto

57. Teorema di Noether

57.1. Introduzione. Si & visto nel paragrafo §54 che 'esistenza di una variabile
ciclica permette di ricondurre lo studio di un sistema lagrangiano allo studio di un
sistema ridotto, i.e. di un sistema che ha un grado di liberta in meno.

E quindi di grande importanza sapere sotto quali condizioni & possibile trovare un
sistema di coordinate in cui una di esse sia ciclica. Si mostrera che la riduzione a
un sistema con un numero di gradi di liberta inferiore € possibile quando il sistema
ammette un gruppo di simmetrie, i.e. un gruppo di trasformazioni (differenziabili
invertibili) a un parametro che lasciano invariante la lagrangiana (tali nozioni verranno
definite rigorosamente nel corso della trattazione).

Individuare le simmetrie che caratterizzano il sistema fornisce anche indicazioni sul
sistema di coordinate che bisogna usare perché una di esse sia ciclica (cfr. 1'osserva-
zione 57.28 piu avanti).

57.2. DEFINIZIONE (GRUPPO A UN PARAMETRO DI DIFFEOMORFISMI). Chiamia-
mo gruppo a un parametro di diffeomorfismi definiti sullo spazio delle configurazioni
linsieme di trasformazioni differenziabili invertibili dello spazio delle configurazioni in
s€ che dipendano in maniera differenziabile da un parametro o € R. Indicheremo con
G tale gruppo, e con g(a) i suoi elementi; la legge di composizione sara g(3) o g(a) =

gla+pB).

57.3. Consideriamo un sistema lagrangiano. Assumiamo per semplicita che lo
spazio delle configurazioni sia identificabile (almeno localmente) con R" mediante
un’opportuna scelta di coordinate: in tal caso ogni elemento g(a) € G risulta essere
una trasformazione di coordinate, differenziabile e invertibile (con inversa differenzia-
bile), che indicheremo con

q— Qq, ), ae R, (57.1)

da R™ in sé. In tal caso diremo che G & un gruppo a un parametro di trasformazioni
(differenziabili). Nel seguito si lavorera sempre in R™: questo non sard restrittivo
perché l'analisi che verra fatta sara locale.

57.4. LEMMA. Il gruppo di trasformazioni G dato dalle (57.1), con Q(q, ) di classe
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C? in q e in «, & associato in modo biunivoco a un campo vettoriale autonomo & di
1 - N
classe Ct in R™.

57.5. Dimostrazione del lemma 57.4. Sia G un gruppo a un parametro di trasfor-
mazioni. Per le proprieta di gruppo risulta

Qg+ B) = Q(Q(g; ), B), (57.2)

e quindi la derivata
@ = lim Q(Q(q7 a)’{;‘) - Q(% a)
da e—0 £

(57.3)

dipende da ¢ solo attraverso la funzione Q. Quindi la (57.2) descrive il flusso di un
sistema dinamico autonomo

Cof@. ewo=q (57.4)

dove f: RY - RY eun campo vettoriale di classe C'! sotto le ipotesi di regolarita su
Qg ).

Viceversa, sia £ un campo vettoriale in RN, rappresentato dalle funzioni { fx(q) }2_,
nelle coordinate g, e sia Q(q, ) la soluzione delle equazioni (57.4). Se f & di classe C*,
tale soluzione esiste ed & unica per ogni o € R e ogni ¢ € R". Poiché inoltre il campo
vettoriale dipende da ) ma non esplicitamente da «, il sistema dinamico (57.4) &
autonomo e quindi vale la proprieta di composizione (57.2). Quindi le trasformazioni
g(a) formano gruppo, con legge di composizione g(3) o g(a) = g(a+ (). B

57.6. Osservazione. Se consideriamo un sistema definito su una varieta differenziabile
3, il campo vettoriale in un punto x € ¥ sara definito sullo spazio tangente in = a ¥,
i.e. Tp>.

57.7. Osservazione. La definizione di f non dipende dalle coordinate scelte (cfr.
Pesercizio 1). Possiamo quindi usare le coordinate ¢ e dire che f(q) ¢ la forma che il
campo vettoriale £ assume nel sistema di coordinate q.

57.8. Osservazione. Per le proprieta di gruppo di g(«), possiamo definire il campo
vettoriale £ attraverso la (57.4), calcolando la derivata ad o = 0, i.e.

dQ(q, @)

1o = f(@)lazo = f(), (57.5)

a=0

invece che ad o = @ generico. Infatti, se scriviamo

dQ(q, @)

= f(Q(g, @), (57.6)
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abbiamo

e, allo stesso modo,

dQ(Qaa> _ dQ(Q(an_‘)va 7 0_5)

a’=0

e quindi otteniamo

dove ¢’ = Q(g,@). Quindi imporre la (57.6) equivale a imporre la (57.5).

57.9. DEFINIZIONE (SOLLEVAMENTO DI UNA TRASFORMAZIONE DI COORDINATE).
Data una trasformazione di coordinate (57.1) su una varietd, possiamo considerare la
trasformazione definita sul fibrato tangente come

dg  dQ(q, @)

¢—Qga), o

dg
dr’

J(Q(q; @), q) (57.7)

se T — q(7) € la parametrizzazione di una curva su ¥ e J(Q(q,a),q) & la matrice
jacobiana della trasformazione ¢ — Q(q, ). Chiameremo sollevamento della trasfor-
mazione (57.1) la trasformazione (57.7). La seconda trasformazione in (57.7) ¢é la
legge di trasformazione dei vettori tangenti alla varieta, e per T = t rappresenta la
legge di trasformazione delle velocita.

57.10. Un campo vettoriale £ su una varieta X e identificabile con una derivazione
O¢ definita sullo spazio delle funzioni differenziabili su ¥. Se U ¢ un intorno di un
punto & € ¥ in cui sia definito il sistema di coordinate ¢, allora il campo vettoria-
le ¢ individuato da N funzioni {fx(q)}i_;, tale che f(q) = (fi(q),..., fn(q)) ¢ la
rappresentazione di £ nel sistema di coordinate fissato.

L’operazione di derivazione associata e allora data da

Y dA
OeAlg) =) fila) 5=, (57.8)
1 dk
per ogni funzione differenziabile A: & — IR.
La (57.4) implica allora, per la (57.8), che
dA ,Q
9eAlq) = 7(%((1 ) ; (57.9)
@ a=0

dove, quindi, ¢ — Q(g,«) ¢ il gruppo a un parametro di trasformazioni associato al
campo vettoriale £. Se ¢ ¢ individuato dalle funzioni {fx(¢)}&_,, con fx(q) = d;r per
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qualche 7, scriveremo 0 = 9y, e identificheremo il campo vettoriale con la derivazione
Og; -

57.11. LEMMA. Dato un campo vettoriale £ su una varieta ¥ e una funzione A

differenziabile definita su X, il differenziale dA(§) & dato da
dA(§) = O¢A, (57.10)
se O¢ € la derivazione definita da (57.8).

57.12. Dimostrazione del lemma 57.11. Per definizione di differenziale, nel sistema
di coordinate ¢, si ha

0

N 94
dA=S" 22 4q, 57.11

e, tenendo conto che dgi (&) = fi(q), la (57.10) segue allora dalla (57.8). ®

57.13. Osservazione. Data una varieta X, sia T3 lo spazio tangente in  a 3. Se
g € un sistema di coordinate locali per ¥ (in un intorno di z in ) e 7 & un sistema
di coordinate per T,X, possiamo allora utilizzare (g,n) come sistema di coordinate
locali per il fibrato tangente TX.

57.14. DEFINIZIONE (MOMENTO ASSOCIATO A UN CAMPO VETTORIALE DA UNA
LAGRANGIANA). Sia una varietda ¥ e L una lagrangiana definita su TX. In un
sistema di coordinate locali (q,m) per TX, definiremo momento associato al campo
vettoriale ¢ dalla lagrangiana £ la funzione

al oL
¢ (g,1) = ; fr(a) o (g, m); (57.12)

da TY in R. Diremo che il momento (57.12) é un momento conservato se ¢ una
costante del moto.

57.15. LEMMA. Data una varietd X, fissata una lagrangiana £ di classe C? su TS

tale che 02
det 0, 57.13
(%ﬁm) . ( )

a ogni campo vettoriale £ su X € associato in modo biunivoco un momento .

57.16. Dimostrazione del lemma 57.15. Dato un campo vettoriale &, il suo momento
associato m = 7r§£ si ottiene dalla (57.12).
Viceversa, dato un momento m = 7% della forma

(g, = filg) g (@), (57.14)
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la condizione (57.13) permette di associare a esso in maniera univoca un campo vet-
toriale £. Infatti se la (57.13) & soddisfatta allora 7° dipende esplicitamente da 7 e la
relazione

ka Zth a,n) fr(q) (57.15)

377k 377h

puo essere invertita in

ont
Yam) o ——(an), (57.16)

Mz

h:l

che dunque permette di determinare le componenti {fi(g)}_, del campo vettoriale

(=¢.m

57.17. Osservazione. Per ogni x € 3, la (57.12) definisce un funzionale lineare sullo
spazio tangente 13,3, dunque un elemento di 7%, spazio duale dello spazio tangente.
Il momento (57.12) non dipende dal sistema di coordinate (cfr. lesercizio 2).

57.18. ESEMPIO. Sia L la lagrangiana di un sistema meccanico conservativo. Se &
¢ il campo vettoriale associato alle traslazioni rigide in una direzione prefissata nello
spazio euclideo tridimensionale, il momento associato a & da £ & la componente della
quantita di moto del sistema in quella direzione (cfr. V'esercizio 3).

57.19. EseEMPIO. Sia L la lagrangiana di un sistema meccanico conservativo. Se &
e il campo vettoriale associato alle rotazioni rigide intorno a un asse prefissato nello
spazio euclideo tridimensionale, il momento associato a £ da £ & la componente del
momento angolare del sistema nella direzione dell’asse (cfr. l'esercizio 4).

57.20. DEFINIZIONE (MOMENTO CONIUGATO). Dato un sistema descritto dalla la-
grangiana L, chiameremo momento coniugato alla coordinata qx il momento associato
da L al campo vettoriale Oy, , i.e.

oL
L= = 57.17
ko Oy ( )

€ SCriveremo pi = ﬂ'gq

57.21. LEMMA. Dato un sistema descritto dalla lagrangiana L che soddisfi la (57.13),
per ogni momento si puo scegliere un sistema di coordinate tale che esso possa essere
scritto nella forma

oL

ey 57.18
Din (57.18)

PN =

i.e. ogni momento associato a un campo vettoriale & dalla lagrangiana L puo essere
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scritto come momento coniugato di una variabile, pur di scegliere un opportuno siste-
ma di coordinate.

57.22. Dimostrazione del lemma 57.21. Dato un campo vettoriale £, rappresentato
dalle funzioni { fx(q)}2_, nel sistema di coordinate g, per il teorema 19.2 della scatola
di flusso, possiamo costruire un sistema di coordinate y in cui il campo vettoriale
prende la forma {d;n}4_,. L’asserto segue dunque dalla definizione 57.14 e dalla
definizione 57.20. ®

57.23. DEFINIZIONE (INVARIANZA DELLA LAGRANGIANA). Dato un sistema la-
grangiano e dato un gruppo a un parametro di trasformazioni di coordinate (57.1),
diremo che L e invariante sotto l’azione del gruppo, ovvero che il gruppo lascia in-
variante la lagrangiana L, se

L(g,4,t) = L(Q(g,0),Q(q,0),1)  Va€R, (57.19)
dove Q(q, ) ¢ data dalla (57.7) con T = t.

57.24. Osservazione. Dire che la lagrangiana £ € invariante sotto ’azione del gruppo
G significa che la funzione (q, ¢) — £L(q, ¢, t) & invariante sotto I’azione del sollevamento
di G (cfr. la definizione 57.9).

57.25. DEFINIZIONE (GRUPPO DI SIMMETRIE). Sia G un gruppo a un parametro
di diffeomorfismi. Se L e lasciata invariante da G, diremo che G ¢ un gruppo di
simmetrie per L.

57.26. TEOREMA (NOETHER). Dato un sistema lagrangiano di classe C?, le tre
sequenti affermazioni sono equivalenti.

(1) E possibile scegliere un sistema di coordinate in modo tale che una di esse sia
ciclica.

(2) Esiste un momento conservato.

(3) La lagrangiana é invariante sotto lazione di un gruppo a un parametro di trasfor-
mazioni differenziabili di coordinate, che dipendono in modo differenziabile dal para-
metro.

57.27. Dimostrazione del teorema 57.26. Dimostreremo le implicazioni (1) — (2) —
(3) — (1)

Supponiamo valga 'affermazione (1). Sia ¢ il sistema di coordinate in cui una di
esse sia ciclica; possiamo supporre, eventualmente rinumerando le variabili, che sia

ciclica gy. Quindi, per le equazioni di Eulero-Lagrange
d oL
——— =0, (57.20)
dt qNn

e quindi & conservato il momento coniugato alla variabile qy, i.e. il momento py =
quN (cfr. la definizione 57.20).
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Supponiamo che valga 1’affermazione (2). Dal lemma 57.21 segue che se esiste un
momento conservato, nel sistema di coordinate in cui tale momento ¢ il momento
coniugato alla coordinata qp, tale coordinata & una variabile ciclica. Quindi la la-
grangiana ¢ invariante per il gruppo di trasformazioni

k. — Gk, k=1,...,N -1, qN — qn + «, (57.21)

che dunque implica l'affermazione (3).

Supponiamo che valga I'affermazione (3). Siano {fx(¢)}4_, le funzioni che rappre-
sentano il campo vettoriale associato al gruppo a un parametro di trasformazioni, nel
sistema di coordinate ¢; per costruzione le trasformazioni ¢ — Q(g, &) sono soluzioni
del sistema di equazioni

o h@. @)= (67.22)

Per il teorema 19.2 della scatola di flusso, possiamo scegliere un sistema di coordinate
tali che il sistema (57.22) prenda la forma

Oy oyn
— =0 k=1,...,N—1 — =1 57.23
aa ) ) ) ) aa ) ( )
le cui soluzioni sono
yr () = yx(0), k=1,...,N—1, yn(a) =yn(0) + (57.24)

Poiché per ipotesi dL/da = 0, segue dalla (57.24) che deve essere OL/dyy = 0, e
quindi, nel sistema di coordinate y, yny € una variabile ciclica. ®

57.28. Osservazione. L’implicazione (2) — (3) del teorema 57.26 si puo dimostrare
nel modo seguente (senza invocare il teorema della scatola di flusso). Siano 7% il mo-
mento conservato, £ il campo vettoriale associatogli dalla lagrangiana £ e { fx(q) }2_,
la rappresentazione di tale campo vettoriale nelle coordinate q. Consideriamo il sis-
tema di equazioni

dQr _ _
o=@, k=1...N, (57.25)

e sia Q(q, @) la soluzione con dato iniziale Q(q,0) = ¢. Poiché il campo vettoriale &
differenziabile, tale soluzione & unica (per il teorema 10.36).

Sia t — ¢(t) una soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange (per opportuni dati
iniziali). Poiché 7 ¢ un momento conservato, si deve avere

I

7T£ N
dd—t - % <Z Tila(®) %(q(f)ad(t))> =0, (57.26)
k=1
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e quindi, utilizzando le equazioni di Eulero-Lagrange, la regolarita di £, il fatto che
Q(q(t),0) = ¢q(t) e il fatto che a e t sono parametri indipendenti, otteniamo

i (Z fiu(a aqk (t),q'(t),t)>

0= —

=§(ka ) ) 55 (Qlale). a>,c'2<q<t>,a>,t>) )
“alea) - ()L (i)

(57.27)

: >

df oL
=0 <dt 5Q> —o
o (5) 5)
dt \ da ’aQ
+<3_~Ci
=0 0Q" da

Qa(t), ), Qq(t), a), t)

da(

a=0

dove abbiamo usato che Q(g, «) ¢ di classe C* sia in ¢ sia in a per scambiare I'ordine
delle derivazioni rispetto alle due variabili.

L’identita (57.27), dimostrata per a« = 0, vale in realtd per ogni «, per le pro-
prietd di gruppo della trasformazione ¢ — Q(g,«). Basta ragionare come fatto
nell’osservazione 57.8. Possiamo quindi concludere che si ha d£/da = 0, ovvero
L & invariante sotto l’azione del gruppo a un parametro ¢ — Q(q, ).

57.29. Osservazione. Non tutte le costanti del moto di un sistema lagrangiano
sono funzioni dei momenti conservati, i.e. esistono costanti del moto non riconducibili
a simmetrie delle lagrangiana. Per esempio, se £ descrive un sistema meccanico
conservativo autonomo, ¢ costante I’energia totale F =T + U del sistema, che non e
tuttavia una funzione dei momenti se U # 0.

La conservazione dell’energia € in realta una conseguenza dell’invarianza della la-
grangiana sotto I’azione della trasformazione ¢ — ¢ + «, che non & pero una trasfor-
mazione definita sullo spazio delle configurazioni. Per poter considerare la conser-
vazione dell’energia come un caso particolare del teorema 57.26, occorre considerare
uno spazio delle configurazioni esteso, dato da ¥ x R, se ¥ & lo spazio delle configu-

razioni e R & ’asse dei tempi.
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58. Gruppi di simmetrie che dipendono da piu parametri

58.1. Introduzione. Nel paragrafo §57 si si sono discusse le implicazioni dell’esisten-
za di un gruppo di simmetrie per un sistema lagrangiano. Ci si puo chiedere se, nel
caso in cui il sistema ammetta un gruppo di simmetrie che contenga M sottogruppi a
un parametro, sia possibile ridursi a un sistema lagrangiano che abbia N — M gradi
di liberta.

In generale la risposta e negativa. Vedremo che perché la riduzione sia possibile
occorre che i gruppi “commutino tra loro”, i.e. che, se Gy, ...,Gas sono i gruppi a un
parametro, si abbia

gil@)og;(B) =g;(B)ogile) Vg €Gi, Vg;€Gj, Va,6eR. (58.1)

Se la proprieta (58.1) non e soddisfatta, quello che si puo dire in generale & che
esistono M costanti del moto tra loro funzionalmente indipendenti tali che il moto
si svolge su una superficie di codimensione M e se il sistema & autonomo (cosi che
si conserva anche l’energia) su una superficie di codimensione M + 1. In tale caso
tuttavia il sistema ridotto non ¢ in generale un sistema lagrangiano (i.e. le equazioni
del moto non sono le equazioni di Eulero-Lagrange corrispondenti a una qualche la-
grangiana) con un numero di gradi di liberta inferiore. Infatti per passare da un
sistema lagrangiano dato a un sistema lagrangiano con un grado in liberta in meno,
applicando il teorema 54.7, bisogna utilizzare il fatto che una variabile & ciclica. Se
le (58.1) non sono soddisfatte, & allora senz’altro possibile fissare un sistema di co-
ordinate in cui una di esse sia ciclica (per il teorema 57.26), ma, a questo punto,
nel sistema di coordinate fissato, non ci potranno essere altre variabili cicliche se
le trasformazioni corrispondenti ai gruppi a un parametro non verificano la (58.1) e
quindi non ¢ possibile riapplicare il teorema 54.7 una seconda volta.

58.2. LEMMA. Data una varieta regolare ¥ e dati due campi vettoriali £, ( definiti
su X, se Or e O¢ indicano le derivazioni associate, rispettivamente, ai due campi
vettoriali, allora l’operazione

0:0¢ — O¢ O, (58.2)
e una derivazione definita sulle funzioni due volte differenziabili.
58.3. Dimostrazione del lemma 58.2. Poiché la (58.2) & ovviamente lineare, & suffi-

ciente dimostrare che soddisfa la regola di Leibniz.
Siano A e B due funzioni due volte differenziabili su X. Si ha allora

9¢0; (AB) = 0 (BO¢A+ Ad¢B)
= (0¢B) (0¢A) + B (9¢0¢ A) + (0eA) (0cB) + A (9:0¢B) ,

e analogamente si calcola 9:0¢ (AB). Sottraendo 'una dall’altra le due espressioni

(58.3)

trovate si vede che i termini (9¢B) (9 A) e (9:A) (0;B) si cancellano e si trova quindi
(0c0c — 0c0¢) (AB) = A (00 — 9¢0¢) B + B (00 — 9c0) A, (58.4)
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che conclude la dimostrazione. ®

58.4. DEFINIZIONE (PRODOTTO DI LIE). Sia ¥ una varieta regolare e siano &, ¢
due campi vettoriali definiti su 3. Siano O¢, O¢ le due derivazioni associate, rispetti-
vamente, a &, (. Si definisce prodotto di Lie dei due campi vettoriali £ e ¢ il campo
vettoriale associato alla derivazione (58.2). Scriveremo

Aye,¢) = 060 — O, (58.5)
i.e. il prodotto di Lie dei due campi &, sard indicato con il simbolo [€,(].

58.5. LEMMA. Il prodotto di Lie gode delle sequenti proprieta:
(1) antisimmetricita: [&1,8&)] = —[&2,&1];

(2) linearita: [(& + &2), &3] = [&1,&5] + [§2, &)

(3) identita di Jacobi: [&1, (&2, &3]] + [€2, [€3, &1]] + €3, [€1,&2]] = 0.

58.6. Dimostrazione del lemma 58.5. Segue immediatamente dalla (58.5) nella
definizione 58.4 (cfr. anche gli esercizi 5, 6 ¢ 7). B

58.7. LEMMA. Fissato un sistema di coordinate locali su una varieta regolare X tale
che i due campi & e  definiti su X2 siano rappresentati dalle funzioni, rispettivamente,

{fe(@)3_, e {gr(q)}i_,, allora le funzioni

a dg of "
k k
{Z (2 5o —on w)} (58.)

h=1

rappresenteranno il campo vettoriale [€, (].

58.8. Dimostrazione del lemma 58.7. Sia A una funzione due volte differenziabile; si
ha allora

- 9 al 0 (& 94
863<A:ka(Q)a—qk(acA>:ka(@a—qk <Zgh(Q)a—qh> ; (58.7)
k=1 k=1 h=1
e, analogamente,
\ 9 al 0 (& DA
0c0:A = ng(Q) o0 (0cA) = ng(Q) £ (Z fr(q) 6—qh> ) (58.8)
k=1 k=1 h=1

da cui, utilizzando la definizione 58.4 di [¢, (], segue la (58.6). ®

58.9. Osservazione. Sebbene il campo vettoriale [£, (] sia stato definito utilizzando
funzioni di classe C2, di fatto risulta definito come derivazione su funzioni di classe

Ct, e
N N
agk 6fk) 0A
Oie 1A = E E — —gh=— | —. 58.9
] — ( "oan " Oar) oa (58.9)
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p.58.10 58.10. DEFINIZIONE (COMMUTAZIONE DI CAMPI VETTORIALI). Dati due campi
vettoriali &, C definiti su una varieta regolare 3, diremo che essi commutano se il loro
prodotto di Lie é nullo, i.e. se [£,(] = 0.

p.58.11 58.11. TEOREMA. Data un varieta regolare . di dimensione N e dati M campi
vettoriali &1, ...,&n, con M < N, definiti su X, la condizione

58.10 [&,&5] =0, Vi,j=1,..., M, (58.10)

e soddisfatta se e solo se i gruppi a un parametro di diffeomorfismi associati soddisfano
le relazioni
58.11 gi(ci) o gjlay) = gj(ey) o gi(ay), Vai, o € R, (58.11)

perogni i, =1,..., M.
p.58.12 58.12. Prima dimostrazione del teorema 58.11. Le relazioni (58.11) implicano

Qi(Q;(q, ), ;) = Q;(Qi(g, ), 5) per ogni a;,; € R. Sia A una funzione due
volte differenziabile su ¥. La (58.11) vale se e solo se

. d(aa) L (w
. doy; daj ai=a; =0 o dOéj do;

cosi che la (57.9) e la (58.5) implicano che la (58.11) & soddisfatta se e solo se O, ¢4 =
0, e quindi, per Parbitrarieta di A, se e solo se [§;,&;] = 0.

: (58.12)

a;=a;=0

p.58.12a 58.13. Osservazione. L’equivalenza tra la (58.12) e la (58.10) pud anche essere
verificata direttamente per conto esplicito; cfr. ’esercizio 8.

p.58.126 58.14. Seconda dimostrazione del teorema 58.11. Vogliamo dimostrare che le (58.11)
sono soddisfatte se e solo se valgono le relazioni (58.10). Siano ¢ — Qi(g, o) le
trasformazioni di coordinate che rappresentano localmente i diffeomorfismi g;(«;) e
siano {f;x(¢)}~_, le funzioni che rappresentano localmente i campi vettoriali &; asso-
ciati a tali diffeomorfismi. Le (58.10) implicano allora, per il lemma 58.7,

S, Ofi ., Ofw
58.13 S kLA 1>0 Vi,j=1,...,M, Vk=1,...,N, (58.13
S (4G 0 ) (55.13)

che possiamo riscrivere, in modo piu compatto,

0f; ofi .
58.14 <fi,a_;>_<fj,a_q>:0 Vi, j=1,..., M. (58.14)
Si ha allora, per «;, a;j — 0 (cfr. Pesercizio 9),
ofi
Qi(Qj(q,aj), ) = q+ fi(q) i + fi(q) aj + <fj(Q)a a—“tf](Q)> i
58.15 (58.15)
10fi vz o 1005 v 2t N o
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dove N;(a, o) ¢ tale che
Ni(ai, aj
i Nilones) (58.16)
a;,a;—0 o +Oéj

e un’analoga espressione vale per @Q;(Q;(¢,a;),;), coniruoli di ¢ e j scambiati tra
loro. In conclusione, in virtu della (58.14), risulta

Qi(Qj(q, j), i) — Q;(Qi(g; ), vj)
= <fj(Q>a %(Q)> Q0 — <fi(Q), %—{;(Q)> ;0

+ Ni(as, o) — Nj(as, o))
= Ni(ai, oj) — Nj(oi, a5) = Nij(ou, o),

(58.17)

dove N;(ay, ;) — e quindi anche N;;(«;, a;) — soddisfa la stessa proprieta (58.16) di
Ni(ai, aj )
Vogliamo far vedere che la (58.17) implica che si ha

Qi(Q;(q, o)), i) — Q;(Qi(g, i), a5) = 0 (58.18)

se e solo vale la (58.10).

Se la (58.10) ¢ soddisfatta allora il coefficiente di a;r; in (58.17) deve essere iden-
ticamente nullo, e quindi ne segue la (58.13), ovvero la (58.13).

Viceversa, supponiamo che valga la (58.13), e mostriamo che allora deve valere
la (58.18). Consideriamo il rettangolo 0 < ¢; < a;, 0 < t; < ;. Suddividiamo
entrambi gli intervalli [0, ;] e [0, ;] in n parti uguali, ciascuna quindi di ampiezza
At; e At;, rispettivamente, di ordine O(1/n), cosi che il rettangolo risulta suddiviso
in n? rettangolini.

Sia P un cammino (contenuto nel rettangolo) che unisce i punti (0,0) e (a;,a;) e
che consiste in un numero finito di segmenti orientati lungo le direzioni dei lati del
rettangolo, sovrapposti a lati dei rettangolini (cfr. la figura 58.1). A tale cammino
P facciamo corrispondere la composizione delle trasformazioni ¢ — @Q;(q, ;) e ¢ —
Q; (g, a;) ottenuta nel modo seguente: le trasformazioni saranno applicate seguendo
Pordine in cui si susseguono i segmenti a partire da (0, 0) e corrispondono a variazioni
At; del parametro o; o a variazioni At; del parametro o, a seconda che il segmento
sia parallelo al lato 0 < ¢; < oy e abbia lunghezza At; o sia parallelo al lato 0 < ¢; < a
e abbia lunghezza At;.

A ogni cammino P associamo la curva sulla varieta 3 che unisce il punto g al punto
che si ottiene componendo le trasformazioni nell’ordine dato dalla costruzione del
cammino.

Il passaggio dal cammino P; costituito dal lato 0 < ¢; < «; seguito dal lato 0 <
t; < a; al cammino Py costituito dal lato 0 < t; < «; seguito dal lato 0 < ¢; < oy
(i due cammini corrispondono, rispettivamente, alle trasformazioni Q;(Q;(g, o), ;)
e Qi(Qi(g,aj), ;) si pud effettuare in n? passi, in ciascuno dei quali si compie
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Ficura 58.1. Figura.

un’operazione che consiste nel sostituire una coppia di lati adiacenti di un rettangolino
con l'altra.

Per le (58.16) e (58.17) la distanza dei punti finali delle curve sulla varieta che cor-
rispondono ai cammini che si ottengono, a ogni passo, mediante ’operazione appena
descritta ¢ stimata da N;;(O(1/n),0(1/n)). Effettuando n? volte tale operazione,
fino a passare dal cammino P; al cammino P», e sfruttando la dipendenza differen-
ziabile dai dati iniziali delle equazioni differenziali del primo ordine (cfr. il teorema
11.11), si trova che la distanza dei punti finali corrispondenti ai due cammini P; e Ps
¢ stimata da N;;(O(1/n),O(1/n))n?, che tende a zero per n — oo stante la (58.16).
Da qui segue allora la (58.18). ®

58.15. TEOREMA (FROBENIUS). Data un varietd regolare ¥ di dimensione N e dati

M campi vettoriali linearmente indipendenti &1, ...,&n, con M < N, definiti su (un
intorno U di) 2, la condizione (58.10) é condizione necessaria e sufficiente perché si
possa scegliere un sistema di coordinate locali ¢ = (q1,...,qn) tali che (sia possibile

scegliere un intorno U' C U in cui) ogni campo vettoriale & sia rappresentabile come

556

. 58.19
qi aqz’ ( )

perognit=1,..., M.

58.16. Dimostrazione del teorema 58.15. Dimostriamo prima che la condizione
(58.10) & necessaria. Se esiste un sistema di coordinate in cui ogni campo vetto-
riale &; sia rappresentabile nella forma (58.19) allora le funzioni che rappresentano i
campi &; sono date da {d;x}2_, e quindi le (58.6) che rappresentano il campo [&;, ;]
sono identicamente nulle, i.e. [§;,£;] =0, per ogni¢,j =1,...,M.
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Dimostriamo ora che le condizioni (58.10) sono anche sufficienti perché valga la
rappresentazione (58.19). Basta, a questo scopo, dimostrare che la condizione (58.11)
implica che esiste un sistema di coordinate in cui il gruppo di trasformazioni associato
a ogni campo vettoriale ¢; sia dato da

4% — g+, ak = Gk, Vk # i (58.20)

infatti se la trasformazione ¢ — Q(q, «) & data dalla (58.20) allora il campo vettoriale
associatole attraverso la (57.4) ¢ appunto dato dalla (58.19).
Ricordiamo che M campi vettoriali &1, ..., &y sono linearmente indipendenti se la
relazione c1&1 + ... + cpéy = 0 € soddisfatta se e solose ¢, =0Vm =1,..., M.
Sia xp € ¥ un punto in cui le funzioni {fix(¢)}i_, che rappresentano i campi
vettoriali, in un opportuno sistema di coordinate ¢, abbiano la forma

fik(QO):fi(QO)éika 1{3:1,...,N, izl,...,M, (5821)

dove qp sono le coordinate di xg; ’esistenza di un sistema di coordinate in cui questo
& possibile segue dall’indipendenza dei campi vettoriali (cfr. I’esercizio 10). Possiamo
fissare l'origine di tale sistema di coordinate in modo che si abbia ¢y = 0.

Sia U C X un intorno di g (che dovra essere scelto cosi piccolo che le diseguaglianze
scritte sotto in xg valgano per continuita anche in U) e sia € U. Possiamo allora
considerare le M funzioni

Fi(Qaala---aaM)_Qi:/O 1d0‘11f1i(Q1(q)O/1))
+/0 Qdalg fgi(Qg(Ql(q,al),ag)) + ... (58.22)

+/ N dodys fari(Qur(@ur-1(- - Qi(g, ),y an—1),0y)),
0
i=1,... M,

dove ¢ sono le coordinate di x; tenendo conto che

(1) Fi(q0,0,...,0) =0peri=1,..., M (ricordiamo che gg = 0), e

(2) [0Fi/0a,](qo0,0,...,0) = fi(q0)di;, dove fi(qo) # 0, peri=1,..., M,
cosi che

8F1 aFl

aﬁwl(q@,O,...,O) 6aM(q0’0""’0)

det = fi(qo) ... fm(go) #0, (58.23)
OFy OF
8041 (‘I0,0,...,O) m((]@,o,...,())

possiamo applicare il teorema della funzione implicita (cfr. P'esercizio 15 del Capitolo
4), e concludere che esistono M funzioni

a1(q), - -, anm(q), (58.24)
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tali che
Fi(q,01(q),---,anm(q)) = 0. (58.25)

Si noti che le funzioni F;(q, a1, ..., an) in (58.22) rappresentano i valori delle prime
M coordinate del punto che si ottiene da ¢ applicando successivamente le M trasfor-
mazioni ¢ — Q;(q, ;) che rappresentano i diffeomorfismi g;(c;) nelle coordinate
g. In altre parole Fi(q,a1,...,an) = Qumi(Qrm—1(...Q1(q, 1), ..., an—1),an).
L’esistenza delle funzioni (58.24) che rendono valide le identita (58.25) significa che
si possono fissare i valori dei parametri aq, ..., aps in modo tale che il punto ¢ finisca
in un punto che ha componenti nulle lungo le direzioni dei primi M assi coordinati
(cfr. la dimostrazione analoga nel caso del teorema 19.2 della scatola di flusso).

Dal teorema 58.11 segue che i gruppi a un parametro corrispondenti ai campi vet-
toriali verificano le (58.11): Dordine in cui le trasformazioni sono applicate non &
importante e quindi, senza perdita di generalita, possiamo supporre (come stiamo
facendo) che sia prima applicata la trasformazione ¢ — Q1(g, 1), poi la trasfor-
mazione Q1(q, 1) — Q2(Q1(g, 1), a2) e cosl via. In particolare le funzioni (58.24)
dipendono solo da ¢ e non dall’ordine in cui le trasformazioni sono applicate: quindi
i valori &1(q), ..., dn(q) sono fissati univocamente da g.

Definiamo allora la trasformazione di coordinate

(qlv"'7QN>4)(y17'-'7yN)7 (5826)

definita da
vi(q) = dulq), i=1,.... M, (58.27)

a1(q)
vi(q) = qi +/ do f1,(Q1(q, o))
0
a2(q)
[ o Q@@ ) + (58.28)

& (q)
+ /0 do'y i (Qur(Qri—1(. .. Q1(q,@1(q)), - -, dar—1(q)), o)),
i=M+1,...,N.

Per costruzione le y;(q) in (58.28) definiscono le ultime N — M coordinate del punto che
si ottiene da ¢ applicando successivamente le M trasformazioni ¢ — Q;(q, ;) che rap-
presentano i diffeomorfismi g;(c;) nelle coordinate ¢. Quindi y;(q) = Qi (Qar—1(. ..
Ql(q,al),...,aM_l),aM) peri=M+1,...,N.

Si verifica innazitutto (cfr. 1'esercizio 11) che

0y;
dq;

(g0) =by, i=M+1,...,N, j=1,....N, (58.29)
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mentre, per 4,5 = 1,..., M, si ha (cfr. Iesercizio 12)
= 0a 0a
k i
58.30 0 =165+ Y fri(90) 5—(q0) = 6i; + fi(q0) 5—(%0), (58.30)
P 9q; 9q;

cosi che, utilizzando le (58.21) e (58.23), i.e. il fatto che la matrice M x M di elementi
fij(go) ha determinante non nullo, otteniamo

6?}1 5y1 adl 8&1
o0 (90) Dar (90) o0 () - D0 (90)
det = det
O oy .. DM ) L L T
58.31 O Om 1 90 Om (58.31)
0
f1(qo0)
:(—1)Mdet £ 0,
0 1
fM(QO)
e quindi, se consideriamo la matrice jacobiana
[0y1/9q](q0) ... [0y1/0qn(q0)  [Oy1/Oani41l(q0) .. [0y1/9an](qo)
[3yM/3Q1](QO) s [831M/3QM](¢10) [3yM/3QM+1](QO) e [311M/3QN](¢10)
0 e 0 1 e 0
0 - 0 0 - 1

della trasformazione data dalle (58.27) e (58.28), il suo determinante sara dato dalla
(58.31), e quindi sara non nullo. Inoltre, poiché le funzioni (58.24) hanno la stessa
regolarita dei campi vettoriali, segue che la trasformazione (58.27) & non solo non
singolare ma anche della stessa regolarita dei campi vettoriali.

Si verifica facilmente (cfr. esercizio 13), a partire, dalle definizioni di &; e di y;,
che, per ogni ¢ =1,..., M e per ogni £k =1,..., N, risulta

dy;  day dyx .
58.32 = = -1, =0, vk # 1, 58.32
dOéi dai dOéi 7& ! ( )
cosi che, nelle coordinate ' = —y, il gruppo di trasformazioni associate al campo

vettoriale & assume le forma

58.33 VoY tan gk kA (58.33)
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che quindi dimostra ’asserto. ®

58.17. Osservazione. 1l teorema 58.15 implica che se i campi &1, ...,y commutano,
allora e possibile utilizzare i parametri dei sottogruppi di trasformazioni associati
ai campi vettoriali come coordinate indipendenti, almeno in un intorno abbastanza
piccolo U’.

58.18. Osservazione. 1l teorema di Frobenius puo essere visto come una generalizza-
zione del teorema della scatola di flusso (cfr. il teorema 19.2) al caso in cui si abbiano
pill campi vettoriali.

58.19. DEFINIZIONE (SOLLEVAMENTO DI UN CAMPO VETTORIALE). Dato un campo
vettoriale & definito su una varieta regolare 3, sia { fr(q)}h_, la sua rappresentazione
in un sistema di coordinate q. Se (q,n) sono le coordinate utilizzate per descrivere
localemente il fibrato tangente T, si definisce sollevato del campo vettoriale & il
campo vettoriale TE rappresentato dalle funzioni

{fm), 3 20a) nh} , (58.34)
k=1

= Y

definito su TX.

58.20. Osservazione. La definizione 58.19 ha la seguente motivazione.

Sia (¢,n) — A(g,n) una funzione differenziabile definita su T3. Se Q(q,«) & la
soluzione del sistema di equazioni

dQr _ _
o=@, k=1...N, (58.35)

individuato dal campo vettoriale &, ricordiamo che i vettori tangenti 7 si trasformano
secondo la (57.7), i.e.

N

~ 0Qy,
= S L, 58.36
M — Nk i; 3an Mk ( )

e quindi

_ N N
die d (0Qr\ _ 0 dQy
H_Zﬁm (8qj ) _jz:;%[?qj da

N (58.37)

Y X 0fk(Q) 0Qn fe(@) -
:ZZ oQn G—anjzz oQn ™

h=1
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Si ha allora

il 5 (M o4 | di @)
da|,_, — da Oq da Ony o
N N 4
58.36 = Z Q) Z (58.38)
Pt 5% — da ank o
N N
-~ Ofi(q)
= = Ore A,
,;fk( 3% kz — Oqn ) one ~'*

dove abbiamo utilizzato la (58.37). La (58.38) giustifica quindi la definizione 58.19.

p.58.18 58.21. LEMMA. Dati due campi vettoriali € e ( su X, siano TE e T'C 1 loro sollevati.
Allora risulta

58.39 [T€,T¢] =TI <], (58.39)

se [&,C] ¢ il prodotto di Lie dei due campi e [T, TC] é il prodotto di Lie dei loro
sollevati.

p.58.19 58.22. Prima dimostrazione del lemma 58.21. Dalla definizione 58.4 e dalla (58.38)
segue che il prodotto di Lie [T, T'(] ¢ tale che, per ogni funzione A due volte differen-
ziabile su T'Y, si ha

d (dA d (dA
58.40 6[T57T<]A:[@ (@) dﬁ( ﬂ

Utilizzando allora di nuovo la (58.38) per calcolare Jrpe,¢) e l'espressione (58.6) per
la rappresentazione del campo vettoriale [¢, (] nel sistema di coordinate g, si verifica

. (58.40)
a=p=0

immediatamente I'identita
58.41 G[TgTC]A = 8T[§7<]A, (5841)

da cui segue la (58.39). ®

p.58.19a 58.23. Seconda dimostrazione del lemma 58.21. Fissato un sistema di coordinate
z=(q,n) in TE, i campi vettoriali T¢ e T'¢ hanno componenti

N

{Fk(q,n)}iﬂ:{ﬁc Z } :
k=1

58.41a N h (58.42)
{Grlgm)}it, = {gk(Q), > 0
h=1

0,)"
k=1

se {fu(@) 2, e {gr(q)}_, sono le componenti dei campi vettoriali £ e (, rispettiva-
mente. Dal lemma 58.7 sappiamo che le componenti del campo vettoriale [T'€, T'(],
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prodotto di Lie dei due campi T¢ e T'(, sono

N oG aFN)

S5t - Gh . (58.43)
8zh azh

h=1 k=1

D’altra parte, in base alla definizione 58.19, il sollevamento del campo vettoriale [, (]
ha componenti

N

N N N
gk 3fk) 0 ( gk O fk )
5 g B ST S SCL—CL . 58.44
(fh oan " dqn )= 0, o oan " oqn ) ™ ( )

k=1

E allora facile vedere che i due campi vettoriali [T€,T¢], di componenti (58.42), e
TI&, ¢], di componenti (58.44) coincidono. Questo & ovvio per le prime N componenti,
e si verifica con un rapido conto per le restanti N componenti. B

58.24. COROLLARIO. Dati due campi vettoriali £ e  su X, siano TE e TC i loro
sollevati. Si ha allora [TE,T¢] =0 se e solo se [¢,¢] =0.

58.25. Dimostrazione del corollario 58.24. Segue immediatamente dall’identita
(58.39). m

58.26. TEOREMA (NOETHER). Dato un sistema lagrangiano di classe C?, ¢ possibile
trovare un sistema di coordinate tale che M di esse siano cicliche se e solo se esistono
M gruppi a un parametro di diffeomorfismi dello spazio delle configurazioni in s€,
indipendenti tra loro, che lascino invariante la lagrangiana e che soddisfino le relazioni
(58.11) per ogni i,j = 1,...,M. In tal caso i parametri aq,...,ap Possono essere
usati come coordinate.

58.27. Dimostrazione del teorema 58.26. Per il teorema 58.11, le relazioni (58.11)
sono equivalenti alle (58.10), e per il teorema 58.15 sono quindi soddisfatte se e solo
se esiste un opportuno sistema di coordinate locali in cui i campi vettoriali sono
rappresentati dalle (58.19). Questo vuol dire che le trasformazioni associate, in tale
sistema di coordinate, sono date da

¢ — ¢ t+ i, & — Gk, Vk # 1, (58.45)

(che ovviamente soddisfano le regole di commutazione (58.11)).

In conclusione valgono le (58.11) se e solo se esiste un sistema di coordinate locali
q in cui le trasformazioni che rappresentano i gruppi a un parametro sono date dalle
(58.45).

Supponiamo ora che i gruppi di diffeomorfismi lascino invariante la lagrangiana e
soddisfino le (58.11). Nel sistema di coordinate ¢, le coordinate ¢;, i = 1,..., M,
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devono quindi essere variabili cicliche (in particolare si possono utilizzare come coor-
dinate proprio i parametri aq, ..., o).

Viceversa, supponiamo che nel sistema di coordinate q le variabili ¢1, ..., ¢y siano
cicliche. Allora le trasformazioni (58.45) lasciano invariante la lagrangiana, e quindi,
se definiamo g;(;) le trasformazioni date dalle (58.45), seguono le (58.11). m

58.28. TEOREMA. Sia ¥ una varieta regolare e sia L£: TS — R una lagrangiana
definita su 3. Se i campi vettoriali &1 e & corrispondono a gruppi di simmetrie di L,
allora anche il loro prodotto di Lie [£1,&2] corrisponde a un gruppo di simmetrie di L.

58.29. Dimostrazione del teorema 58.28. Se la lagrangiana £ e invariante sotto
I’azione dei gruppi di simmetrie associati ai campi vettoriali £; e &3 si ha allora

Ore, L = O, L = 0. (58.46)
Quindi, per la definizione 58.4 di prodotto di Lie, si ha
Oire, 1e) £ =0 (58.47)
e, per il corollario 58.24,

Or(e,,e)£ = 0, (58.48)

che mostra 'invarianza di £ sotto l'azione del gruppo a un parametro associato al
campo vettoriale [£1,&]. Quindi tale gruppo & ancora un gruppo di simmetrie. ®

58.30. Osservazione. Siano & e & due campi vettoriali in RN, tali che le funzioni
{fie(@}, e {fox(q)}r_, che li rappresentano nel sistema di coordinate g siano
lineari. Quindi

N
firla) = Anan,  i=1,2, (58.49)
h=1

dove A;ip, sono gli elementi della matrice A;, i = 1,2. Allora anche il campo vettoriale
[€1,&2] & rappresentato da funzioni lineari, e la matrice corrispondente ¢ data da

A2A1 — A1A2 = [Ag, Al], (5850)
che definisce il commutatore delle due matrici As e Aq; cfr. I'esercizio 14.

58.31. EsSEMPIO. Siano &; e & i campi vettoriali associati alle rotazioni intorno
a due assi cartesiani tra loro ortogonali, e.g. intorno agli assi e; ed ez di una terna
cartesiana. In questo caso i campi vettoriali sono rappresentati da funzioni della forma
(58.49); cfr. Desercizio 15. E allora immediato verificare che la matrice data dalla
(58.50) corrisponde a un campo vettoriale &5 = [£1, &) associato alle rotazioni intorno
all’asse es = [e1, e2] (qui [, ] indica il prodotto vettoriale in RB); cfr. Desercizio 16.
Possiamo quindi applicare il teorema 58.28 e concludere che la conservazione di due
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componenti del momento angolare (corrispondente per il teorema 57.26 all’invarianza
della lagrangiana per rotazioni intorno a due assi ortogonali; cfr. ’esempio 57.19)
implica la conservazione anche della terza componente (corrispondente, di nuovo per
il teorema 57.26, all’invarianza per rotazioni intorno all’asse definito dal prodotto
vettoriale dei due dati).

58.32. EsEMP10. Consideriamo la quantita di moto

N N
p=> p"=> m,x", (58.51)
n=1 n=1

di un sistema di N punti materiali. I campi vettoriali &, k& = 1,2, 3, associati alle
componenti della quantita di moto sono rappresentati, nelle coordinate x, da funzioni
costanti, quindi

[, €] =0, Vi,j=1,2,3, (58.52)

e dal teorema 58.26 segue che, per ogni lagrangiana £ lasciata invariante dai gruppi
di trasformazioni associati ai campi &, k = 1,2, 3, & possibile trovare (localmente)
un sistema di coordinate in cui tre di esse siano cicliche. Fisicamente tali coordinate
rappresentano le coordinate del centro di massa del sistema. Dal momento che vale la
(58.52) non possiamo applicare il teorema 58.28, i.e. la conservazione di due compo-
nenti della quantita di moto non implica che anche la terza debba essere conservata.

58.33. ESERCIZIO. Si dimostri che se, per un punto materiale nello spazio euclideo
tridimensionale E3, sono conservate (1) due componenti del momento angolare e (2)
la componente restante della quantita di moto, allora sono conservati sia il momento
angolare totale sia la quantita di moto totale; cfr. ’esercizio 17.

58.34. Osservazione. Nel caso di un corpo rigido con un punto fisso, in assenza
di forze esterne, sono costanti del moto l’energia e il momento angolare. Si hanno
quindi 4 costanti del moto, cosi che, sebbene a priori lo spazio delle fasi del sistema
sia SO(3) x R* ¢ R®, si puo in realth parametrizzare il moto in R”: in altre parole
il moto si svolge su una superficie di dimensione 2. La descrizione cosi ottenuta
corrisponde a quella geometrica secondo Poinsot che utilizza la poloide e ’erpoloide
(cfr. la discussione del paragrafo 45). Il sistema corrisponente, definito sulla superficie
di dimensione 2, non ¢ un sistema lagrangiano a un grado di liberta che si possa
ottenere da quello di partenza mediante I'applicazione ripetuta del teorema 54.7.
Infatti il gruppo delle rotazioni non contiene sottogruppi che soddisfino le condizioni
(58.52), quindi non & possibile applicare il teorema 58.26; in particolare non & possibile
trovare un sistema di coordinate in cui tre siano cicliche. Notiamo che se questo
fosse possibile la lagrangiana non dovrebbe dipendere da alcuna delle tre variabili che
determinano la configuraziond del sistema, e i corrispondenti momenti dovrebbero
essere costanti: come conseguenza il moto diverrebbe banale. Questo ovviamente non
succede.
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Nota bibliografica

Per gli argomenti trattati nel presente capitolo abbiamo seguito prevalentemente
[Dell’Antonio], Cap. VIII, e, in parte, [Arnol’d 2] per alcuni complementi.

Esercizi

Esercizio 1. Dimostrare che il campo vettoriale definito dalla trasformazione di coordinate ¢ —
Q(g, ) attraverso la (57.4) non dipende dal sistema di coordinate scelto. [Soluzione. Se, in luogo
delle coordinate g, si scelgono altre coordinate ¢’ e o — Q’(q’, @) & la legge di trasformazione delle
coordinate sotto il diffeomorfismo g(«), il campo vettoriale corrispondente & tale che

dQ’
da

=@ Q,0=4d,
con f(Q") = J(Q,Q) f(Q), dove J(Q',Q) ¢ la matrice jacobiana della trasformazione di coordinate
, 1.e.

Q- Q@ X
Q) 0
@) = C;’“T(f)fh<c2>=< Q'“(Q)J(Q)>
h=1

dove si & indicato con (-, -) il prodotto scalare in RV ]
Esercizio 2. Dimostrare che il momento (57.12) non dipende dal sistema di coordinate scelto.

[Soluzione. Sia (¢’,n’) un differente sistema di coordinate locali per . Se {f(¢')}}_, rappresenta
il campo vettoriale nelle coordinate ¢/, risulta allora in tale sistema

aqk o oL
Z fnlq aqh o, omy q:m),
k,h,j=1

per la (57.6), e, poiché le coordinate n si trasformano come le ¢, si ha

essendo stata utilizzata la seconda delle (57.7) con T = t. Quindi

N N
k _ 99, 9¢; _
P - a7 6h]7
aqp, dqp, Oq,
k=1 k=1

e da qui si deduce

N N or
E leg(ql) ;= g fk(Q)%y
k=1 k=1

da cui segue 'indipendenza di 7T££ dal sistema di coordinate.]

Esercizio 3. Si discuta l’esempio 57.18. [Soluzione. Si consideri prima il caso di un solo punto
materiale di massa m in R? e si consideri la trasformazione g — Q(q, ) definita da Q;(q, @) = q;+ae
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Q;(q, ) = q; per j # i. Il campo vettoriale associato ¢ ha componenti {fx (q)}i 15 con fr(q) = bk,
e quindi il momento 7r€£ associato a £ & dato da 7r = 0L/0q; = mq;, ed & quindi la componente

i-esima della quantita di moto. Si generalizza facﬂmente al caso di pilt punti materiali.]

Esercizio 4. Si discuta l’esempio 57.19. [Soluzione. Si consideri prima il caso di un solo punto
materiale di massa m in R? e si consideri la trasformazione g — Q(g, o) definita da Q(gq, ) = 5@ (a),
dove S(i)(a) descrive una rotazione di un angolo « intorno all’asse e;. Supponiamo per concretezza

che sia i = 3 (gli altri casi si trattano in modo analogo). Il campo vettoriale associato £ ha componenti
{f1 (q)}izl, con f1(q) = —q2, f1(¢) = ¢1 e f3(q) = 0, e quindi il momento 7r§ associato a & ¢ dato
da 7r§ = f1(q@)0L/0q1 + f2(q)0L/DG2 = mqiG2 — mg2g1 = [q, mq|3, ed & quindi la terza componente

del momento angolare. Si generalizza poi facilmente al caso di pilt punti materiali.]

Esercizio 5. Dimostrare la proprieta (1) del lemma 58.5. [Soluzione. Si vede dalla definizione
(58.5) che la derivazione associata a —[€1,&2] & I'opposta della derivazione associata a [£1, 2], e da
qui segue immediatamente 1’asserto.]

Esercizio 6. Dimostrare la proprietd (2) del lemma 58.5. [Soluzione. Segue dalla lineraita della
derivazione.]

Esercizio 7. Dimostrare la proprieta (3) del lemma 58.5. [Soluzione. Si considearno le derivazioni
associate ai tre campi vettoriali £1, &2, &3 e si verifica, utilizzando la definizione 58.4 che la derivazione
associata al campo vettoriale ¢ = [£1, [€2,&3]] + [€2, [€3,&1]] + [€3, [€1, €2]] = 0 & data da

(010203 — 020301 — 020301 + 030201 )
—+ (828381 — 020103 — 930102 + 818382)
+ (030102 — 030201 — 010203 + 020103) ,
dove Jj & una notazione abbreviata per J¢, . Quindi 9; = 0.]

Esercizio 8. Dimostrare che la (58.12) & equivalente alla (58.10). [Soluzione. Sia A una fun-
zione due volte differenziabile su X, e siano {fx (q)}fc\]:1 le funzioni che rappresentano localmente i

diffeomorfismi g;(a;). Utilizzando le (57.8) e (57.9) si ha

d (dA d [ dAQ;(Qi(g, as), 5))
da; \ doy

doy; da;

a;=a;=0 a;=a;=0

_d . 0A(Q;(Qi(g, i), ;) dQ;k(Qi(g, i), o)
B doy; Py 8ij da]'

a;=0
J ;=0

ZN: (%k Qi(, 0)) dQun (g, o) PAQi(q, o))
0Qin doy; Qi

=
Il

1h

,_.

92 A(Qi(q, @) dQsn(g, i)
0Q:x0Qin day

+

Fi1(Qi(a, ou)))

a; =0

e af]k(q 9A() | *AW@) , ..
—ZZ (q) 99k +8qk8thlh(q)fjk(q)

k=1 h=1

e, analogamente,

(44
doy \doy

-4 (dA(Qi(QéEZ @), ai)))

a;=a;=0 a;=a;=0

N N
_ firla) , , \0A()) | 9*Alg) , |
ZZ( D (o) e + aqkathjh(q)fm@).
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La differenza delle due espressioni € nulla se e solo se

N N
SO (5, 2 04,

9qn 9qn /) 0qx '
k=1 h=1

ovvero, per la (58.9), se e solo se [;,£;] = 0. Questo dimostra 'equivalenza tra la (58.12) e la
(58.10).]

Esercizio 9. Dedurre la (58.15). [Suggerimento. Lo sviluppo di Taylor di Q(g, ) da

Q(g, ) =q+ fla)a+ (q) @® + o(a?),

10f
2 da
dove [0f/0a](q) = 8f(Q(g, @))/dala=0 e si & tenuto conto che f(q) = dQ(g, @)/dala=0.]

Esercizio 10. Dimostrare che se £1,...,{x sono N vettori linearmente indipendenti allora & pos-
sibile scegliere un sistema di coordinate in cui le loro componenti siano rappresentate dalle (58.21).
[Suggerimento. Sia E; lo spazio generato da &;. Allora E = RN = E1®...® Ey ® E', dove
E'={veE:(v,§)=0Vi=1,...,M}. Ogniv € E si pud scrivere come v = c1&1+...+epép +€,
con ¢’ € E’. Sia {vapr41,-..,vN una base per E’: allora {£1,...,%ip, V141, - -, UN } & una base per
E. In tale base i campi &; sono rappresentati dalle funzioni fx(z) = 0;.]

Esercizio 11. Dimostrare la (58.29). [Soluzione. Derivando la (58.28) rispetto a q;, per j =

1,..., N, e calcolando la derivata a ¢ = qo, dove &1(qo0) = ... = anr(qo) = 0, si trova

0y;
9q;

M
9¢q; Ody,
20)=+—+1 ) [fri(ao)—(q0) = dij,
() = 5 ; £(a0) 5, a0) = b

dal momento che i > M + 1 e fii(qo0) = d;x = per k < M (cfr. la (58.21)).]

Esercizio 12. Dimostrare la (58.30). [Soluzione. La (58.25) & identicamente soddisfatta per ¢ in

un intorno di go. Quindi, derivando rispetto a g e ponendo &(q) = (&1(q), ..., a&nrr(q)), si trova
d OF, - OF, da
~ _— ) ~ an
0= —F(q,a(q) = 5—(a,a(q)) + “(g,a(q)) —(a),
dg; ¢ 9q; ; oy, dg; (

che, calcolata in ¢ = qo, da

M
d - OF; - OF; - da
0= =Fi(q,a)| =3"(q0,a(q0))+ Y  5—(q0,G(q0)) = (o),
dg; _ 9q; Jday, dg;
a=qo k=1
dove &(go) = 0. Ricordando la definizione (58.22) di F;(q, a1, ..., anr) e usando &(go) = 0, si ottiene
0 - 0q;
+—Fi(g, a(q)) = =4y,
9q; —y 04
9=q0

e, allo stesso modo, usando la (58.21), si trova

?(QO,@(QO)) = fir(20) = fi(q0)di-
ay,
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Ne segue la (58.30).]

Esercizio 13. Dimostrare le (58.32). [Suggerimento. Per definizione &1(q), ..., &ns(¢) sono i valori
di a1,...,aps tali che il punto

Q(q,a1,...,an) =Qnm@Qr—1(...Q1(g, a1),...,an ), anr)

ha le prime M componenti nulle, i.e. ponendo Q(q) = Q(q,&1(q),...,a&n(q)) siha Q1(q¢) = ... =
QM(q) = 0. Quindi se cambiamo ¢ in ¢’ = 9(g,,...,0,a;,0,...,0) si ha per costruzione &;(q’) =
&i(q) peri # je &j(q’) = &;(q)— o  per i = j. Da qui seguono le equazioni dy; /da; = 1 e dy;/doy =
Operl1<i#j< M. Seinvecei =M +1,..., N le y;(q) rappresentano le ultime N — M coordinate
del punto Q(g, a1, ...,anr) quando le prime M si annullano; quindi y;(¢) = Qi(g, @1, ..., anr) per
i=M+1,...,N. Siha pertanto y;(¢') = Qi(q,,...,0,2;,0,...,0) = (g,,...,0,0,0,...,0), e quindi
dy;/daj =0peri>M+1ej< M)]

Esercizio 14. Dimostrare che dati due campi vettoriali &1 e &2 rappresentati dalla (58.49), allora il
campo vettoriale £3 = [€1, 2] & rappresentato dalle funzioni

N
far(q) = Z A3knqh,
h=1

con Az = [A2, A1] = A2 A1 — A1 Aa. [Suggerimento. Basta applicare la formula (58.6), con fr = fix
e g = fak, per determinare le funzioni f3x(g) che rappresentano il campo vettoriale £3.]

Esercizio 15. Dimostrare che il campo vettoriale associato a una rotazione intorno a un asse
cartesiano & rappresentato da funzioni della forma (58.49). [Soluzione. Si consideri per esempio una

rotazione S() (o) di una angolo « intorno all’asse e1. Allora Q(q, ) = S()(a)gq, cosi che si ha

dQ(g.0) _ dSD(e) _ d5W(a)

da da da (S(l)(a))_lQ(‘L a) = 14(1)(04)@((1,04)7

e quindi il campo vettoriale &1 associato alla rotazione ¢ della forma (58.49), con

0 0 0 1 0 0 00 O
AV (a) = <0 —sino cosa> <0 cos o sina> = <O 0 1> .
0 cosa —sina 0 sina cosa 01 0

Analogamente si ragiona per le rotazioni intorno agli assi ez ed es, per le quali si trova che i campi
vettoriali hanno la forma (58.49) con A data da

00 -1 0 -1 0
A®) (a) = (o 0 0 ) ABC) (@) = (1 0 0>,
10 0 0 0 0

Esercizio 16. Dimostrare che se §; e &; sono i campi vettoriali associati alle rotazioni intorno agli
assi cartesiani e; ed ej, con 1 < i # j < 3, allora il campo vettoriale £ = [£;,&;] € associato a
rotazioni intorno all’asse ey, = [£;,&;]. [Suggerimento. Si usino i risultati dell’esercizio 15.]

rispettivamente.]

Esercizio 17. Discutere ’esempio 58.33. [Soluzione. Utilizzando i risultati degli esercizi 1 e 2, dalla
(58.6) si trova che, indicando con Py, Py, P, i campi vettoriali associati alle componenti pz,py,p=
della quantita di moto e con Lz, Ly, L. i campi vettoriali associati alle componenti lz,l,,l, del
momento angolare, valgono le seguenti identita:

[sz Ly} =L, [Lyv Lz} = —La, [Lz,Lz} = L,
[vapy}:()v [Py7Pz]:O, [P27Px}:07

Lz, Py] = —Px, [Lz, P:] = Py, Lz, Pr] =0,
[Ly,P:] = Py, [Ly, Pz] = —P-, [Ly, Py] =0,

[Lzypac]:P_w [szpy]:_va [L27Pz]:07
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da cui segue il risultato.]

Esercizio 18. Discutere il moto di un punto materiale in un campo centrale alla luce dei risultati
del paragrafo 58. Dedurre in particolare che, nonostante si conservi il momento angolare, non &
possibile trovare tre coordinate cicliche ma solo due (cfr. 'esempio 54.11).

Esercizio 19. Nel caso dell’esercizio 18 discutere perché la conservazione dell’energia non introduca
un’ulteriore variabile ciclica. Spiegare perché il moto avviene in R? anziché in RS.

Esercizio 20. Dimostrare che dati due campi vettoriali {1 e &2 associati a due gruppi di simmetrie
per un sistema lagrangiano (3, £), allora o esiste un altro gruppo di simmetrie o si pud trovare un
sistema di coordinate in cui due coordinate sono cicliche. [Soluzione. Se [£1,£2] # 0 allora esiste un
terzo gruppo di simmetrie di £, per il teorema 58.28, mentre se [£1,&2] = 0 possiamo applicare il
teorema 58.26.]



