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Capitolo 19. Teoria delle perturbazioni

75. Oscillatore armonico in variabili azione-angolo

75.1. Introduzione.

75.2. Variabili azione-angolo per l'oscillatore armonico. La hamiltoniana

1
H(p.q) = 5 (0 + m*w?¢’) (75.1)
diventa (cfr. V'esercizio 1)
K(J) = w/, (75.2)

con la trasformazione canonica

[2J
¢=1\/ sin ¢, p = V2Jmw cos . (75.3)

La funzione generatrice (di seconda specie) &

q
F(q,J) = / V2mwJ — m2w2q?. (75.4)
90

Si noti infatti che, derivando la (75.4) rispetto a J, si trova

OF / * dz’ mw
= — = —_—, xTr = —_—,
YT o i@ N 2g
e prendendo o = 0 (che equivale a fissare 'origine dei tempi) si trova ¢ = arcsin x,

in accordo con la (75.3).

75.3. L’oscillatore armonico € un sistema integrabile. Inoltre e un sistema iscocrono:
la frequenza w non dipende dall’azione. Tale condizione prende il nome di condizione
di isocronia.

75.4.
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76. Teoria perturbativa al primo ordine

76.1. Introduzione.

76.2. Teoria perturbativa. Teoria perturbativa al primo ordine. Studiamo sistemi
descritti da hamiltoniane della forma

H(p,J)=Ho(J)+eV(p,J), (76.1)

con Hy(J) integrabile. Chiamiamo e parametro perturbativo.

Nei capitoli precedenti abbiamo sempre richiesto la mimima regolarita possibile, per
esempio che la hamiltoniana fosse di classe C?. Al contrario in questo e il prossimo
capitolo richiederemo che la hamiltoniana sia una funzione analitica dei suoi argo-
menti. Pit precisamente assumiamo che le funzioni Hy e V in (76.1) siano analitiche
nel dominio

D(p7§7‘]0):{(907])€(c2nRe@lETa |Im501| §€7 |J1*J01|§P} (762)
In particolare, si puo espandere V((¢, I) in serie di Fourier in ¢,

Vg, J)= > ¥V, (J), (76.3)

I/EZN

dove i coefficienti di Fourier V,,(J) decadono esponenzialemente in v, i.e. si ha (cfr.
Pesercizio 2).

V() <@e M o= Ve, J)|. (76.4)

max
(¢, 1)eD(p,€,10)
Come esempio della (76.1) consideriamo, in coordinate cartesiane,
o o
H(g,p) =) 5— (i +miwiad) + 7 D> (s —a)", (76.5)
=1 <"k 1<kAj<N

che diventa della forma (76.1) dopo il riscalamento (q,p) — (¢',p’), con ¢ = §¢' e
p = 0p’, definendo ¢ = 62 e dividendo la hamiltoniana per . In particolare si ha

Ho(J) = wpdi = (w, J). (76.6)
k=1

In termini delle variabili riscalate (¢, p’) le variabili azione-angolo sono definite come

in (75.3). In particolare si ha ¢, = /2Jy/mpwisingy e pj, = V2Jpmiwy oS Q.
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Si vede allora facilmente che la parte integrabile assume la forma (76.6), mentre la
perturbazione diventa una funzione sia di ¢ sia di J (cfr. 'esercizio 3).

76.3. Cerchiamo di risolvere ’equazione di Hamilton-Jacobi scrivendo la funzione
caratteristica di Hamilton W (¢, J') nella forma

W(p,J') = (p, ") +eWi(p, J') + O(e?), (76.7)

trascurando sistematicamente gli ordini in € superiore al primo.

Cerchiamo quindi una trasformazione (canonica) di coordinate (¢, J) — (¢',J’),
tale che H(p,J) = H'(J') + O(¢?) per un’opportuna funzione H', i.e. tale che il
sistema sia integrabile almeno fino al secondo ordine. Si ottiene

H, (J’ + 6631/1;1) +eV(p, J)+0(?) = H'(J') := H\(J') +eH| (J)+O0(£?), (76.8)

che porta a identificare H{(J') = Ho(J') e

<w<J'>, - > V() = HY(T), (76.9)
dove S
0

W) = 520) (76.10)

definisce I'applicazione frequenza.
Definiano la media di una funzione F(p, J'), periodica nei suoi N argomenti ¢,come

(F) = (P = [ GEsPle D). (76.11)

e poniamo F(¢, J') = F(p, J') — (F).
Quindi al primo ordine la (76.9) diventa

10)1% ~
) =), (). G2 )+ o) = (76.12)
La seconda equazione prende il nome di equazione omologica o equazione fondamentale
della teoria delle perturbazions.

76.4. Osservazione. Se la (76.12) & soddisfatta allora si ha

{ G o) TOE)m e oE), (76.13)
dove W'(J) = (9/0J)(Ho(J)) + eH}(J)). Quindi su tempi |t| < 1/ si ha |J'(t) —
J'(0)] < O(e).
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Inoltre si ha J — J' = O(e) e quindi J(t) — J'(t) = O(e) per ogni ¢, cosl che anche
|J(t) = JO)| < [J(t) = T ()| + [T'(t) = J'(0)] +]J'(0) = J(0)] = O(e),  (76.14)

per tempi [t| < 1/e. Quindi in realta le variabili d’azione rimangono vicine (ordine ¢)
non solo fino a tempi ordine 1, ma fino a tempi ordine 1/e.

76.5. Per N =1 si ha

1 e~
W J)=——% de Ve, J 76.15
1(905 ) w(J’) /O ¥ (307 )7 ( )
dove la costante d’integrazione ¢ stata posta uguale a zero richiedendo (arbitraria-
mente) che (W) = 0. Infatti la seconda equazione in (76.12) ha un’unica soluzione a
media nulla, come dimostra il seguente risultato.

76.6. TEOREMA. Per N =1 l’equazione omologica in (76.9) ha soluzione H{(J') =
(VY e Wi(p,J') data dalla (76.3). Inoltre tale soluzione & unica se si richiede che
Wi (-, J') abbia media nulla.

76.7. Dimostrazione. Si verifica immediatemente che H{(J') = (V) e Wi(p,J')
data dalla (76.3) costituiscono una soluzione. Poiché 0W; /d¢p ha media nulla si deve
avere necessariamente H{(J') = (V), quindi la scelta di H ¢ unica. Supponiamo che
esistano due funzioni distinte Wy e W/ soluzioni di
w(J’)%—V:;l +V(p,J')=0.

Allora si deve avere 9/0p(W1 (¢, J') — W/ (p,J')) = 0, quindi la funzione W1 (¢, J') —
Wi(¢, J') deve essere costante in ¢, i.e. W{(p,J") = Wi(p,JJ") + ¢(J'), per qualche
funzione c(J) indipendente da ¢. Di conseguenza (W (-, J')) = (W1i(-,J")) +c(J) =
¢(J"), poiché Wi ha media nulla. Quindi se si richiede che anche W{ abbia media
nulla, si trova W (¢, J") = Wi(p,J'). B

76.8. Osservazione.

76.9. Per N > 1 si passa allo spazio di Fourier, sviluppando in serie la funzione
V (e, J) secondo la (76.3) e cercando una soluzione

Wilp, J') = Y 9w, (1), (76.16)
veZ®

con Wy g = (W;) = 0. Si trova quindi per ogni v € v/ \ {0}

V,.(J)

W) =

(76.17)
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purché sia abbia (w(J'),v) # 0.
Si noti che se Hy = (w, J) allora w(J) = w per ogni J.

N ..

76.10. DEFINIZIONE (CONDIZIONE DI NON RISONANZA). Un vettore w € R si dice
. ‘ N ‘ o

non risonante se (w,v) # 0 per ogni v € " \ {0}, i.e. se le componenti di w sono

razionalmente indipenenti.

76.11. La condizione che il vettore w(J’) sia non risonante & sufficiente perché i
coefficienti di Fourier W1, (J') della funzione Wi(p,J’) siano ben definiti. Non &
pero sufficiente perché la funzione Wi (o, J') sia ben definita. Perché questo accada
occorre anche che la serie di Fourier sia sommabile. Questo si puo ottenere richiedendo
una condizione di non risonanza piu forte sul vettore w(J').

Si definiscono vettori diofantei i vettori che verificano la condizione

w, v)] > ﬁ Vv e Z7\ {0}, (76.18)
con y > 0e7>0. Le costanti «y, 7 sono chiamate esponenti diofantei, e la condizione
(76.18) & detta condizione diofantea.

Richiediamo che J — w(J) sia un diffeomorfismo. Diremo che una hamiltoniana
Hy(J) & non degenere o isocrona se

2
det (aaf;) £0. (76.19)

In tal caso w(J) ¢ invertibile, e quindi definisce un diffeomorfismo. La (76.19) &
chiamata condizione di anisocronia o condizione di non degenerazione. Se la (76.19) ¢
soddisfatta si dice che il sistema hamiltoniano con hamiltoniana Hy(J) & anisocrono.
Diremo invece che una hamiltoniana Hy(J) & degenere o se il determinante in (76.19)
e nullo.

Sia A un insieme aperto in R": poniamo Q = w(A).

76.12.

76.13. TEOREMA. Sia  un aperto di RY. Se 7> N — 1 linsieme

0.0)={wen: [>T wrol

|7

ha misura di Lebesgue meas((7y)) tale che meas(§2.(y)) = meas(Q2) — O(7).

76.14. Dimostrazione Supponiamo per semplicita che €) sia una sfera di raggio R.
Definiamo

i) = {w sl wo < 2L

v|”
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Si ha quindi

veZV
v#0
Per ogni v € zy \ {0} abbiamo
_ _ ol _ © 1
meas(Q(y,v)) < CRN ! Z T < CRN71y Z Z g (76.20)
UEZN m=1 VEZN
v#£0 lv|=m

per un’opportuna costante C. Nel derivare la (76.20) abbiamo tenuto conto che
(w,v) /|v] & la proiezione del vettore w lungo la direzione individuata dal vettore v.

Si ha
& N—-1 1

o0
el ' BN —1 m ' BN —1
meas@) < CRY Iy 3 M <o 3
m=1 m=1

e quindi, se 7 > N — 1, -
meas(02(7, 1))
meas(Q2)

per opportune costanti C' e C”. Da qui segue I'asserto. B

< C//R717,

76.15. DEFINIZIONE. Data una funzione V(p,J), periodica in @, consideriamo la
sua serie di Fourier (76.3). Diremo che la funzione V(p,J) ha un’espansione di
Fourier generica in A se si ha V,(J') #0 Vv € ZY evJ € A.

76.16. Osservazione. La condizione che una funzione periodica abbia un’espansione
di Fourier generica & una condizione di genericita (cfr. il paragrafo 30.26).

76.17. TEOREMA (POINCARE). Se V(p,J) ha uno sviluppo generico in A e Hy(J)
é non degenere allora non esiste una soluzione Wi(p, J') regolare in J € A.

76.18. Dimostrazione. La (76.9) puo essere soddisfatta sole se V,,(J') = 0 per ogni v
e ogni J' tale che (w(J'),v) = 0. Questo non ¢ possibile se V (¢, J) ha uno sviluppo
generico. W

76.19. Osservazione. Il teorema 76.17 € noto come primo teorema di trivialita di
Poincaré

76.20. Perché la funzione (76.17) sia ben definita occorre che il vettore w(J') soddisfi
la condizione diofantea (76.19) per ogni J'. Un caso in cui questo accade & il caso dei
sistemi isocroni (i.e. w(J') = w per ogni J’, con w diofanteo) che sard discusso pill
diffusamente nel prossimo paragrafo. Nel caso anisocrono, si puo scrivere

V(<p7 J) = VSN(‘P? ‘]) + V>N(907 ‘])7
Ven(p, D)= Y WAV(0),  Van(e J)= Y @20,

veZN velZ™
lvi<N lvi>N
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e scegliere N = Ny tale che si abbia

max Ve )| < Ce2, 76.21
W)GD(p’E’JO)I Sn(p, )| < ( )

per qualche costante C. Questo & possibile purché si scelga N = Ny(e), dove

No(e) = = log —, (76.22)

.....

¢ un’opportuna costante; cfr. ’esercizio 4.
Tenendo conto che se J' = J 4+ O(e) = J(0) + O(e), con J(0) = Jy tale che w(Jp)
sia diofanteo, si ha per |v| < Ny(e)

{w(T), )| = [{w(J(0)), v)| = [{w(J') = w(J(0),v)] = \;YIT —[{w(J) = w(J(0), )|,
dove
w(J) = w(J(0), )] < B|J' — J(0)||v| < Q\Zr’ B = max &gSJ) ’
non appena si abbia
Y g

J —J0)| < < .
=IO < Spm @ < 2B

Questo richiede
1
J —J0) < t,————
7= 70 < const.

che e sicuramente soddisfatta per ¢ sufficientemente piccolo.

77. Teoria perturbativa a tutti gli ordini

77.1. Introduzione.
77.2. Diremo che

F(e) = i b Fy, (77.1)
n=0

& una serie formale se i coefficienti Fj sono ben definiti per ogni k > 0. Quindi una
serie formale si puo identificare con la successione dei suoi coeflicienti.
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Consideriamo un sistema isocrono perturbato: quindi Ho(J) = (w,J). Cerchiamo
una soluzione dell’equazione di Hamilton-Jacobi della forma

= iska(wv Jl)v H/(cp/, J/) = iSka(J/) + O(€n+1)7 (772)

k=0
dove Wo(p, J') = (@, ") e Hy(J") = Ho(J").
A ogni ordine k < n si trova
ow,
<w, > T N, J') = (), (77.3)
¢
dove
Nelp, )= 3 Loy s ﬁﬁam I, (77.4)
B S = aoge k=1 D '
1<]a|<k—1 i=1j=1
e si & posto a = (a1,...,an), la| = a1 + ... +an, 0J% = OJ7* ... 0N e al =
ai!...an!, con a; > 0 intero per ogni i, e la somma Z;C_l indica la somma su tutti gli
indici k;5,coni=1,...,Nej=1,...,a; taliche ki1,..., kiqy, .- kN1, .-+, ENay =
leknu+...+kig, +...+knvi+.. .+ Eknay =k — 1.
Si noti che a ogni ordine k la funzione Nj dipende dalle funzioni Wy,..., Wy_1,

quindi ¢ una funzione nota se le Wy, k/ < k, sono state risolte ai passi precedenti. In
altre parole la (77.3) si puo risolvere iterativamente, ponendo

H(J") = (Ng), <w, 8;/1(;;{> + Ni(p,J') =0, (77.5)

dove Ny = Ny, — (Ng),perk=1,...,n
Introduciamo i domini

Dy, := D(p(1 — kd), & — k6, Jo), (77.6)
con D(p,&, Jo) definito in (76.2), e le norme

_ of 1 of
1 (o, Il = s (‘w oA ‘&p‘) (77.7)

per § e k tali che 1 —kd > ce & —kd > ¢, con ¢ > 0: e.g. si puo fissare ¢ = 1/2.
E facile verificare che

oV, (J)
a.J

‘ < Vloe™, V()] < pllV [loe=6, (778)
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cosi che
Wi (J)] <y oV (J)] < oy 7 H [V e ™8, (77.9)

e quindi (cfr. Vesercizio 13)

max_ |[Wi(p,J)| < ZV_1|V\T_1|1/VV(J)|6(5_6)‘”‘
(¢,J)ED1
v#0 (77.10)
< Bipy T H[V[od TN,

per un’opportuna costante B. Allo stesso modo si trova

aI/Vl (4107 J)
dp

max
(¢,J)ED1

< Bpy 'V max  |Ni(p, ), (77.11)
(¢,J)EDo

con N1 =V, per un’opportuna costante By. Quindi si ha
[Willa < Bay~H[VI[o6~ ™7 (77.12)
per un’opportuna costante Bs. Si ha infine

82 Wl ((P7 J)
OpdJ

ma < By LN IV, 77.13
max < B Vi (7713

per qualche costante Bs. Al primo ordine la trasformazione (¢, J') — (¢, J) & definita
da
J =J+E(p,J), o' =+ Alp,J), (77.14)

dove possiamo scrivere

oW,
Oy

_ oW,
~ oy

[1]

(907 J) =€ (4107 JI)7 A(SO’ J) (‘Pv ‘]/) (7715)
Le equazioni (77.15) possono essere risolte tramite il teorema della funzione implicita.
Infatti la condizione (77.13) permette di fissare J' in termini di (g, J) in accordo con
(77.14), che definisce la funzione Z(y, J), tale che ||Z|s < |e| Bapy ||V |00~V —771
(cfr. Vesercizio 9). Si puod allora scrivere J' = J + Z(¢g, J) nella seconda equazione
in (77.15) e questo permette di fissare anche ¢’ in termini di (p, J), definendo cosi la

funzione A(p, J), tale che ||Alls < |g| Boy H|V][od N7~

77.3. LEMMA. Siano 6 >0 en € N tali che (n+1)§ < 1/2. A ogni ordine k < n si
trova

oWy,
dp

per opportune costanti A e B. Si trova in particolare

max
(¢,J)ED

(e, J)‘ < ABFE16=PF, B=T7+N+1, (77.16)

A=r

T B = b2y Vo, (77.17)
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dove by ¢ una costante universale.

77.4. Dimostrazione. Per k = 1, definendo A come in (77.17), la (77.10) implica
immediatamente la (77.16) purché B > 4By 1||V|o. Assumendo le (77.16) per

k" <k, si trova allora per (¢, J') € Dyy1 (cfr. la (77.4))

INewa(p, )<Y IIVHo( a| 1ZkHAC“H’€ 1 Bkis =Bk

1<|a|<k j=1

AP ~
||V||oz Z — BY6 YT k!

IN

k

p
<[V lopd(k +1)!B*6~ ﬁkz (;;) oN+p

< ||V lopd(k + 1)!B*2N 5~ gkz <i?> |

dove si ¢ usato il fatto che (cfr. Pesercizio 10)
Skl < k< (B4 1),

il fatto che (cfr. l'esercizio 11)

e infine il teorema di Cauchy per stimare (cfr. 1'esercizio 13)

1 olel 1

-
< -

Vi J)‘ N (%r‘rfl)aEXDU oJ 2 J)' (p—p(1—4))lal-1
< |[Vllo(ps)~ eI~

al (LP,ISI)aEXDk aJe

Quindi, scegliendo A come in (77.17), si trova

SEE |Niy1 (0, J)| < 4|V ]o(k + 1)!B¥2N A5—FF,
»,J

D’altra parte, ragionando come per ottenere la (77.11), si trova

Wi (e, J)
dp

max

(¢7J)6Dk+1 (¢,J)ED

< B e [N )

(77.18)

(77.19)

(77.20)

(77.21)

(77.22)

(77.23)
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che, combinata con la (77.22), da

< A(4Bo|V]joy~'2N) BFs A (k4 1)l (77.24)

(¢,J)EDg+1
Quindi la stima (77.16) segue immediatamente prendendo
B = max{4Byy 12V ||V |0, 4B2y " |V]0}- (77.25).

Ovviamente le stime sopra hanno senso fin tanto che, per esempio, £ — kd > £/2 e
p(l—ké)>p/2perognik<n-+1. 1

77.5. TEOREMA. Consideriamo il sistema descritto dalla hamiltoniana H(p,J) =
(w,J) +eV(p,J), con w che soddisfa la condizione diofantea (76.18). Si ha allora

|J(t) — J(0)] < Ae®  Vt| < eB/<",
per opportune costanti a,b, A, B. Si puo scegliere a =1/2 e b=1/2(t + N + 3).

77.6. Dimostrazione. Fissiamo

§
=N 0= —— 77.26
n (5)7 2N(€) ) ( )
con N(e) da determinare successivamente, e applichiamo il Lemma 77.3.
Dalla (7.22) si ha

[(Ni)| < 2V 60|V loh! B5—45-D, (77.27)
e quindi (cfr. Pesercizio 14)
N(e)
H(¢', J') =Y Hp(J') + 0NN (e)lsN @), (77.28)
k=1

cosi che lerrore ¢ di ordine (e N ()?T1)N(#): questo vuol dire che le variabili .J’ restano
costanti (entro O(¢)) fino a un tempo di ordine 1/e(eN ()T H)NE) e J'(t)—J'(0) =
O(e) per |t| < e Y (eN(e)#*+1)=N () Inoltre si ha

9
J=J + % (Wile, )+ ...+ Whie) (0, ), (77.29)

quindi (usando che k! < k* < N(g)* per k < N(g); cfr. l'esercizio 15)
N(e) .
J—J|<A> (BSPe) k!
k=1
N(e) (77.30)

3 002V YV oeN ()
k=1

< const.0y LeN(e)PH

<

=3,
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purché si scelga

1
bo2N |V |loeN ()P < 3 (77.31)
Si puo per esempio fissare N (¢) tale che
eN(@E)PH =Ve = N(e) = 126+, (77.32)

cosi che J — J' = O(y/€). In conclusione si ha J(t) — J(0) = O(y/€) per tempi t tali
che

—1/2(8+2)

1] < Ca (eN(2)P1) TN = e (77.33)

Da qui segue l'asserto, con a = 1/2 e b = 1/2(8+ 2), per opportune costanti A e B. B

77.7. Osservazione. 1l teorema 77.3 costituisce una versione del teorema di Ne-
chorosev nel caso di perturbazioni di sistemi isocroni. Il risultato in realta vale in casi
molto piu generali, come vedremo nel prossimo capitolo.

77.8. Osservazione. Nel caso di perturbazioni di oscillatori armonici, la teoria per-
turbativa si puo spingere a ogni ordine, e si pud quindi definire, formalmente,

W(p,J') = ie’“Wk«p, J), H'(J) = ing,g(J’). (77.34)
k=0

Le serie (77.34) prendono il nome di serie di Birkhoff.

Quindi le serie di Birkhoff sono ben definite a tutti gli ordini della teoria pertur-
bativa. Tuttavia in generale le serie di Birkhoff divergono (esempio degli esercizi
5-+-8).

77.9. Consideriamo ora il caso di sistemi anisocroni e richiediamo che la condizione
(76.19) sia soddisfatta.

Sotto l'ipotesi che I’equazione omologica ammetta soluzione a ogni ordine, allora
si puo ancora scrivere I’equazione di Hamilton-Jacobi all’ordine k£ in forma analoga
alla (77.3), con la differenza che ora w(.J) non & costante, quindi N, riceve contributi
anche dal termine Hy(J) della hamiltoniana. Si ha quindi

(o), B2 Y + Nl ) = 1), (77.35)
dove
1 9le | oW,
Nk(@ajl): Z aa(]a (p’J/ Z HH - /’
2<a|<k Z kij=k i=17=1 Pi
(77.36)

olal N oW,
PRt LA SN ) A

1<]a|<k—1 S kiy=k—1=13=1
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con lo stesso significato dei simboli della (77.4). Si noti che anche nei termini della
prima riga della (77.36) c’¢ dipendenza solo da Wy, con k' < k a causa del vincolo
la| > 2.

La principale difficolta ora e che, come gia anticipato al paragrafo 76.20, per risolvere
'equazione omologica si deve controllare (w(J'),v) per v € Z" # {0} e J' in un
insieme aperto.

77.10. Il seguente risultato € noto come secondo teorema di trivialita di Poincaré o
torema di non esistenza di Poincaré.

77.11. TEOREMA. In generale il sistema dinamico descritto dall’Hamiltoniana (76.1)
non ammette altre costanti del moto che dipendano analiticamente da € oltre l’energia.

77.12. Dimostrazione. Supponiamo che esista una costante del moto F(ip,J,¢)
analiticia in e: quindi F(y, J,¢) = Fo(p,J) +eFi(p,J) +2Fa(p, J) + . ...
La condizione {F, J} = 0 implica, all’ordine zero in &,

0={F,, Ho} = <%Iz),w(<])>7

quindi (w(J), ) Fp ,(J) = 0 per ogni v # 0. Poiché det dw/0J # 0 allora (w(J),v) # 0
su un insieme denso e quindi Fp . (J) = 0 per ogni v # 0. Ne segue che Fy(p,J) =
Fy(J) ¢ indipendente da ¢.

Al primo ordine la condizione {F,J} =0 da

_/oR _ [ 9F OV
0_<3<P’w<J)> <5‘J’3s0>’

che, espressa nello spazio di Fourier, diventa

0Fy

0= (v,w(J)F1.(J)— (v, W(J»VV(J).

Quindi sono possibili due casi: V,(J) = (w(J), )V, (J) per qualche V,,(.J), che perd
corrisponde a una condizione non generica, oppure (w(J),rv) = 0 deve implicare
(v,0Fy(J)/0J) = 0. Di conseguenza i vettori w(J) e (v,0Fy(J)/d) devono essere
paralleli, ovvero

0F,

T
per qualche funzione A(J), cosi che A(J) = A'(Hoy(J)) e Fo(J) = A(Ho(J)) per qualche
funzione A. Si ottiene allora

(1)) = AJ)w(J),

{w,v) ANV (J) = F1u(J)) =0,
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che implica Fy(p,J) = MJ)V(p,J) + C1(J), per qualche funzione Cy. Possiamo
quindi scrivere

F(p,J)

A(Ho(J)) +eN (Ho(J)) eV (p, J) +eC1 + O(e?)
A(Ho(J) +eV(p,J)) +eC1 +0(?) = AH(p,J)) +Cy + O(e?)
= M(H(p,J)) + ¢ [Fy(p, J) + F (¢, J) + O(?)],

dove F/ = F}j + ¢F| + ... & una costante del moto. Ripetendo l'argomento si trova
F'(p,J) = M(H(p,J)) + eF"(p,J), dove F” & ancora una costante del moto.
Iterando si ottiene F(p,J) = A(H(p,J)) + e A1 (H(p,J)) + e2Aa(H(p, J)) + ...,
quindi, per analiticita, F(p, J) = Ac(p, J) per un’opportuna funzione A.. ®

77.13. Solo recentemente la convergenza delle serie perturbative ¢ stata dimostrata
(sotto le assunzioni di non degenerazione e di anisocronia), anche se la teoria pertur-
bativa & stata a lungo utilizzata in astronomia (trovando un buon accordo con i dati
sperimentali). Le serie perturbative prendono il nome di serie di Lindstedt.

Un metodo alternativo per studiare la convergenza delle serie perturbative e quello
introdotto nei paragrafi precendenti, che, quindi, consiste nel definire la trasfor-
magzione canonica che porta in variabili in cui la hamiltoniana dipenda solo dalla
variabili d’azione come composizione di infinite trasformazioni canoniche. Questo
porta al teorema KAM. Grosso modo tale teorema afferma che, sotto le ipotesi fatte
su Hy(J), esiste €9 > 0 tale che per ogni |e] < g9 la maggior parte dei tori invarianti
sopravvive.

Un enunciato formale ¢ il seguente (il teorema sara dimostrato e discusso nel
prossimo capitolo).

77.14. TEOREMA Si consideri il sistema descritto dalla hamiltoniana (76.1), con Hy
e V' funzioni analitiche in un dominio

D(&,p,Jo) = {(p,7) € C*™ : Uk = Joul < p, Re(r) € T, ()| < €}, (77.37)

e si assuma che

(w(Jo), 1) = = vue ZV\ {0}, sup

- <, (77.38)
v D(€,p.Jo)

per opportune costanti positive v,T,1n. Allora esiste g > 0 tale che per || < &g
esistono due funzioni o e 3, analitiche in TV ¢ a valori in RY ¢ TN, rispettivamente,
tali che il toro

J=a(y), ¢=v¢+p), veT, (77.39)

descritto per ¢ — ¥ + tw(Jp), & invariante per il sistema.

77.15. Osservazione. Inoltre i tori sono analitici in €. Ovviamente questo implica
la convergenza delle serie perturbative per i tori. Altrettanto ovviamente, la serie
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perturbativa per la funzione generatrice non converge, perché altrimenti questo im-
plicherebbe l'integrabilita del sistema perturbato.

77.16. Osservazione. Si puo inoltre dimostrare che i tori invarianti che sopravvivono
alla perturbazione riempiono una parte dello spazio delle fasi che ha misura relativa
grande, i.e. che tende a 1 quando ¢ tende a 0. Per questo i sistemi che si ottengono
perturbando sistemi integrabili si dicono sistemi quasi-integrabili.

78. Un esempio semplice di teoria perturbativa

78.1. Introduzione. Consideriamo per N = 1 il sistema descritto dalla hamiltonia-
na

1 1
H(q,p) = - (p2 + m2w2q2) + Zskq‘l, (78.1)

dove k > 0 ed ¢ ¢ il parametro perturbativo.
Con la trasformazione (75.3) la hamiltoniana diventa

k
_ 2 qind _
H(p,J) =wdJ +eaJ”sin® ¢, a=-—oa (78.2)
Si ha quindi, al primo ordine,
3
H{(J) = aJ? (sin? p) = gaJQ, (78.3)
dove si & usato che (cfr. Pesercizio 16)
27 3
<sin4 @) = dy sin® ¢ = 3 (78.4)
0

Inoltre (cfr. 'esercizio 16)

Wi(p,J') = —% /090 dypa(J’)? (sin® ¢ — (sin® ¥))

78.5
a(J)? (3 ) 1.4 ) ( )
= —singpcosp + —sin® pcosp | .
w 8 4
In termini delle nuove variabili le equazioni di Hamilton sono
OH'(J' .
= % +0(E%),  J =-0(, (78.6)

con H'(J") = Ho(J') +eH{(J") + O(g?), che danno

O (1) = ¢'(0) + (w4 ewi (J'(0))) t + O(e?), J'(t) = J'(0) + O(e?), (78.7)
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dove e 5
8]1 (J) = ZO‘JI‘ (78.8)

Dobbiamo esprimere (¢'(0),J'(0)) in termini di (¢(0), J(0)) e, infine, (¢(t), J(t)) in
termini di (¢'(t), J'(t)).

Dobbiamo quindi calcolare la trasformazione canonica che ha Wy, J') = oJ +
eWi (g, J') come funzione generatrice (di seconda spacie).

Si ha, per definizione,

wl(J’) -

J:J’Jrea(;/zl, <p/:<p+5—awl

(78.9)
da cui si ricava

1
J=J +5§(J')2 <2 cos? ¢ — gsin2 v+ %sin2 @ cos® p — 1 sin® <p> +0(e?),

3 1
o' =¢p+ 2.2 <8 sin ¢ cos ¢ + 1 sin® ¢ cos <p> +0(e?), (78.10)
w
da cui ricaviamo immediatamente la trasformazione di coordinate
3 3 3 1
J =J- 5%J2 (8 cos? p — 3 sin? ¢ + 1 sin? ¢ cos? p — 1 sin? <p> +0(e?),
/ o 3 . 1 3 2
@ =p+2e—J g sine cos<p+ism pcosp | +0(e%), (78.11)
w
e la sua inversa

3 3 3 1
J=1J +6%(J’)2 (8 cos? ¢ — gsin2<p+ Zsinzgocochp - Zsin4 (p) +0(£?),

3 1 ..
o=y — 22 (8 sin ¢’ cos ¢’ + 1 sin® ¢’ cos <p’> +0(g?), (78.12)
w
dove, al solito, i termini di ordine superiore al primo sono trascurati.

78.2. Inoltre si tenga conto che, scrivendo in (78.12) ¢ = ¢’ +ep1 + O(e?) e J =
J' +¢eJi + O(e?) e ponendo w; = wq(J'(0)), si ha

sin p = sin(¢’(0) + wt + ew1t + 1)
= sin(¢’(0) + wt) cos(ewrt + @) + cos('(0) + wt) sin(ewt + ep1) + O(e?)
= sin(¢'(0) + wt) + € (wit + 1) cos('(0) + wt) + O(e?), (78.13)

dove (cfr. la (78.11))

#(0) = 9(0)+2:2.7(0) (: sin (0) cos p(0) + isin?’ £(0) Coscp(0)> +O(e?). (78.14)
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e, allo stesso modo,

VI =T +eJy +0(€?) = /J(0) + eJ, + O(c2)

=/7(0) (1 + EJ%)) +0(e?),

dove (cfr. di nuovo la (78.11))
J'(0) = J(0) — 5%J2(0) <Z cos? ¢(0) — gsin2 ©(0)

1
4

+ 3 sin? ¢(0) cos? ¢(0) — 1 sin? <p(0)> +0(£?).
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(78.15)

(78.16)

78.3. Alla fine, utilizzando le (78.7), (78.11) e (78.12), ed esprimendo (g, p) in funzione

di (¢, J) attraverso la (78.3), troviamo (q(t), p(t)).

78.4.

Nota bibliografica

Esercizi

Esercizio 1. Dimostrare che in variabili azione-angolo la hamiltoniana dell’oscillatore armonico ha
la forma (75.2). [Suggerimento. Si tenga conto dell’esercizio 16 del Capitolo 18 e si verifichi che

a1 = v/m/k, con k = mw?]

Esercizio 2. Dimostrare la stima (76.3).

Esercizio 3. Scrivere la perturbazione nella hamiltoniana (76.5) in variabili azione-angolo.

Esercizio 4. Dimostrare la stima (76.21) se si sceglie N = No(e) in accordo con la (76.22).

Esercizio 5. Si consideri la hamiltoniana
H(p,J) = J1+aJa+e(J2+ F(p1,92)),
dove (1,«) € R? & un vettore diofanteo e

F(QOl,QOQ) = Z e“”v‘P)Fy

VGZQ

¢ analitica. Calcolare esplicitamente la serie di Birkhoff. [Suggerimento. Si trova H{(J') = J} e

Hj (J') =0 per k > 2, mentre

. F, v !
AN z(V,gD)iV — 2
Wi(p, ') = g i(m”)( <w,u>)
v#0
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per k > 1.]

Esercizio 6. Si dimostri che i coefficienti di ordine k della serie di Birkhoff dell’esercizio 5 si stimano
proporzionalmente a k!"t1. [Suggerimento. Si trova che Wi, (J')| si stima proporzionalmente a

lp|7tE=D(+D) ¢ i usa che (k(7 + 1))! < C*E!"t! per un’opportuna costante C']
Esercizio 7. Dimostrare che i moti del sistema descritto dalla hamiltoniana H (¢, J) dell’esercizio
5 divergono linearmente nel tempo e dedurne che le serie di Birhkoff divergono. [Suggerimento.

Integrare esplicitamente le equazioni di Hamilton.]

Esercizio 8. Si consideri la hamiltoniana dell’esercizio 5. Dimostrare che la soluzione formale
dell’equazione di Hamilton-Jacobi ¢ data da

H'(J') =T, + aJy+eJy+eF,

: F;
W(p,J') = p1J] + p2J5 +ic E el (v m.
vel?
v#0

Dedurne che le serie di Birkhoff divergono.

Esercizio 9. Dimostrare che la condizione (77.13) permette di risolvere le (77.15) con il teorema della
funzione implicita. [Suggerimento. Definendo G(J, J,p) = J' — J 4+ (0W1/0p)(p, J’), si considera
I'equazione G(J, J', p) = 0. Si ha allora 9G/8J'" = 1 +&(0?W1/09pdJ) e quindi | det(dG/0J")| > 1/2
purché eB3y |V |[o6— "~ 7"1 < 1/2]

Esercizio 10. Dimostrare la (77.19). [Suggerimento. Si dimostra per induzione che ki!...ks! <
(k—(s—1))!'sek=ki+...+kseki,...,ks > 1. Per s =1 la stima & banale, per s > 1 si ha

Faloo ksl <kiloo ks—1lks! < (B — (s —2)ks! < (k+ ks — (s —2) — 1)!

dovek =ki +...+ ks—1 =k — ks. La somma su k1!...ks! con i vincoli sopra si pud quindi stimare
con il numero di modi di scegliere s — 1 numeri tra k per il massimo di k1!...ks!, quindi
k
Z Bal ket < (7 ) = (s 1)) <R
Kyyeeyks>1

kytothks=k

Esercizio 11. Dimostrare la (77.20). [Suggerimento. Poiché a1,...,any > 0e a1 +...+any = p,
esiste m tale che 1 <m < N, a;,,...,a;,, > 1, a;; + ...+ a;,, = p, mentre i restanti a; sono nulli.
La somma su a;,,...,a;,, che verificano tali condizioni si puo stimare con la somma dei possibili
modi di fissare m punti tra p dati. Infine si puo stimare

e questo completa la dimostrazione.]

Esercizio 12. Si ricordi il teorema di Cauchy: data una funzione f(z), analitica in un aperto
D C C? ¢ continua sulla frontiera D, si ha

10,1 1O 4

n! 9z T omi op (C—2)n Tt
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dove l'integrale ¢ esteso alla curva D. Dedurne che, se D’ C D e z € D’, si ha

1

n!

ﬁ(z)‘ <M
0z o

dove M ¢ il massimo del modulo di f(z) in D e § & la distanza tra D’ e D.
Esercizio 13. Si utilizzi il teorema di Cauchy per dimostrare le (77.10) e (77.19).
Esercizio 14. Dimostrare la (77.28).

Esercizio 15. Dimostrare che k! < k¥ per ogni k € N. [Suggerimento. Si usi la formula di Stirling
o, piu semplicemente, si notichek!:1~2~3...~k§k~k~k...vk:kk.]

Esercizio 16. Dimostrare le (78.4) e (78.5). [Soluzione. Si ha

1 1
/dap sin4<p:/d<p sin2g0(1—cos2g0) :/dgo sin2ap—gsin3gocosgo—§/dgosin4ap,

e quindi
.4 3 (p—sinpcosp 1 . 4
de sin w:Z f—gsm pcosy | .

In particolare si ha (sin* ) = 3/8.]
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Questo & tutto.
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