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Avvertenza: Svolgere ogni esercizio nello spazio assegnato, senza conseg-
nare altri fogli e giustificando tutte le affermazioni fatte. Non e con-
sentito 'uso di libri, appunti. E’ consentito 'uso della calcolatrice.

1. (a) Utilizzando il principio di induzione si dimostri che per ogni nu-
mero naturale n > 1 si ha :
2n)!
2~6-10~14~--~(4n—2):ﬂ.
n!
(b) Sia r € R — {0} tale che r + 2 € Z. Utilizzando 1’ induzione si
dimostri che per ogni numero naturale n > 2 anche r™ + %n € 7.



2. Sia f : Z x Z — Z Vapplicazione definita da:

(x,y) — 253x — 65y + 137

(a) Stabilire se 'applicazione f & iniettiva.
(b) Trovare Im(f).

(c) Sia ps la relazione nucleo di f. Trovare tutti gli elementi di
[(1, =3)],,-



3. Sia X un insieme non vuoto. Nell’insieme
X . N . .
X* ={f:X — X | feéuna applicazione}
si consideri la seguente relazione d’ordine <:

f <g:<= f=goppure In(f) C Im(g).

(a) Stabilire se la relazione d’ordine < in X% & totale.
(b) Calcolare gli eventuali elementi massimali, minimali, massimo e
minimo.

(c) Se X = {1,2,3}, elencare gli elementi minimali e gli elementi
massimali di (XX, <).



4. Trovare tutti i generatori dei seguenti gruppi ciclici:

(
(

a) il gruppo moltiplicativo delle radici 8 dell’unita, Cs;
b

)

) il gruppo additivo Zq;

(c) il gruppo moltiplicativo U(Zi;) ;
)

(d) il sottogruppo di Sg generato da
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5. Si considerino i seguenti anelli:
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(ZZ ={f:2Z — 7Z | f applicazione}, +, -), con +, - definiti nel
eguente modo:

(f+9)(x) = f(z) +g(z), (f 9)()=f(x)g(z)
Vo €Z, Vf,g € Z%.

n

i) Stabilire quali di essi sono domini d’integrita e quali sono campi.

ii) Per ciascuno degli anelli dati, determinare la caratteristica e l'insieme
(gruppo) degli elementi invertibili.



6.

(a) Sia dato il polinomio f(X)=2X7+4X%—-6X — 12 € A[X]. De-
comporre f(X)in fattori irriducibili in A[X], per A = Z,Q, R, C, Z3.

(b) Sia g(X) = X*+6X3 +12X% + 12X + 7 € Z[X]; determinare un
numero intero « in modo tale che a g(X — «) si possa applicare il
criterio di Eisenstein.



