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SOLUZIONI

PROBLEMA 1

. Il punto di equilibrio del sistema & x = 0.
Per studiare la stabilita, cerchiamo gli autovalori della matrice: ’equazione secolare e

2+N1=MA—4r—2=(A24+2)(1+)) =0,
che ha come soluzioni
A\ = —1, Aoz = +V2i.

I tre autovalori sono tali che R();) < 0 ma R(A2,3) = 0, quindi x = 0 ¢ stabile (ma non asintoticamente
stabile).

. Siano vy, vy e v3 i tre autovettori associati agli autovalori A1, A2 e A3 (si noti che vi puo essere scelto a
coefficienti reali, mentre vy e v3 sono necessariamente a coefficienti complessi). La soluzione generale
del problema assegnato e:

x(t) = agvie ! + 06267“/§tV2 + OégelﬂtV3,

dove aq, aa, a3 sono parametri che vanno fissati in funzione del dato iniziale (zg, yo, 20), i.e., in modo
tale che x(0) = a1 vy + aavae + agvs = (2o, Yo, 20). Da tale espressionee evidente che lim; o %(%)
esiste se e solo se ag = asz = 0, nel qual caso lim;—, 1, x(¢t) = 0. T dati iniziali corrispondenti a tale
scenario sono tutti e soli i vettori della forma (zo, Yo, 20) = @11, con a7 un parametro reale arbitrario
e vy = (2,1,—4), come segue da un semplice calcolo.

PROBLEMA 2

. Il sistema dinamico si ottiene ponendo y = x:
X=Yy,
3 2
my = ‘T/—é’ {(L’Z') — (%) } x — v|x/|%y.

. Le posizioni di equilibrio si ottengono ponendo i membri di destra del sistema uguali a zero e sono
date in coordinate (x,y) dal punto P, := (0,0) e dai punti (x,0) con |x| = ro.

. 1l sistema linearizzato attorno a (0, 0) ¢ della forma z = Az con z = (x,y) € R* e

00 10

A— 00 01 :(0 ]1)
00 00 0 0 )’
00 0O

dove abbiamo scritto A in blocchi 2 x 2. Gli autovalori sono ovviamente Aj 234 = 0.



4. 11 sistema linearizzato non da informazione poiché gli autovalori sono tutti nulli.

E’ percio necessario applicare il Teorema di Ljapunov e indentificare un’opportuna funzione di Ljapu-
nov. Si noti che il sistema assegnato € un sistema meccanico con una forza conservativa associata al

5 4
potenziale V(x) = -1V} (%) + 1V (%) pit un termine di attrito non lineare (ovvero —v|x|?x):
quindi ’energia meccanica rappresenta una buona candidata ad essere una funzione di Ljapunov.

L’energia si ottiene sommando energia cinetica ed energia potenziale e in questo caso: ¢

5 4
H(x,y) = gmly[ + V(x) = dmlyl* = 10 (&) + 41 (&)
Verifichiamo se soddisfa le proprieta di una funzione di Ljapunov. Ovviamente & differenziabile e
H(0,0) = 0. Inoltre in un intorno di Py (e.g., per |x| < ro) si ha H(x,y) > 0 per (x,y) # Py. Infine
calcoliamo la derivata rispetto al tempo, usando il fatto che x = y:

To To

. 3 2
H(x,y)=my-y— % (m) x-y+% (m) x-y=—v[x]’ly]> <0
0 0
e quindi possiamo concludere che le condizioni del Teorema di Ljapunov sono soddisfatte e P, & stabile.

5. Il potenziale che compare nell’energia H ¢ centrale, i.e., dipende solo da r := |x|, ed ha un massimo
in corrispondenza di v = 7y, per cui i punti di equilibrio che si trovano sulla circonferenza r = rq
sono massimi locali dell’energia potenziale. Come dimostrato a lezione, dall’analisi del linearizzato si
trova che tutti questi massimi locali corrispondono a punti di equlibrio instabili (a lezione abbiamo
dimostrato tale affermazione in presenza di un termine di attrito lineare, ma ¢ immediato verificare
che la stessa dimostrazione rimane valida in presenza dell’attrito non lineare considerato in questo
problema).

PROBLEMA 3

1. L’equazione del moto &
1
mi = — (1 _ 2e*$2) ,
x
e l'integrale del moto e ’energia meccanica

E = imi? + V(z).

2. Tl grafico di V(z) e le orbite sono disegnate nelle fig. 1 e 2.

In particolare, il sistema dinamico (espresso in termini delle variabili (z,y) = (z,4)) ammette un solo
punto di equilibrio stabile (zg,0), con zg = (log 2)_1/ 2 ]a posizione del minimo assoluto dell’energia
potenziale. Dallo studio del grafico di V() risulta evidente che per $(log2+1) = V(zg) < E < Voo =1
le orbite sono chiuse e i moti corrispondenti sono periodici; per E > V, le orbite sono aperte e 1 moti
corrispondenti sono aperiodici (il caso E = V, corrisponde al moto sulla separatrice, che si distingue
dai casi E > V, per il fatto che la particella arriva all’infinito con velocita nulla invece che positiva).



Figura 2: Orbite.

PRrROBLEMA 4

1. Scegliamo il sistema di coordinate x con l'origine al centro della piattaforma, ’asse é3 ortogonale al
piano della piattaforma e gli assi é; e és scelti in modo che al tempo ¢ = 0 il sedile abbia coordinate
q(0) = (R, 0,0) nel sistema &. Il sistema solidale lo prendiamo con lorigine nel punto in cui si trova
il sedile, asse 73 parallelo a é3 e assi 77 e 72 scelti in modo che ruotino solidalmente alla piattaforma
e al tempo t = 0 si abbia 7; = é;, 1 = 1,2,3. Assumiamo che la rotazione della piattaforma avvenga
in senso antiorario.

Se chiamiamo Q le coordinate in K e q le coordinate in &, le leggi di trasformazione sono

q(t) = B:Q +r(t),
dove B; € una rotazione di un angolo wt attorno a 7js, i.e,

coswt —sinwt 0

B; = | sinwt coswt 0 |, r(t) = B:Ryg ,
0 0 1
dove
Ry
Ro=|0
0

2. Chiamando v = ¢ e V = Q, la legge di trasformazione delle velocita &

v(t)=B/V(t) +w A (q(t) —r(t)) + (1),



dove w = wéz. Nel nostro caso, usando la forma esplicita di r(t), si vede immediatamente che
r(t) = w A r(t), cosicché
v(t) = B/V(t) +wAq(t) .
3. Le forze fittizie in K che agiscono su una massa m sono la forza di inerzia
Finerzia =-—mA ’
dove A(t) = By '#(t) = w A w A Ry, la forza centrifuga e la forza di Coriolis:

Fcentrifuga =—mwAwA Q7 Fcoriolis = —2mw A Q(t)

Si noti che la forza inerziale di rotazione e nulla, semplicemente perché w = 0. Combinando i tre
contributi sopra, troviamo che la forza fittizia totale in K &

Ffittizia = —mw Aw A (Ro + Q) — 2mw A Q.

PROBLEMA 5

Fissiamo un sistema di coordinate in modo che I’asse = coincida con uno spigolo di base della piramide
di lunghezza 2¢, che I'asse y coincida con un altro spigolo e I'asse z sia ortgonale agli altri due. Con questa
scelta i vertici di base hanno coordinate cartesiane

X1 = (0,0,0), X9 = (25,0,0), X3 = (2&6, 0), Xy = (0,@, O),

dove i vertici sono stati numerati in senso antiorario. Il vertice all’apice della piramide avra invece
coordinate
_ 1
X5 = (6, 50, SE) .

In questo sistema di riferimento, il centro di massa ha coordinate

Xem = % {m 2?21 X; + 2mX5} = (1, %, 1) £.



