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TUTORATO I - ROBERTO FEOLA (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

ESERCIZIO 1. Per prima cosa calcoliamo lo spettro di A il cui polinomio caratteristico é
P(\) = A=A+ X +6),
e dunque abbiamo 3(A) = {0, —2,3}. Calcoliamo gli autospazi.
E(0) = Ker(A) é dato da
20 -2y — 22 =0
—6x+3y+62=0

e quindi E(0) = {¢,0,t) € R® : t € R}.
E(-2) = Ker(A+ 21) ¢ dato da

dr —2y —22=10
—6x+3y+82=0

dunque E(—2) = {(t,t/2,0) € R® : t € R}. Analogamente otteniamo
E(3) = {(0,—t,t) e R?: t € R}. Pertanto una base di autovettori sara data da

v = (1, 0, 1)
Vo = (1, 2, 0)
U3 = (07 -1, 1)
Abbiamo percio
11 0 0 0 O
Q'=102 -1], D=QAQ'=[0 -2 0
10 1 0 0 3
Quindi il sistema nelle nuove coordinate diventa
=0
Y3 = 3y3
la cui soluzione & (y1(t), y2(t), y3(t)) = (1,e=%, e3"). La soluzione del sistema iniziale sara quindi
data da
11 0 1 14e 2
zt)=Q 'yt)=[0 2 —1|[e2|=|2e2—¢*
10 1 3 1+ e

Osservando il sistema nelle nuove coordinate, notiamo che il moto si svolge nel piano y; =
1, il piano affine parallelo al piano vettoriale {y; = 0}, che nelle coordinate di partenza ¢
{221 — 29 — 3 = 0}. 1l piano affine corrispondente dipende dal dato iniziale 2(0) = (2,1,2),
dunque avremo {2z — x9 — x3 = 1}.



EsERCIZIO 2. Notiamo che il sistema € gia in forma triangolare, dunque possiamo risolverlo
partendo dall’ultima equazione. Abbiamo

1.3 = T3, =, w3(t) = Gt(L'g(O) = et

Quindi la seconda equazione diventa 9 = o + €’ la cui soluzione ¢ data da

zo(t) = € (ZL‘Q(O) + /Ot e—5e5d5> =el(1+1)

Sostituendo ancora nella prima troviamo &1 = 2x1 + z3 e quindi

_ €2t T t€—2568 s) = e2t _ e—t
a0 = (a0 + [ e Heas) =z e
Dunque (z1(t), 2(t), 23(t)) = (2% — et el (1 + 1), et).

EsERrci1zIO 3. Cominciamo immediatamente col distinguere il caso o = 0 dal caso a # 0. Infatti

se o = 0 1l sistema diventa
T1 =T
To = T1 + T2

Risolvendo la prima troviamo z1(t) = e'xg;. Allora avremo

t
zo(t) =€ (xog + / esesxmds) = e'(zo2 + zo1t)
0

La soluzione generale é data da

€t$01
x(t) =
®) <€t($02 + zo1t)
Se invece a # 0 allora il polinomio caratteristico ¢ dato da
P(\) =det(A—X1) = (1 -))? -«

e quindi lo spettro dell’operatore ¢ dato da ¥(A) = {1 + /a,1 — /a}. Consideriamo quindi il
caso « > 0, poniamo w = +/a e calcoliamo gli autospazi; E*(1 + w) ¢ dato da

— wry +w2x2:()
r1 —wxre =0

e quindi
E*(1+4w) = {(wt,t) €R* : tc R}

Analogamente si verifica che
E*(1—w) = {(~wt,t) €R? : tc R}
pericd troviamo una base di autovettori é data da
u=(w,1) v=(-w,1)

Abbiamo dunque

1
1 w o —w w2 B 1 (1+w 0
2w 2



Il sistema nelle nuove coordinate diventa

{gl = (1+w)y 4(0) = 0=(0) (_@;};11%;) _ <y01>
2

U= (1—-wys’ 2w Yo2

(yl(t)> _ (G(H“’)tym)
Y2 (t) eIty

Allora avremo che la soluzione nelle coordinate di partenza sara

e(1+w)ty01w _ e(l—w)ty02w> B (x816t (ewt + e—wt) + oz et (ewt _ e—wt))

e(l-l—w)tyOl + e(l—w)ty02 %et (ewt _ e—wt) + %et (ewt + e—wt)

e percio

2(t) = Q~y(t) = (

Infine nel caso @ < 0 se poniamo w = i4/|«| possiamo procedere esattamente come nel caso
a > 0; la soluzione sara perd espressa in termini di numeri complessi. D’altra parte notiamo

che
ewt + efwt ewt _ efwt )
———— =cos/|aft ———— =sin/|aft
2 21
e quindi

el cos/|altzer — +/|alel sin y/|altzos
et : t

——=ssin +/|a|txg1 + €' cos \/ |a|tx
i Valtro Valtzoz

ESERCIZIO 4. L’equazione pud essere scritta come un sistema di equazioni differenziali lineari
del primo ordine ponendo y = &. Troviamo

{2:§$+y+smt’ (5):A<§)+b(t)
e <g 1) ¢ v = (si?ﬁ)'

Il polinomio caratteristico di A é

x(t) =

PA) =X —\—2
e quindi abbiamo due autovalori reali distinti Ay = —1 e Ay = 2. Calcoliamo gli autospazi.
E(—1) =ker(A+ 1) ¢ dato da
r+y=0, z=-y
quindi E(—1) = {(¢,—t) € R? : t € R}.
E(2) = ker(A — 21) ¢ dato da
—2z+y =0, Yy =2
cio¢ E(2) = {(t,2t) e R* : t € R}. Una base di autovettori sara data da

v = (1, —1)
Vo = (1, 2)
Poniamo ) .
11 2 1
-1 _ _ 3
o =(hy) (1)
o 1 -1 0 . —Lsint R
e quindi D = QAQ™" = . Sia inoltre B(t) = Qb(t) = | 3. , allora il sistema
0 2 zsint
nelle nuove coordinate (z,w) diventa
Z2=—2— 3 sint

(2(0), w(0)) = (0,1)

1
u'):2w+§sint



la cui soluzione é data da

1 [t 1 1 1
z(t):e_t (0—3/ essinsds) = ——sint+ —cost — —e !
0

6 6 6
I 1 2 1
w(t) = e (1 + 3/0 e % gin sds> = Tgezt kT sint — 1—500875

Allora la soluzione nelle coordinate di partenza ¢ data da

x . -1 z
<y> —¢ (w>
e la soluzione dell’equazione € data dalla prima componente, cioé

z(t)=z4+w= —le_t + Eezt _3 sint + icost
B -6 15 10 10
EsERrcIzio 5. Il polinomio caratteristico dell’operatore A &

P(A\) = = A(\?+ 2\ +2)
e quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori

A1 =0, Ao =—1+41 A3=—1—1

uno reale, e due complessi coniugati.
Cerchiamo una base di autovettori. L’autospazio relativo a A\; é dato da

2c —2z=10
e quindi abbiamo una soluzione v; = (1,0,2). E(—1+ i) = ker(A — A21) é dato da

{(l—i)ac—y:()

—y—(1-4)z=0

si ottiene la soluzione v = (1,14 ¢,1). Analogamente otteniamo che un autovettore relativo a

A3=—-1—iéwv3=(1,1—14,1). Siano w le coordinate nella base degli autovettori, si ha
1 1 1 1 —27 0 21
w=Q 'z, Q'=[0 1-i 1+i Q=g | 242 -1 —1-i
2 1 1 "\—242 1 1-i
Si verifica che
0 0 0
B=QAQ'=|0 —1+i 0
0 0 —1—1

e quindi il sistema nelle nuove coordinate w diventa

Lo — 20

W = Bw, wo = Qx(0) = (w0 = 320) +(i(1_$01+ 3%0 + 3%0)
—Lyo—
2z0)+i(:c0—%z0)

che ha soluzione



Nelle coordinate di partenza abbiamo z(t) = Q~'w(t), cioé

z(t) = wy + wo + w3 = —xg + x0(2e F cost + 2esint) — yoe Fsint + 29 + zo(—e Fcost — e 'sint)
y(t) = (1 — i)wa + (1 + i)ws = dxge 'sint + yo(e ' cost — e’ sint) — 2zpe ' sint
2(t) = 2wy + wy + w3 = —2x¢ + xo(2e " cost + 2e " sint) — yoe 'sint + 22 + zo(—e ' cost — e 'sint)



