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FM210 - Fisica Matematica 1

TUTORATO III - ROBERTO FEOLA (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

Esgrcizio 1. (1.1) Risulta ¢ = H,. Quindi
H = Hyi + Hyj = Hy(H, +§) = Hy(H, + f)
e quindi H = 0 se f = —H,, che da

flay)=—yl@®+y* - Dy+1-z—y—1-2)+2x((y+1)* - 2?)]
= 2xy(—2® — 9>+ 1+> + 2y +1—2?)
= —day(y+1—27)

Quindi si ha
=2+ =Dy + D)+ ((y+1)° —2) (= +3y° - 1)
g =—dey(y+1—2?)

(1.2) Si ha §y = 0 se f(x,y) =0, e quindi se z = 0 oppure y = 0 oppure y = x> — 1.
Se x =0 si ha & = Ose

0=2y(y> - Dy + 1)+ (y+1)*(3y* - 1)
=+ 1*By* —2y— 1)

che ammette come zeri y = —1 e y = (1 + v/6)/5. Quindi tre punti di equilibrio sono

P =(0,-1), Py= (0,14”/6), Py = (0,1_‘/6>

) )

Sey=0sihat=0se
0= (2 —1)(1—2?)

che da x = +1. Quindi altri due punti di equilibrio sono
Py=(1,0), P=(-10)
Sey=a2—1sihad=0se
0 =22%(z% - 1)(z* — 2%) + (2* — 2%)(32* — 522 + 2)
= 2% (2? — 1) (52t — 722 +2)

che ammette zeri per z = 0, * = +1 e x tale che 2% = (7£3)/10, quindi * = +1 e x = +./2/5.
Poiché¢ y = 2> —1sihay = —1sexz =0 ey = 0 se + = £1:quindi tali punti d’equilibrio
coincidono con i punti P;, Py e Py gia trovati. I avlori x = £4/2/5 danno ivece due nuovi punti

d’equilibrio
2 3 2 3
6 (\[5 5)’ ! ( \/; 5)



(1.3) Sia Py = (o, yo) un punto di equilibrio. La matrice del sistema linearizzato ¢ data da
Hyy(Po)  Hyy(R) )
A(Py) = zy yy
( 0) <_sz(P0) _Hry(PO)

_ (4wo(1 + 2yF — x7) 9(z0, o)
—4yo(1 +yo — 323) —4xo(1 + 2yo — 23)

dove
g(@,y) = (@ +y* = D2y + 1) +2y] + (y + 1)[(2y)* + 2(2” + 3y> — 1)] + 6y[(y + 1)* — 27|

Si vede allora che

AP = APy = 4 = (g ).

quindi nessuna informazione sulla stabilita di tali punti puo essere ricavata dallo studio del si-
stema linearizzato. D’altra parte anche il calcolo per gli altri punti risulta inutilmente laborioso.
In ogni caso si trova che gli autovalori della matrice linearizzata hanno parte reale nulla, quindi
anche in questo caso non si ottiene alcuna informazione.

ESERCIZIO 2. (2.1) Si cerca una funzione H(z,y) tale che

_ 0H

. _0H OH
=

= 2(1 + ax?), Y= o = —y(1 + 3az?).

Integrando la prima equazione rispetto y otteniamo
H(z,y) =xy(l+ oz:rQ) + c1(x)

dove c¢i(x) ¢ una funzione arbitraria di x, mentre integrando la seconda rispetto a = otteniamo
H(z,y) = zy(1 + az®) + ca(y)

dove ¢2(y) ¢ una funzione arbitraria di y. Possiamo allora uguagliare le due espressioni ponendo
c1(z) = ca(y) = cost. = 0, e ottenere

H(z,y) = zy(1 + az?).

(2.2) Si ha @ = 0 per = 0 oppure, se a < 0, per x = +xg, con xg = /—1/a. Sostituendo
nella seconda e imponendo 3 = 0 otteniamo

z=0 = y =0,
T = +x) = y=0,

Quindi se o > 0 abbiamo un solo punto di equilibrio Py = (0,0), mentre se a < 0 abbiamo tre
punti d’equilibrio: Py, P; = (z¢,0) e P, = (—x0,0).

(2.3) Sia A(z,y) la matrice del sistema linearizzato nell’intorno del punto di equilibrio (x,y).
Si ha allora

—6azry —1— 3ax?

A(z,y) = (

A(0,0) = ((1) _01> ,

1 + 3az? 0 >

Per (x,y) = (0,0) si ottiene



i cui autovalori sono A = +1: quindi P ¢ un punto di sella, dunque instabile.
Se a < 0e (z,y) = (£x0,0) si ottiene

A0, 0) = (‘02 g) ,

i cui autovalori sono A = +2: quindi anche P; e P», quando esistono, sono punti di sella, e
dunque instabili.

dv

ESERCIZIO 3. (3.1) Abbiamo il sistema meccanico & = F(z) = 122% — 6z, e vale F(z) = — 9%,

quindi
V(z) = —(42® — 32%) + ¢

e percid basta scegliere ¢ = 0 per avere che V(0) = 0.
(3.2) Posto & = y abbiamo il sistema dinamico associato

T=y
y=-V'(z) =122% — 6z

Sappiamo che Ienergia meccanica é una costante del moto. Infatti posto E(z,y) = %yQ +V(x)
abbiamo che

dE dVv
R L
@ e
visto che & = —% (3.3) Cerchiamo i punti di equilibrio. Abbiamo che 2 =0sey=0ey =0

se 1222 — 62 = 0, cioé per z = 0 oppure = 1/2. Abbiamo percio6 i punti di equilibrio
1
PlZ(O,O), P2:<250>

Sia A(x,y) la matrice del sistema linearizzato intorno al punto di equilibrio (z,y). Si ha

Quindi per (z,y) = (0,0) si ha
A(0,0) = (_06 é)

i cui autovalori hanno parte reale nulla, quindi I'origine é un centro.

Per (z,y) = (1/2,0) si ha
A(1/2,0) = (g é)

che ha autovalori A = £1/3 dunque P, & un punto di sella.

(3.4) Abbiamo che F(3/4,0) = 0, dunque nel semipiano superiore y > 0il moto avviene sulla
curva y = \/ —2V(z) = V83 — 622, e quindi dalla prima equazione del sistema troviamo
= /83 — 622 che si risove per separazione di variabili. Si ha

X

/x(t) dz 1 /x(t) d
t = - = o
8 Bad—622 V6 /3 ay/dz—1

e quindi ponendo s% = %x — 1 si ottiene

2 [VE/3xt)-1 e 2
t= \/6/0 112 /6 arctan/(4/3)z(t) — 1



e quindi

x(t) = (tan2 (?t) + 1) Z

ESERCIZIO 4. (4.1) Posto & = y abbiamo il sistema dinamico associato

r=y
1
Yy=r——3
(4.2) Notiamo che il sistema ammette come energia potenziale la funzione V (z) = — (%2 + ﬁ)
Infatti vale che & = —V’(z). Quindi una costante del moto ¢ ’energia meccanica
Bla,y) = S 4 V() = Sy 4 4 L
X = = Tr) = — F— JE—
9= oY 2/ Ty T2

(43)Sihad=0sey=0,ey=0sex— x% = 0 cioé per x = +1. Quindi abbiamo due punti

di equilibrio
P, =(1,0), P, =(-1,0)

(4.4) Sia A(x,y) la matrice del sistema linearizzato nell’intorno di un punto di equilibrio (x,y).

Si ha s o
Alz,y) = (2”? §y> = ( 3 )
o oy I+ 0

Allora per (z,y) = (£1,0) si ha

A(1,0) = A(-1,0) = <?1 (1)>

che ha autovalori A = £2 e dunque P} e P» sono entrambi punti di sella.

(4.5)Le curve di livello della funzione E(x,y) sono curve del tipo y = £1/2(F — V(x)) che sono
curve simmetriche rispetto all’asse = e definite solo per le x tali che V(z) < E. Quindi basta
fare lo studio di funzione di y = /2(E — V(z)) al variare di E come parametro e ottenere
le curve y(x) = —y/2(F — V(x)) per riflessione. Se E < —1 abbiamo quattro soluzioni di
V(z) = E, siano x1,x9, 23,24 con 1 < 22 < 0 e 0 < x3 < x4. In questo caso la funzione ¢
definita per valori di x tali che 0 < x < 3 0 > x4 oppure x5 < x < 0 0 x < z1. Notiamo che
lim, g+ y(z) = 400 e lim,_,+ y(x) = +00. Inoltre si ha

—V'(2)
2/2(E — V()

y'(x) =

dunque la funzione y(x) & crescente per le x tali che V'(z) < 0 e decrescente per le z tali
che V'(x) > 0 e ha gli stessi punti critici di V(z). Studiando la derivata di V otteniamo che
V/(z) > 0 per z < —1 e x > 1 mentre V'(x) < 0 per —1 < x < l.Inoltre notiamo che y(z)
attraversa ’asse = nei punti x; per ¢« = 1,2,3,4 con tangente verticale. Ragionando in modo
simile nei casi E = —1 e £ > —1 otteniamo i grafici in figura.

(4.6) La risposta & affermativa. Consideriamo un dato iniziale (z,y) tale che Ey := E(Z,7) <
—1. Possiamo prendere y = 0 e  tale che V(z) = Ep e 0 < £ < 1. Calcoliamo la soluzione
esplicita per tale dato iniziale. Innanzitutto notiamo che il moto si svolge sulla curva di livello

1
— 2B 2 -
y(x) =1/2Ey+ 2 +x2



dove abbiamo scelto arbitrariamente la determinazione positiva della radice.

Dunque sostituendo nella prima equazione del sistema otteniamo & = {/2Fg + 2 + x—lg che si
puo risolvere per separazione di variabili. Si ottiene

sd

. /w(t) ds B /x(t) s
i 2B+ s+ L Ja V(S E) - (Ef- 1)

1 /x(t) sds 1 (EO\ —xQ(t)> 1 (’E0’ —x2>

- = = ——arccosh | ———% | + —arccosh | ———

21 /- 2 2 2 _ 2 2 —

VEE-1Jz e )y VE; -1 Eg—1
VE2-1

e quindi

Enl — 72
x(t) = —(\/ﬂ)cosh (—275 + arccosh (%)) + | Eo
2

Notiamo che esiste un tempo ¢ < 0 tale che 'argomento della radice si annulla, questo significa
che l'intervallo di definizione & [t, +00). Nonostante questo la funzione in ¢ = ¢ non ¢ derivabile,
quindi lintervallo di definizione sara (¢, 00) che non & prolungabile.
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