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FM210 - Fisica Matematica 1

TUTORATO VI - ROBERTO FEOLA (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

ESERCIZIO 1. Poniamo r = x e notiamo che I’equazione che descrive il moto ¢&

i =r(l—[r)
dunque ¢ facile osservare che il momento angolare del sistema, L = [r,¥] si conserva, cioé
% = 0 per le proprieta del prodotto vettoriale. In questo caso abbiamo che il moto avviene su

un piano ortogonale al momento angolare, quindi é possibile scegliere un sistema di coordinate
in cui l'asse z ¢ diretto lungo la direzione di L. Abbiamo dunque r = (r1,72,0), allora possiamo

introdurre le coordinate polari
ry = pcost
ro = psinf

Calcoliamo il modulo del momento angolare
L=|L| = |[r, ]| = |[(pcos b, psin6,0), (pcos§ — pfsinb, psin b + pd cos §),0]| = p*0

quindi la conservazione di L ci da
j L
-2

B

Quindi conoscendo la dipendenza da t di p(t) é possibile ricavare la funzione 6(t) per integra-
zione. Studiamo l’evoluzione della variabile radiale. Sappiamo che il sistema ammette un altra
costante del moto, ’energia meccanica

che nelle nuove coordinate diventa

Usando I’equazione di 6 troviamo

1.
E = 5/)2 + Vers(p)

L2 P2 pt | L2 , . .. L.
dove Verr(p) = Ul(p) + 3,7 = — 5+ + 3,2 L'equazione che descrive il moto della variabile
radiale sara data da 4 ) )
. Vere(p L
p=——IEE (-
dp p

che possiamo studiare come un sistema unidimensionale di energia potenziale V. ¢(p) per p > 0.
Infatti ponendo y = p troviamo

p=1y

. <p4+p6L2>
p=—
p



Abbiamo che esiste un unico p; > 0 tale che —ri + pg — L? = 0. Quindi abbiamo il punto di
equilibrio (p4,0). Notiamo che

Jin Vers(p) =00, lim, Vers(p) = +oo
Dunque abbiamo che il punto p4 ¢ un minimo per V.5 e dunque (p4,0) € un punto di equilibrio
stabile per il sistema.
Da E = 1y? + V.s¢(p) troviamo che le traiettorie sono date da y = £/2(E — Ves£(p)). Sono
curve definite solo per valori di p tali che Ver¢(p) < E, dunque abbiamo il moto solo per valori
dell’energia E > V.r¢(p+), € in quel caso abbiamo traiettorie periodiche intorno al punto di
equilibrio stabile (p4,0). Inoltre per studiare i versi di percorrenza abbiamo che p > 0se y > 0
dunque il punto si muove sulle curve di livello in senso orario.

EsSERCIZIO 2. 2.1Sapendo che m = 1 e che

L? 3p? + 2 L?
g = = =1 dl
Vers(p) =V(p) + % og< 2 > + 2

le equazioni di Newton diventano

CdVisrlp)  6p" —20%(2+3L2) — 4L?

P dp 2p%(3p? +2)

e dunque le equazioni del sistema dinamico associato sono
p=y
6p —2p?(2 + 3L%) — 4L
2p%(3p* +2)

2.2 Equilibrio e stabilita.l punti di equilibrio sono del tipo (pg,0) con py punto critico di
Vess.Percio da V! £ f(p) = 0 e ricordando che p é un raggio e percié positivo, abbiamo

\/(2 +3L2) + /(2 + 3L2)2 + 2412
po =
6

che ¢ un minimo.Percio ,ricordando che i punti del tipo (pp,0) sono stabili se e solo se py ¢ un
minimo per il potenziale, abbiamo un unico punti di equilibrio stabile.
2.3 Grafico potenziale..Abbiamo gia studiato la derivata di V.;y percio, visto che

Jim, Vepplp) = +oo, - lim Vers(p) = +o0
possiamo disegnare il grafico di Ve

2.4 Piano delle fasi.Da E = y?/2 + V.r¢(p) otteniamo y = £./2(E — V,££(p)).Quindi
per £ = V.s¢(po) abbiamo il solo punto di equilibrio, per E > V.r¢(po) avremo traiettorie

periodiche intorno al punto stabile.
2.5 Traiettorie periodiche. Dal punto precendente notiamo che per p > 0 e per valori di
E > V,¢¢(po) si hanno traiettorie periodiche.
1

. 2 . .
ESERCIZIO 3.Siano . = n«% + n% =1leVeff(p) = Vip) + 2{;—2# e supponiamo L # 0. Ci

riconduciamo allo studio del sistema meccanico p = —d%Ve ff(p) e quindi al sistema dinamico

{ p=y
j=—aVelf(p)

2
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Figura 2: Piano delle fasi (p, p) (es 2)

Studiamo per p > 0 il potenziale Vef f come nel caso dei sistemi meccanici unidimensionali.
200 L?
Ve =logp— — + —
ff(p)=logp i + 2
Osserviamo primariamente che indipendentemente da c,

lim Veff(p) =+o0
p—too

d 1 8a L?
—Vefflp)=-+—5-—5=0
dp (p) pp P
L? + /L4 —32
st - L +8a=0sp? = 5 a



Abbiamo quindi tre casi da discutere:

e (L* — 32a > 0) Adottiamo la seguente notazione:

\/ L2 +VI%E— 32a
pt =

2

Si aprono i seguenti tre sottocasi:

. L? —VIL*—32a > 0 = a > 0, quindi d%Veff(p) ha quattro radici reali distinte

+p+, in particolare LVeff(p) = (p— p-)(p + p-)(p — p+)(p + p+) con —p_ <

—py <0< p_ <py. Quindi LVeff(p) >0 p<—p V—pi <p<p_-Vp>py,
e considerando solo p > 0, abbiamo che p_ é massimo e p4 minimo per il potenziale
efficace, quindi (p_,0) ¢ instabile e p4 stabile. Poi

lim Ve f(p) = —oo

Osservando che Ci‘l—:QVeff(p_) # 0 perché p_ & uno zero semplice per dipVeff(p),
questo basta per uno studio qualitativo delle curve di livello che possiamo tracciare.

. L?>—V/L* — 320 < 0 = a < 0, quindi abbiamo due radici reali, +p, e due complesse

coniugate, +p_, puramente immaginarie. Quindi d%Veff(p) = (p*=p2)(p—p+)(p+
p+), dove p? — p% > 0. Si ha quindi d%Veff(p) >0< p> py. Segue che pi & un
minimo e quindi per il criterio di Dirichlet (p4,0) ¢ un punto di equilibrio stabile.
Infine:

lim Veff(p) =400

p—0F

e possiamo disegnare il potenziale e le curve di livello.

. L? —\/I* —32a = 0 = o = 0. Abbiamo quindi quattro radici reali, ma +p_ = 0,

allora LVeff(p) = p*(p— p+)(p+p+) e FVeff(p) >0 p> py, poi valgono le
stesse considerazioni del caso (b).

o (I* —32a =0) a= %, p == %2, quindi I'unico punto critico positivo & p = \/%2.
Poché

lim Veff(p) =—o0

p—0T

il punto in questione deve essere un flesso ascendente, da cui abbiamo una cuspide nel
punto (4/ %2, 0) nel piano zy.

e (L*—32a < 0) La derivata del potenziale efficace non si annulla mai, quindi non abbiamo

punti critici.

lim Veff(p) = —o0

p—0F

quindi il potenziale é strettamente crescente.

Se L = 0 il moto avviene su una retta, e in questo caso si studia il moto unidimensionale con

p R
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Figura 4: (es 3) Grafico del potenziale per L? — /L% — 32a < 0
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Figura 5: (es 3) Grafico del potenziale per L* — 32a: = 0
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Figura 6: (es 3) Grafico del potenziale per L* — 32a < 0



ol

—,
-,

4 5

'.:.:;::.-‘ _',-Jl’f,:_:f ST
=
_r.-_..-.--__ .____,.-—____ -
,-“;;“’ e -
/ _f';"; —
i i e =
§ .J,-f ,-"'"- o
/ Ll e o :
||I 'llr £ d- ]
[ frge et s e
| | : -
I .'"I y B
|
[/ —
.-'"-'- LT
| I| II" MH' -
TR o e
W -
§ "'._ l"“-. s T
\ \ i ""'\-\._\__\_\_\_ =
AN - -
\ A i -~
| o g
RN T B
|I'|l". \l"'a. " M-\""-\-.\:—\_—_ -




ol

gt "
VY

:hll.

o

&)

____\—\—_ -
e _\-'\—_\__\_
e, "'\-\.H
) } 5
= L
e e
——-'---

_— — i
> i -
o e —— =
e ]
e 1
d-_— -

=

[




