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SOLUZIONI

Esgrcizio 1

Il sistema ¢ della forma
Xx=Ax+b,

. —3a 24+« (1
A=) e=(3)

Pertanto, se A ¢ invertibile, si pud mappare il sitema in uno omogeneo ponendo y := x + A~ 'b, cioe
nelle nuove coordinate il sistema diventa

con x = (z,y),

y = Ay. (1)
Verifichiamo quando A ¢ invertibile: il determinante di A ¢
det(A) = 3% — 20% — a® = a*(1 — a),
per cui la matrice € invertibile per ogni a > 0 con « # 1. Il caso a = 1 andra quindi trattato a parte.

a) Se « # 1 possiamo porre il sistema in forma (1) e quindi il punto di equilibrio ¢ banalmente y. = 0
o nelle vecchie coordinate x, = —A~'b, per cui

 — —A-lp— 1 a 24« 1\ 1 3a+4
¢ T a2(l-a) \ o 3« 2) " a2(1—a) \&* +6a

Se invece @ = 1 & immediato verificare che il sistema x = 0 ovvero

=3z + 3y =1,
x_y:2a

non ammette soluzione. Quindi se & = 1 non ci sono punti di equilibrio.

b) Calcoliamo gli autovalori della matrice:
A+30)(A+a)—2a% —a® =0,
che ha come soluzioni
)\172 za(—2i\/3—|—a).

Gli autovalori sono sempre distinti perche la radice non si annulla mai per o > 0. Verifichiamo il
segno degli autovalori: ovviamente si ha sempre

A1 > Ao
e Ay =0 per
4=3+aq,

ovvero « = 1 e
A1 <0, perO<ac<l.

Quindi per 0 < a < 1 entrambi gli autovalori sono negativi, mentre per a > 1 ; Ay > 0. Di
conseguenza

asintoticamente stabile, se 0 < a < 1,

instabile, se a > 1.



c)

Per la soluzione completa distinguiamo i casi @« # 1 e a = 1.

Se a # 1 la soluzione del sistema (1) si scrive immediatamente

y(t) = aeMtvy + ber2tvy,

dove vy 2 indicano i due autovettori di A e a,b € R sono due parametri. Gli autovettori v; o possono
essere scelti della forma,

vz = (a(l ij/:iﬁ)) '

Quindi, in forma piu esplicita, la soluzione generale &

y(t) = x(0) = x, = e~ [aen VI (aaibsffa)) e (a(l E?sam)]

0, equivalentemente,

_ 20t av3Tat 2+a —a3Tat 2+« 1 3+ 4
x(t) =e [ae <a(1+\/3+a)> be <a(1\/3+a) ]+ a2(1—a) \&? +6a

Se a = 1, i due autovalori distinti sono A1 = 0 e Ay = —4 con relativi autovettori

=) =)

Le matrici del cambiamento di base e coordinate sono date da

(30) 0-(42 )

e ponendo z := (x nelle nuove coordinate il sistema sara della forma

. 0 0
Z_<O _4)z—|—Qb7

R
21 = 13
732:74227%.

In conclusione la soluzione sara z1(t) = a + 5t e zo(t) = be~* — L (1 — e~*) e quindi

ovvero

)= (4 ) v+ (7 010w

Esgrcizio 2

Cerchiamo una costante del moto della forma H(z,y) con & = 9,H e¢ y = —0,H. Tale funzione
esiste ed ¢ data per esempio da

H(z,y) = 5(1+2)%° + 5(1 — ).
I punti di equilibrio sono soluzioni delle equazioni

(1+x)2y:07
—(1+a)y*—z+1=0.

La prima equazione ammette soluzioni y = 0 e/o x = —1. Sostituendo y = 0 nella seconda si trova
x = 1 mentre si verifica che non esiste una soluzione con z = —1. In conclusione 'unico punto di

equilibrio & xg = <(1))



—10|

“2o]]

Figura 1: Il potenziale U(x).

c¢) Ponendo x := (fj), il sistema linearizzato attorno al punto di equilibrio ¢ x = A(x — xg), con

0 4
(50,
Gli autovalori della matrice A sono A2 = £2i e avendo entrambi parte reale nulla, non si puo

concludere niente sulla stabilita del punto di equilibrio.

d) Verifichiamo che H & una funzione di Ljapunov: ovviamente H=0eH (1,0) = 0. Inoltre si vede
facilmente che H(x,y) > 0 per ogni (z,y) € R? e H(x,y) = 0se esolose (1+x)%y? =0e (1—2)% =0,
cioe per £ =1 e y = 0. Quindi H & una funzione di Ljapunov e il suo dominio coincide con R?. Per
il teorema di Ljapunov il punto di equilibrio e stabile.

e) Scegliendo z(t) = —1, il sistema assegnato diventa: & = 0 e § = 2, che ammette come soluzione

-1 S .
x(t) = ( P t)’ che ¢ illimitata sia nel passato che nel futuro.
Yo

Esgrcizio 3

a) Il sistema dinamico &

L’energia meccanica si conserva:

H(z,y) =359 +U(x), Uz)=—-——.

b) Il grafico di U(z) ¢ in fig. 1.

c¢) Il sistema ammette un unico punto di equilibrio P, = (i,O). Esso & instabile in quanto massimo
isolato dell’energia potenziale. L’instabilita del punto di equilibrio si puo verificare esplicitamente
studiando la matrice del linearizzato attorno a P., che ha la forma:

0 1
A= (ea3 0)

che ha come autovalori A+ = +vea?; poiché uno dei due autovalori & positivo, il punto di equilibrio
¢ instabile, per il criterio di stabilita lineare.

d) Si puo prendere per esempio xg = é +econe >0, exyg = 0. Dalla conservazione dell’energia
meccanica con U(x) = e**/x si trova:



con By =U(L +¢) <U(L). Invertendo tale relazione si trova:

z(t) dx
" Jive V2B + e )

che definisce z(t) in forma implicita (si noti infatti che l’equazione ¢t = f(x(t)) € invertibile, sem-
plicemente perché f(x) ¢ una funzione strettamente crescente del suo argomento). Si trova inoltre
che

y=i=+2FE+e*/x) = t=f(z(t)

X 1

lim dx < 00,
X —o00 é+6 /2(EO + eaz/x)

poiché la funzione integranda si comporta asintoticamente quando x — oo come

che ¢ integrabile all’infinito per ogni o > 0. Di conseguenza z(t) diverge in un tempo finito.



