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SOLUZIONI

EsERrcizio 1

11 sistema & della forma x = Ax + b, con

1 0 4 5
A=10 1 =31, b=1] 0
-4 3 p -20
La posizione di equilibrio del sistema ¢ data da x, = —A~'b, se la matrice A ¢ invertibile. Osserviamo

che
det(A) = 5 + 25,

per cui esiste una sola posizione di equilibrio per ogni g € R, 8 # —25.

Se invece 8 = —25, risolvendo il sistema si trova facilmente che i punti di equilibrio x, = (2., ye, z¢)
sono tutti quelli per cui y. = 3z, e z, + 4z, + 5 = 0 ovvero esistono infinite posizioni di equilibrio.

Per studiare la stabilita cerchiamo gli autovalori della matrice A: I’equazione secolare &

(1=X) [N = (1+B)A+B+25],

che ha come soluzioni
Ao =3 [Hﬂi (175)27100] L =1

Poiché esiste sempre un autovalore reale strettamente positivo i punti di equilibrio sono sempre instabili.

ESERrciIzio 2

I punti di equilibrio sono le soluzioni del sistema (¢,p) = 0 e quindi si trova immediatamente (usando
la notazione compatta x = (q,p))

x1 = (0,0), X2 = (%,0) :

Per studiarne la stabilita si puo considerare il sistema linearizzato x = Ax e un rapido calcolo da

A= (5 a)s ac=( L0 ),

e, nel primo caso, gli autovalori sono ++/2, mentre nel secondo sono immaginari puri. Nel caso di x;
possiamo quindi concludere che il punto ¢ instabile poiché esiste un autovalore del linearizzato stret-
tamente positivo. Nel caso di x5 invece il linearizzato non da informazioni sulla stabilita del punti di
equilibrio, poiché gli autovalori sono immaginari puri.
Osserviamo pero che il sistema & Hamiltoniano ovvero esiste una constante del moto H(g,p) tale che
G=0,H e p=—0,H. Tale costante ¢ data per esempio da

2

2
H(q.p) = (3p2 + 1) e 0" = Let'=0" o’ = Lo 4y (),

Inoltre la funzione V(q) = ¢?’=4" ha un minimo locale proprio in ¢ = %, mentre la funzione %pQ +1

ha un minimo assoluto proprio in p = 0. Questo suggerisce di applicare il teorema di Ljapunov con
funzione di Ljapunov data da W(q,p) = H(q,p) — H(%,O). Si ha ovviamente W(%,O) =0eW =0



Figura 1: Potenziale efficace Veg(p), p > 0 nei casi v <1 (blu) e v > 1 (viola).

2
su tutto R x R; inoltre, dal fatto che entrambe le funzioni V(q) e %qu_qz hanno un minimo locale in

X2, si ottiene anche che W(gq,p) > 0 per (¢,p) # X2 in un intorno di x2, che pud essere scelto uguale a
R* x R. Pertanto xo & stabile.

EsErcizio 3

(a) La posizione e la velocita del centro di massa Xem(t) = 4 (x1(t) + x2(t)) al tempo ¢t = 0 si ricavano
dai dati iniziali: )
Xem(0) = (3d,0,0), Xem(0) = (—3v1, 502,0).

La legge di Newton per il moto del centro di massa si ottiene sommando le due equazioni per x; e
X9 ed ¢ semplicemente

2mXem(t) = 2F,
la cui soluzione e
Xem(t) = 5 (d —vit + S F1t% vot + = Fyt?,0) .

(b) Gli integrali primi del moto nella coordinata relativa r = x; — x2 sono l'energia E e il momento
angolare L (la massa ridotta & 4 = 2m e come al solito definiamo p = [r|):

E = Imli? +V(p) = 1mp? + Ve (p), Veir(p) = V(p) + L

mp2?

L:%mr/\i‘.

Al tempo t = 0 abbiamo

I‘(O) = (_da 0; 0) 5 I‘(O) - (vla —U2, 0) 5
e quindi
B = gm (vf +v3) +V(d), L = $m (0,0,v2d) = tmduse.,

il che implica che il moto si svolge sul piano Zj.

(c) Per procedere con l'analisi qualitativa notiamo innanzitutto che con i dati iniziali assegnati L &
sempre > 0. Quindi:

,,liff)l Vet (p) = +o0, pggloo Vet (p) = aro.
Inoltre la derivata del potenziale efficace &

ard %
2+ ) mp

e/ff <p> =

Il comportamento della derivata dipende dal parametro

3
marg
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Figura 2: Orbite del moto radiale nei casi rispettivamente 5 <1e g > 1.

e pit precisamente Vi ¢ negativa per ogni p, se v < 1, mentre si annulla per p = puyin, se v > 1,

con
To

Pmin = ;7’}/2/3_1-

Per v < 1 ¢’¢ un solo valore critico dell’energia dato dall’asintoto orizzontale di Veg ovvero aryg.
Mentre se v > 1 i valori critici sono arg e Veg(pmin). Nel primo caso le orbite sono tutte aperte
mentre nel secondo sono chiuse e periodiche per Veg(pmin) < E < arg e aperte altrimenti.

Il grafico del potenziale efficace e delle orbite sono rispettivamente in fig. 1 e 2. Le orbite del
moto complessivo sono sempre aperte se v < 1 mentre possono essere chiuse e periodiche se v > 1,
Vet (pmin) < E < arg ed ¢ soddisfatta la condizione

r+(E) 4L 2m
/ dp = 9
p- () mp?\[A(E—Veg(p)) "

con m,n € N e py(F) punti di inversione del moto radiale di energia E.

Affinché il moto in r sia circolare uniforme devono simultaneamente essere soddisfatte due condizioni,

ovvero
p(0) = d = pmin, p(0) = 0.

La seconda condizione ¢ equivalente a #(0) - #(0) = 0. D’altra parte, con i dati iniziali assegnati:
f'(O) . I'(O) = (_170a0> . (’Ula —’UQ,O) = -1 < 07

e quindi non si pud mai avere un moto circolare uniforme con i dati iniziali assegnati.

Esgrcizio 4

Scegliamo il sistema di riferimento fisso con origine O nel fulcro del braccio, asse Z lungo la verticale
e asse £ in modo che il galeone si muova sul piano Z,Z2. Prendiamo il sistema K in movimento con
l'origine O’ nel punto in cui si trova Luigi, asse 72 parallelo a § e asse 7; parallelo a & al tempo ¢t = 0.
Si noti che la terna mobile ¢ orientata come la terna fissa al tempo ¢ = 0 mentre per tempi successivi
solo I'asse ) resta parallelo a . Per esempio 1’asse 7j; al tempo ¢ > 0 forma con 1’asse & un angolo 6(t)
cosl come Dasse 73 rispetto a Z. In altri termini, a parte una traslazione di r(t) (vedi sotto), la terna
1,72, 7j3 si ottiene dalla terna &, ¢, 2 con una rotazione di un angolo 6(t) attorno all’asse ¢ || 7.



(a) Detta B; la matrice
cosf(t) 0 —sinf(t)
B=| o 1 0 ,
sinf(t) 0 cosO(t)

e
sin 0(t) 0

r(t) = R 0 -~ _BR, con R=[0

—cos 6(t) R

le leggi di trasformazione delle coordinate e delle velocita sono (chiamando q e Q le coordinate di
un punto generico P rispettivamente in x e K):

q(t) = B:Q(t) +r(t) = B.[Q(t) — R,

q(t) = BQ(t) + (1) A (Q(t) — R)]

dove

Q(t) = w(t) = —0(t)N2 = bk cos Kt 7.
(b) L’unica forza inerziale che agisce su Luigi, trovandosi nell’origine O’ del sistema di riferimento K &

la forza inerziale di traslazione —mi#(t) e quindi, le risultante delle forze attive e inerziali agenti su
Luigi, scritta nelle coordinate del sistema di riferimento fisso , &

—m(0,0,9) + mR (—écosﬂ +62sin6,0, —0sind — 62 cos 9) ,

Analogamente, la forza su Luigi scritta nel sistema di riferimento K &

—mgsin 6(t) — mRO(t)
FLuigi(t) = 0 .
—mgcos 0(t) — mRO(t)

Il modulo della forza su Luigi

m\/RQ@2 + R20% + ¢2 + 29R (9 sin @ + 62 cos 9).

ESERCIZIO 5

Scegliamo anzitutto un sistema di coordinate con origine in O, asse & lungo a asse § lungo h. L’asse
% sara percid ortogonale al piano del trapezio. L’area del trapezio & (a + b)h/2, cosicche la densita di

massa (costante) & uguale a
2M

o= o

Si noti anche che la regione T' del piano Zy occupata dal trapezio ¢ definita analiticamente nel modo
seguente:

-
T={0<y<h, ngga—aTy}.

(a) Dato che la lamina giace sul piano z = 0, si avra necessariamente z., = 0. Calcoliamo invece le
altre due coordinate:

2 h a=y(a=b)/h a?+b*+ab 49
m= d d = — = — s
e (a+b)h/0 y/o T Bty

ycm_(a+b)h o Y 0 vy= 3(a—|—b) B 6



(b) La matrice d’inerzia & a blocchi rispetto all’asse 2: dato che tutti i punti del corpo giacciono sul
piano z = 0 si avra
Lz =131 = Ix3 = I32 = 0,

il che in particolare implica che Z & un asse principale di inerzia. Calcoliamo i restanti elementi della

atrice:
. ; 2M /h q /a—y@—b)/h e o Mh?(a+3b) 1400 )
= — T = = Tr-m
U= Gron )y Y, Y 6(a+b) g S
oM h a—y(a=b)/h M(a®+b?) 1700
Ipy=—+"——/[4d dz 2% = = -m?2
22 (a—i—b)h/o y/o v 6 g &
oM h a=y(a=b)/h Mh(a® + a®b + ab® — 3b°) 1025
Lo=In=——" [ d dozy = — =— -m?
12 = 52 (a+b)h/0 y/o vy 12(a + b)? 12 &
3100
Is3 = Iy + Iaa = gr-m?.

I1 calcolo dei momenti di inerzia da

1550 25
L= [ >

)

3 :Fﬁ 2257 gr-m-, I3 = I33.



