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EsSERcIZIO 1.

1. Fissiamo un sistema di riferimento s posizionando 1’origine al centro del cubo e i tre assi
x, Yy, z ortogonali tra di loro e in maniera tale che ognuno di essi sia parallelo ad uno
spigolo del cubo; cosi facendo e chiamando P; , con i =1,...,8 i punti corrispondenti agli
otto vertici del cubo, avremo che essi avranno coordinate:
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Chiamando Py il centro di massa e utilizzando la ben nota formula per calcolare le

coordinate del centro di massa

dove n =numero di punti, m; = m =massa del punto F;, ¢; = coordinate del punto F;, si
puo facilmente verificare che esso ha coordinate: Qu = (0,0,0) e quindi coincide esatta-
mente con 'origine degli assi.

Per un singolo vertice del cubo la matrice d’inerzia é:
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Quindi per il punto P; di coordinate ((51%, 52%, 53§)avremo che la relativa matrice d’inerzia
sara data da:
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Sommando su %, e usando il fatto che ), 5](.1)5,(;) =0, Vj # k, troviamo: [ = Zle Ip, =
4me? 0 0
0 4mf* 0
0 0  4me?

Quindi i tre momenti d’inerzia saranno:

I =L, = I3 = 4m/?

e i corrispondenti assi d’inerzia coincidono con i tre assi del sistema di riferimento scelto.
2. Fissiamo inizialmente un sistema di riferimento « tale che:

e il piano Oxy contiene una delle facce del tetraedro (che chiameremo base);

e l'origine coincide con il baricentro del triangolo equilatero della base del tetraedro;



e 'asse y e l'asse z contengono due vertici del tetraedro, entrambi con coordinate

positive.
in questo sistema di coordinate avremo che i quattro vertici del tetraedo (che per comodita

chiameremo P;, P, P3, P;) hanno coordinate:

¢ V3 IANVE] V3 2
8’ 0)7 qu = (57 _?Ev 0)’ q.P3 - (07 ?Ev 0) QP4 - (0707 %E)

an =5

Il centro di massa ha dunque coordinate:
S miap, B S map, B V2

= (0,0, —=Y)
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Trasliamo ora rigidamente il sistema x (i.e., senza ruotare gli assi) in modo che la nuova
origine coincida con il centro di massa. In questo nuovo sistema di riferimento i vertici

del tetraedro e il centro di massa del sistema hanno coordinate:
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Le matrici d’inerzia relative ai quattro vertici del tetraedro in questo nuovo sistema di

coordinate sono:

Lime? —gméz —%mﬁz

8
Ip, = —gmﬂ 2—74m£2 gmﬁz ;
g—gméz gmﬁ Lme?
%m@ \{ngﬁz 8—‘\/%71%2
Ip, = *ngQ 274m€2 —gm@ ;
%m@ —gmﬂ Lme?
Sme?2 0 0
Ip, = 0 imﬂ %mﬂ
0 VZme ime
Sme2 00
Ipp=| 0  2me* 0
0 0 0
me? 0 0
quindi: I = Z?:l Ip, = 0 mf 0 ; 1 tre momenti d’inerzia saranno dunque:
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e i corrispondenti assi d’inerzia coincidono con i tre assi del sistema di riferimento scelto.



3. Fissiamo un sistema di riferimento in modo da posizionare 'origine sul punto medio della
sbarra, l'asse z parallelo alla sbarra e gli assi « e y ortogonali tra di loro e all’asse z. In
questo sistema di riferimento un punto della sbarra é identificato dal vettore:
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E facile verificare che il centro di massa ha coordinate Qo = (0,0,0) e quindi coincide
esattamente con l'origine degli assi.

Per come é definita la matrice d’inerzia I nel caso di corpi rigidi con distribuzione continua
di massa si vede che gli unici elementi della matrice diversi da zero sono:
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dove dm(z) = Adz, con A\ = %—? = % la densita lineare della sbarretta. Troviamo allora:
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; 1 tre momenti d’inerzia saranno dunque:
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e i corrispondenti assi d’inerzia coincidono con i tre assi del sistema di riferimento scelto.

4. Fissiamo un sistema di riferimento in modo da posizionare l'origine al centro dell’anello,
gli assi x e y ortogonali tra di loro e giacenti sullo stesso piano dell’anello e ’asse z orto-
gonale al piano dove giace I'anello. In questo sistema di riferimento un punto dell’anello
¢ identificato dal vettore:

a = (z,y,0), con z,y tali che 22 + y2 = (2.

E facile verificare che il centro di massa ha coordinate Qo = (0,0,0) e quindi coincide
esattamente con 'origine degli assi.

Per come é definita la matrice d’inerzia I nel caso di corpi rigidi con distribuzione continua
di massa si vede facilmenti che gli elementi a13 = ag1 = 0 e as3 = azo = 0. Ricordando
che 'anello é uniforme e quindi ha densita costante A = QMM e che per definizione \ = %—m,

per gli altri elementi della matrice avremo:
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dove abbiamo usato f,y(t) Fdl = 027r F(y(t))|¥| con v = (£cost,sint,0), t € [0,2m).

%M 0 0 0
quindi: I = 0 %M 2 0 ; quindi i tre momenti d’inerzia saranno:
0 0 M2
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e i corrispondenti assi d’inerzia coincidono con i tre assi del sistema di riferimento scelto.

. Fissiamo un sistema di riferimento in modo da posizionare l’origine al centro del disco, gli
assi x e y ortogonali tra di loro e giacenti sullo stesso piano del disco e I'asse z ortogonale
al piano dove giace la lamina. In questo sistema di riferimento un punto della lamina a
forma circolare di raggio ¢ é identificato dal vettore:

q = (z,y,0), con z,y tali che 22 + y? < (2.

E facile verificare che il centro di massa ho coordinate Qo = (0,0,0) e quindi coincide
esattamente con l'origine degli assi.

Per come é definita la matrice d’inerzia I nel caso di corpi rigidi con distribuzione continua
di massa si vede facilmenti che gli elementi a13 = az; = 0 e a3 = aze = 0. Ricordando che

la lamina é uniforme e quindi ha densita superficiale costante o = % e che per definizione

o= g—g, per gli altri elementi della matrice avremo:
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ass = /(952 +y)dm = 5
dove abbiamo usato il cambiamento di coordinate:
x = pcosf
y = psinf

IMZ2 0 0
quindi: I = 0 iM 0 0 ; 1 tre momenti d’inerzia saranno dunque:
0 0 ime



1 1
I =1, = ZM£2, I3 = §M€2

e i corrispondenti assi d’inerzia coincidono con i tre assi del sistema di riferimento scelto.

. Fissiamo un sistema di riferimento in modo da posizionare ’origine al centro del quadrato,
gli assi x e y ortogonali tra di loro, giacenti sullo stesso piano della lamina e paralleli a due
lati consecutivi del quadrato e ’asse z ortogonale al piano dove giace la lamina. In questo
sistema di riferimento un punto della lamina a forma quadrata di lato £ é identificato dal
vettore:

I
= 3 )0 ) Y€ l—55
q=(z,5,0, zyel-55]
E facile verificare che il centro di massa ha coordinate Qo = (0,0,0) e quindi coincide
esattamente con l'origine degli assi.

Per come é definita la matrice d’inerzia I nel caso di corpi rigidi con distribuzione continua
di massa si vede facilmenti che gli elementi a13 = ag; = 0 e a23 = asz2 = 0. Ricordando che
la lamina é uniforme e quindi ha densita costante o = KMQ e che per definizione o = g’;,

per gli altri elementi della matrice avremo:
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quindi: I = 0 %M 0 0 ; 1 tre momenti d’inerzia saranno dunque:
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e i corrispondenti assi d’inerzia coincidono con i tre assi del sistema di riferimento scelto.



