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TUTORATO IX - MARTHA FARAGGIANA E ENZO LIVRIERI (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

EsERcIZIO 1.

1. Scegliamo il sistema di coordinate K con l'origine O’ coincidente con la posizione dell’uomo
ad ogni tempo t > 0. Scegliamo inoltre la terna fissa con origine O al centro della
piattaforma e in modo che la posizione dell’'uomo abbia al tempo ¢ = 0 coordinate (R;0;0)
(assi z e y sul piano della piattaforma, asse z ortogonale al piano, asse x passante per
la posizione dell'uomo al tempo ¢ = 0). Fissiamo la terna mobile K in modo che gli assi
siano paralleli a quelli della terna fissa al tempo ¢t = 0. Se chiamiamo Q le coordinate in
K e q le coordinate in k, sappiamo che le leggi di trasformazione sono:

Nel nostro caso abbiamo che:

cosB(t) —sinfp(t) O (R — Vyt) cos B(t)
B=|sinf(t) cosB(t) 0| ; r(t)=|(R—VWt)sinp(t) | =BR(t),
0 1 0

dove B(t) = wot + 3at® e

R— Wyt
Rit)={ 0 |=(&-Vithin.
0

Le coordinate dell'uomo in K sono semplicemente Quomo(t) = 0, quindi le coordinate
dell’'uomo in K SONO Quomo(t) = r(t).

2. Quomo(t) = ((R — Vpt)cos B(t), (R — Vot)sin B(t),0) é l'equazione in forma parametrica
della traiettoria descritta dall'uomo in k. Essa ¢ del tipo: (R(t) cos B(t), R(t) sin (), 0);
dato che R(t) < 0 l'equazione trovata descrive un moto a spirale che parte dal bordo
del disco per arrivare sino al centro. L’uomo raggiungera l'origine O al tempo t tale che
Quomo(t) = 0 = R(t) = 0, ovvero al tempo

|
I
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3. La legge di trasformazione delle velocita per un vettore Q qualsiasi (non necessariamente
quello che descrive la posizione dell’'uomo) é:

q(t) =BQAQ+Q]+7

dove 2 = B(t)n3. In particolare quomo = T. Ricordandoci che r = BR(t) con R(t) =
(R — Vot)in:

tuomo(t) = £(t) = B[(R = Vo) A — Vorin| = B[(R = Vot)B(t)i — Voin| (1)



4. Le forze attive che agiscono sull’'uomo sono la forza di gravita e le forze di reazione vincolare
della piattaforma della giostra, che sono tali da compensare esattamente la forza di gravita
e la risultante delle forze fittizie: si ricordi infatti che in K il moto dell’'uomo é banale
(Quomo = 0) e in particolare la risultante delle forze esterne + fittizie in K é 0. Dato
che Quomo = Quomo = 0, 'unica forza fittizia che agisce sull’'uomo é quella inerziale di
traslazione —mAg, dove Ag = B~ é I'accelerazione dell’origine del sistema di riferimento
mobile letto nel sistema di riferimento K. Ricordandoci della (1) troviamo:

# = B[RA (R Vor)5(0 — Voin] + 5 [(R— Ver)3(1)i — Von]| =

= B[ = (R=Vo)B(t)ii — VoB()i — VoB(t)ite + (R — Vat) (1)) = BAo(t

e quindi
mf3*(R — Vot)
Fm = —mA() = QmVOB — m,B(R — Vot)
0

con B =wot + Lat? e B = wpy + at.

ESERCIZIO 2. Scegliamo il sistema mobile K = (O’; 1,172, 73) in modo tale che: O = O; a
t = 0, la terna di vettori ortogonali (7)1, 72,73) coincide con la terna fissa (é1, és, €3); per ogni
t > 0 il piano 7 di oscillazione coincide con il piano 7s73. La rotazione del sistema K avviene
attorno all’asse é3 = 73 ed € quindi data dalla matrice

cosa(t) —sina(t) 0
B = |sina(t) cosa(t) 0
0 0 1

con «(t) = wt dato che la rotazione & costante con velocita angolare w.
Visto che il punto materiale ¢ vincolato a oscillare a distanza ¢ da O’ nel piano 7273 abbiamo
che il vettore che individua il punto finale del pendolo nel sistema di riferimento K é

Q(t) = (0,¢sind(t), —Lcosb(t)) =: Lu,

dove 6(t) ¢ I'angolo tra il pendolo e l'asse di rotazione e u, ¢ il versore orientato come il filo
(con verso dal punto di sospensione alla massa m).

Le forze che agiscono sul punto sono la forza di gravita, le reazioni vincolari R e T e le forze
fittizie centrifuga e di Coriolis:

mQ=mg+T+R-2mQANQ—-mQA (QAQ) (2)

dove g = (0,0,—g) e & = (0,0,w). Per definizione, T ¢ parallelo al filo del pendolo, ossia
T = —T,, mentre R & ortogonale al piano 7973, ossia R = R#;. Si noti anche che Q = [0y,
con 1y = (0, cosf,sinf) ¢ il versore tangente alla traiettoria della massa m. Quindi:

—2mQ A Q = 2mwbl cos 07 | —mQA (QA Q) = mw?lsin by, .

Ora, moltiplicando scalarmente la (1) per 7; troviamo ’equazione per la reazione vincolare
R: 0 = R+ 2mwbl cosf. Moltiplicando scalarmente la (1) per 4, troviamo l’equazione per la
reazione vincolare T: mlf2 = —T + mgcos 6 + mw?(sin? 0, dove abbiamo usato anche il fatto
che Q = ¢(Gig — 0%a,). Infine, moltiplicando scalarmente la (1) per iy troviamo I'equazione
per la variabile 6:

mll = —mgsin 0 + mw*lsin 6 cos 6

che ¢é 'equazione di Newton che descrive il moto del pendolo in termini della variabile 6.



Dunque abbiamo il sistema meccanico § = —V’(0) = —4 sin 6 + w?sin 6 cos #, quindi

V(o) =

~IQ

1
(1 —cosb) — 5&12 sin 62

Posto € = y troviamo che il sistema dinamico associato é
0=y

Y= —%sin9+w2sin0c089

Notiamo che i punti di equilibrio sono del tipo (#,0) con  punto critico per il potenziale.
La forma del potenziale e le proprietd del moto dipendono dal valore dei parametro w.
Distinguiamo tre casi.

1. w? < %. In questo caso il potenziale ammette solo due punti critici: 6 = 0e 8 = 7, il
primo un minimo isolato e il secondo un massimo proprio (V”(r) = —% —w? < 0). Quindi
il punto di equilibrio (0,0) é stabile (per Dirichlet) mentre il punto (7, 0) €& instabile (per
il criterio del linearizzato). Le curve di livello sono qualitativamente le stesse del pendolo

semplice.

2. w? > %. In questo caso il potenziale ammette quattro punti critici: due sono gli stessi
di prima, § = 0 e § = 7, mentre i due nuovi punti critici sono 6 = :I:arccos(ew%). Si
vede facilmente che # = 0 e = 7 sono due masimi locali propri del potenziale (V" (0) =
g—w?<0eV"(r) = -9 —w? <0), quindi sia (0,0) che (r,0) sono instabili per il criterio
del linearizzato. Inoltre 6 = :I:arccos(m%) sono due minimi locali propri del potenziali,
e quindi (% arccos(;%;),0) sono stabili per il teorema di Dirichlet. Il sistema ammette
tre tipi di moti periodici: quelli ad energia V'(arccos(4%)) < E < V(0), che sono moti
oscillatori attorno o a 0* := arccos(z%;), 0 a —0%; quelli ad energia V(0) < E < V(r), che
sono moti oscillatori attorno a § = 0; e quelli ad energia E > V (), che sono moti periodici
“aperti. Il sistema inoltre ammette due tipi di moti aperiodici: quelli sulla separatrice ad
energia F = V(0) e quelli sulla separatrice a energia F = V(7).

ESERCIZIO 3. Fissiamo un sistema di riferimento fisso x e uno mobile K come indicato nel
testo.

1. Una legge di trasformazione delle coordinate é una trasformazione rigida che si esprime
come composizione di una rotazione e di una traslazione. In formule indicando come
al solito con q(t) e Q(t) le coordinate relative rispetto ai due sistemi, avremo che la
trasformazione é data da:

dove
cosf(t) —sinf(t) 0
B(t) = [ sinf(t) cosf(t) 0
0 0 1

¢ la matrice che descrive una rotazione attorno all’asse é3 = 73 di un angolo 6(t), dove
nel nostro caso 6(t) é Pangolo tra é; e 7. Inoltre r(t) = Bx,(t) ¢ il raggio vettore tra O
e O’ = P,. 1l vettore velocita angolare & dato da w = (0,0, 6(t)) = (t)é3 = €, parallelo
all’asse di rotazione.

2. Come osservato nel testo, nel sistema di riferimento K il punto P; ha, per costruzione,
coordinate X (t) = (p(t),0,0) = p(t)7. L’equazione del moto di P; ¢ quindi

mlﬁﬁl = m1X1 = Fest+Ffitt = Fest—l—(—mlﬂ/\Xl—2m19/\X1—mlﬂ/\(Q/\X1)—mli‘)



dove Fest = —1V'(p) e I = %9. Ricordando poi che moxXa = —my#1 = 71 V/(p) troviamo:

e R . N SN “ 29 A N ~ my R
mipin = —mV'(p) — mifpiz Ay — 2m10ph3 A — mipf>iz A (3 A1) — mjV’(p)m =

mi+m . i ) VA )25
- _%V'(p)m — my(6p + 20p)Mz + myp6i

. Proiettiamo 'equazione del moto lungo le componenti 7; e 7s.
Lungo 72 abbiamo
0="0p+20p.

Moltiplicando per p ottengo

. d o. 1dL
2 . 2
o0 +20pp = —.(p°0) Ll ,

che equivale alla conservazione del modulo del momento angolare. Invece proiettando
lungo 71 si ha
.. my + ma )
mip = —————=V'(p) + my pb?
ma

e dividendo tutto per m; ottengo
- 1 / )2
p=—=Vp)+pb
1
cioé ricordando che L = ,up29

L? o L2
R —V/ i —V/ v
1p (p) + 0 (p) 8/)(2#/)2

)

che & 'equazione desiderata. Si noti che I'ultimo termine é dovuto alla forza centrifuga.



