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TUTORATO I - MARTHA FARAGGIANA E ENZO LIVRIERI (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

ESERCIZIO 1. Per prima cosa calcoliamo lo spettro di A il cui polinomio caratteristico &
P(\) = (1= XN\ =7X+10),

e dunque abbiamo X(A4) = {1,2,5}. Calcoliamo gli autospazi.

E(1) = Ker(A—1) ¢ dato da
y+z2z=0
—x+3y+42=0

e quindi F(1 {t —t,t) € R3: tGR}
E2) = Ker(A 21) ¢ dato da

—r+y+z=0
—x+2y+42=0

dunque E(2) { ~3t,t) ER3: t € R} Analogamente otteniamo
E(5) = {( ,3t,t) € R3 te R} Pertanto una base di autovettori sard data da
U1 = (17 -1, 1)
V2 = (—2, —3, 1)
v3 = (1,3,1)
Abbiamo percio
1 -2 1 1 00
Ql=|-1 -3 3], D=QAQ'=[0 2 0
1 1 1 00 5
Quindi il sistema nelle nuove coordinate diventa
="
Y2 = 2y2
Y3 = 5y3
1l nuovo dato iniziale diventa
X0 920
y(0) = Qz(0) = (yo1, %02, Y03) = (& — = + —, = + —,—— t = + —)

2 4 4 3 3 6 4

la cui soluzione & (y1(t),y2(t),y3(t)) = (yoie!, yo2e, yoze™). La soluzione del sistema iniziale
sara quindi data da

1 -2 1 yore’ yoret — 2yo2e® + yo3edt
z(t)=Q 'y(t) = | -1 =3 3| | yo2e® | = | —vore’ — 3yo2e® + 3yoze’t
r 1 1 Yoze™ yore' + yoze + yozedt

EsERrcCIzIO 2. Notiamo che il sistema ¢ gia in forma triangolare, dunque possiamo risolverlo
partendo dall’ultima equazione. Abbiamo



j:3 = 3, =, x3(t) = etx3(0) = et

Quindi la seconda equazione diventa i = w9 + e’ la cui soluzione ¢ data da

zo(t) =€ (:EQ(O) + /Ot e—seSds) =e'(1+41t)

Sostituendo ancora nella prima troviamo &1 = x1 + 2 e quindi
t t2
r1(t) =€ </ e ’e’(1+ s)ds) = el (t + 5)
0

Dunque (21 (t), zo(t), 23(t)) = ('t + &), et (1 + 1), ).

EsErcizio 3. Per la discussione sulla natura qualitativa del moto cfr. Capitolo 2 Par. 6 del
testo di Gentile.
Gli autovalori di A sono le radici del polinomio caratteristico

PA) =(-1-Nb6-X)—2(1+a)=X -4\ -T—-2a=0

Quindi
)\1,2 =2+V11l + 2«
Se a = —% allora gli autovalori sono reali e coincidenti A1 2 = 2.
Se a > —% gli autovalori sono reali e distinti A\ =2+ 11 +2a e Ay =2 — /11 + 2.
Se a < —L gli autvalori sono complessi coniugati A\ = 2+1i+/[11 + 20| e Ao = 2—1i4/[11 — 20

Calcoliamo adesso gli autovettori relativi e gli integrali generali distinguendo i tre casi.

-1 2
_ 11 . _
a__i’A_ =9 5

L’operatore A non ¢é diagonalizzabile quindi cerchiamo di scriverlo in forma canonica di Jordan
effettuando un opportuno cambio di base. Cerco soluzioni (x,y) non nulle del sistema

(A— A1) @ = (iE’ z) @ B <8>

Una soluzione é vy = (1, 3).

11 vettore v sard soluzione dell’equazione (A — A1) <§> = <_§ ?) <$> = (%)
)

Per esempio vo = (1,2). Quindi Q™! = (% ;) cQ= <—43 _22>

2

Verifichiamo che QAQ ™' = B dove B = <(2) ;) cioé in forma canonica di Jordan. Il sistema

nelle nuove coordinate diventa

{yl =21+ Y2 , y(0) = Qx(0) = < dxo1 — 202 ) _ <y01)

Yo = 2y —3x01 + 2202 Y02

(yl (75)> _ <€2ty01 + t62ty02>
Yya(t) e*yo2

Allora avremo che la soluzione nelle coordinate di partenza sara

2t 2t 2t
- e“"yo1 + te“ Yoz + e "yo2
z(t) = Q Yy(t) =
() Q Z/() (ge2ty01+gtthy02+2€2ty02>

e percio



Poi se il dato iniziale é 2(0) = (—1,2) allora y(0) = (0, 5)
nel caso a > —% gli autovalori sono reali e distinti quindi A é diagonalizzabile. Gli autovet-

tori relativi sono solizione di (A — A1 2) <";j> =0.

Y T 1 1
Otteniamo vy = (1, 2EAHH2%Y ¢ gy = (1, 3=VHH2%) 6 quindi Q! = <3+m 3m>e
2 2

—3-+v/11+2a 1
( 2V11+2a \/1”520‘ ) Si verifica che QAQ ! = D con D diagonale.

Q= 3+v/11+2a
2v11+2a Vii+2a
Nelle nuove coordinate il sistema diventa

{ P 0 = Qel0) = <y01>

U2 = Aoy Y02

La soluzione é \
yi(t) = eMyo
ya(t) = e yoo

Quindi la soluzione nelle coordinate di partenza é:

z(t) = Q 1y(t)
cioé
z1(t) = eMyor + ' yoo
3+ V11 4+ 2 3—V11 4+ 2«
zo(t) = — 5 Myor + — eMyon

Se z(0) = (—1,2) allora y(0) = (72_\/”111222;‘, _;;Illi;jo‘)

Nel caso a < —% si hanno due autovalori complessi coniugati. Chiamiamo § := /|11 —|—‘2a| in
modo tale che A 3 = 244f. Anche i relativi autovettori sono complessi coniugati v; = (1, %—Hg)

e vy = vy. Perd se scriviamo vy = v+iu con v = (1,3) e u = (0, g) allora sappiamo che con un

- . — 2
opportuno cambio di base possiamo riscrivere I'operatore A nella forma ( 3 B )

1 1 0
Tnfatti posto Q1 = (3 g) e data Q = (_3 2> otteniamo QAQ ! = B con B = (Z g)
3 3 B B

Nelle nuove coordinate il sistema diventa:

y=DBy  y(0)=Qx(0)

dove
Yo1 = Zo1
3 + 2
Yo2 = — 5201 T %02
B B

Tale sistema ha soluzione

y1(t) = €*(yo1 cos Bt — yog sin t)
y2(t) = €* (yo1 sin Bt + Yoz cos Bt)
Quindi nelle vecchie coordinate la soluzione sard x(t) = Q~'y(t)
cioé
x1(t) = e*(yo1 cos Bt — yoa sin ft)

3 . .
zo(t) = 5(6%(@/01 cos Bt — yoz sin Bt) + g(SQt(?JM sin Bt + yo2 cos t)



Se consideriamo come dato iniziale x(0) = (—1,2) allora si ha y(0) = (-1, %)
Esercizio 4. L’equazione pud essere scritta come un sistema di equazioni differenziali lineari
del primo ordine ponendo I = x e y = &. Troviamo il sistema equivalente:

(- ()a)e
y = —10y — = 4+ wg cos wopt Y Y

0 1 0
dove A = (_1 _10> e b(t) = <w0 Cosw0t>'
11 polinomio caratteristico di A é

P(A\) = A2 +10A+ 1

e quindi abbiamo due autovalori reali e distinti A\ = —5 — 26 e Ay = 5+ 2v/6. Calcoliamo gli
autospazi. F(A1) = ker(4A — A1) ¢ dato da

(+5+2V6)z+y =0, y=(-5—2V6)z

quindi E(—1) = {(t,(—5 — 2V6)t) € R? : t € R}.
E(X2) = ker(A — \21) & dato da

(5-2V6)z+y=0, y=(-5+2V6)x
cioé E(A2) = {(t,(—5+2v6)t) € R? : t € R}. Una base di autovettori sara data da

v1 = (1, -5 — 2v6)
= (1,-5 + 2V6)

! ! S e
-1 _ _ 4 4
@ _<—5—2\/6 —5+2\@>’ Q_<5+2\6/6 16)
46 46

Poniamo

—wq cos wot
o 1 (-5-2V6 0 . _ _ e
e quindi D =QAQ™" = < 0 512v6) Sia inoltre B(t) = Qb(t) = woz%wot ,
allora il sistema nelle nuove coordinate (z,w) diventa

wq cos wot
= (=5 -2V6)z - ———=
( ) 4\/6

wp cos wot

= (=5 +2vV6)w + NG

la cui soluzione é data da

t
A(t) = 52 <z(o>+ / 6<5+w6>5(_°wwos)ds)
0

46
t
w(t) = e o+2/6 ((w(O) +/0 6(52¢6)8st> 12 i 135 sint — %5 cost
Quindi
t) = e 2V6(5(0) + =0 5+ 2v/6 — eBT2VOH((5 + 2v/6 t+ t
z(t)=e (2(0) N 20\/6+w8)( (( 6) cos wot + wo sin wot)
w(t) = 6_5+2\/6(w(0) + 0 (5— 26 + e-2V0)t ((—=5 4 2V/6) cos wot — w sin wot)

4v/6(—49 + 20v6 — w?)

4



Allora la soluzione nelle coordinate di partenza é data da

()= (2)

e la soluzione dell’equazione & data dalla prima componente.
EsErcizio 5. Il polinomio caratteristico dell’'operatore A &

PA) = (=3—-=XN(\2—4X+5)
e quindi lo spettro di A & costituito dagli autovalori
Al = —3, A =241 A3 =2—1

uno reale, e due complessi coniugati.
Cerchiamo una base di autovettori. L’autospazio relativo a A\; & dato da

6y — 22z =0
y+42z=0
e quindi abbiamo una soluzione v; = (1,0,0). E(2 4 ¢) = ker(A — \21) ¢ dato da

(=5 — i)z + Ty +v22=0
(1—-9)y—22=0

_ 354+2v2-i(3247)

" : 35+2v2—i(3Y2 _
si ottiene la soluzione vy = ( + f2é( b ),17 171)). Chiamo « :=

Analogamente otteniamo che un autovettore relativo a A3 =2 —i ¢ v3 = (@, 1, %) = V3.
Siano w le coordinate nella base degli autovettori, si ha

1 a a 1 —led@filata) g — q)
w:Qilxv Qilz 0 1 1 Q: 0 1% i
0 5t 0 Ly —i
Si verifica che
-3 0 0
B=QAQ'=[0 2+i o0
0 0 2—1

e quindi il sistema nelle nuove coordinate w diventa
To + (w)yo +i(a+ )z
w = Bw, wo = Qz(0) = (3)yo + iz

1+z
Yo — 120

che ha soluzione

S

1(t) = wor €’
ws(t) = e Ftgg

3(t) = ey,

S

Nelle coordinate di partenza abbiamo x(¢ 1w( ), cioe

) =
2(t) = wi(t) + aws(t) + aws(?)
(

y(t) = wa(t) + ()

2(t) = 1= ZU}Q(t) + Lt

wg(t)



Esercizio 6. Effettuando la sostituzione z = y — 3 il sistema si puo riscrivere nel modo
seguente:
T=-x+z i
Z=—ar —z < <

dove A = <_1 1 >
a -1

Per prima cosa calcoliamo lo spettro di A il cui polinomio caratteristico &
PO\ =M 42X +1—q,

e dunque abbiamo X(A) = {—-1 — /a, -1+ /a}.
Caso a > 0:
Calcoliamo gli autospazi.

E(-1—+/a) = Ker(A) é dato da
ar ++az=0

e quindi BE(—1— ya) = {(t,—yat) e R? : t € R}.
E(-1++/a) = Ker(A+ 21) ¢ dato da

{—\/a:cﬂ—z:()

{\/ax+z:o

ar —Jaz=0

dunque E(—1+ a) = {(t,/at) e R* : t e R}.
Pertanto una base di autovettori sara data da
V1 = (1, —\/5)
Vg = (17 \/a)

Abbiamo percido

o=l B e (1 L)

Quindi il sistema nelle nuove coordinate diventa

{ u';1 = (*1 — \/a)wl

e = (=1 + Va)ws’ w(0) = Qx(0)

la cui soluzione ¢ (w1 (t), wa(t)) = (e(=17Vt =14V L4 soluzione del sistema iniziale sara
quindi data da

Caso a = 0:

Notiamo che la matrice A é gia scritta in forma di blocco di Jordan, A = <_01 _11>

Quindi la soluzione é:

Caso a < 0:
in questo caso gli autovalori sono complessi coniugati



M =—-1—iy/B, a2 =—-1+1iy/B, con B=—«

Pertanto una base di autovettori sara data da

v = (1, —i\/f)
vy = (1,i\/B)

Abbiamo percido
(0 —VB (-1 =B

e la soluzione nelle nuove coordinate sara:

= (VR i (0)

La soluzione del sistema iniziale sara quindi data da

(1) = Q7 y(t)



