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FM210 - Fisica Matematica 1

TUTORATO V - MARTHA FARAGGIANA E ENZO LIVRIERI (SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI)

ESERCIZIO 1. Abbiamo il sistema meccanico mi = —%(m) = —2(x + 2)(22% + 22 — 1) quindi

V(z) =2t 4 423 + 322 — 4z

Sappiamo che ’energia meccanica é una costante del moto per i sistemi meccanici.
Infatti posto E(z,4) = md? + V(x) abbiamo che

de ., .. dV
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dato che m& = s

Posto & = % troviamo che il sistema dinamico associato é
.y
5=

m

y=—2(z+2)(22° + 2z — 1)

Notiamo che i punti di equilibrio sono del tipo (xg,0) con zp punto critico per il potenziale.
I punti critici del potenziale sono Py = (—2;0), P, = (_1%‘/5, 0), P = (_1%\/3, 0) che saranno
quindi anche i punti di equilibrio del sistema. Per quanto riguarda I’energia potenziale abbiamo

lim V(z)=+o0 lim V(z)=+o0
T——00 T—+00
-1-+v3 -1 3
V'(z) >0 < —2<x<2\f 0 :c>j2L\f

Notiamo inoltre che V(0) = 0.

Come gia detto i valori critici dell’energia saranno dunque i punti Py, P;, P». Quindi dal
teorema di Dirichelet sappiamo che i punti della forma (zg,0) con xy minimo per V(x) sono
stabili; dato che Pye P, verificano tali ipotesi allora questi due punti sono stabili per il sistema.
Il grafico di V é rappresentato in figura 1.

Da E = mid?/2 + V(z) troviamo le curve & = +,/2(E — V(z)), che sono simmetriche ri-
spetto all’asse = e definite solo per x tali che V(z) < E.

Se E = V(xg) = min, V(x) allora l'unica curva é costituita dal punto di equilibrio (zg,0) che
in particolare costituisce un orbita periodica.

Adesso disegnamo le curve di livello, al variare dell’energia meccanica:

1. per E = V(_l%‘/g) avremo una sola traiettoria che rimane ferma nel punto P» per tutti i

tempi;
2. per V(_l%‘/g) < E < V(-2) avremo orbite chiuse intorno al punto Px;

3. per E = V(—2) avremo una traiettoria che rimane ferma nel punto Py e un’orbita periodica
intorno al punto Ps;
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Figura 2: Orbite nello spazio delle fasi. In rosso le separatrici.

4. per V(=2) < E < V(=5 \f) avremo un’orbita periodica attorno al punto Fy e un’orbita
periodica intorno al punto Py

5. per B = V(=5 ‘[) avremo una traiettoria che rimane ferma nel punto P; e due traiettorie
che partono dal punto Pj, una verso destra e una verso sinistra, e ritornano nel punto P;
in tempi infiniti, girando intorno ai punti di equilibrio stabili;

6. per E > V(=L ‘[) avrevo orbite periodiche a forma di occhialetto

Per tutte le orbite diverse da quelle del punto 5 (che indicheremo in seguito) tutte le orbite sono
periodiche e il periodo é dato da

7o m/fEJr(E) dr
V2w VE-V()

dove 24 (E) sono i corrispondenti punti di inversione, che si possono ottenere come soluzioni
dell’equazione V(x) = E. Quindi nel nostro caso avremo

dx
(B) VE — (2% + 423 + 322 — 4x)

TF/

Concludendo lo studio qualitativo le orbite limitate ma non periodiche sono quelle a livello di
energia F = V(=15 ‘[) tranne quella che rimane ferma per tutti i templ nel punto instabile.

ESERCIZIO 2. Abbiamo il sistema meccanico mi = —%(m) = M quindi
1 1
Viz) = —+4e =
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Figura 3: Potenziale V(z).

Sappiamo che ’energia meccanica é una costante del moto per i sistemi meccanici.
Infatti posto E(z,4) = $mi?® + V() abbiamo che

4B _ o
dt = r\mx

daz)zo

dato che mi = —4¥
Posto & = % troviamo che il sistema dinamico associato é

.Y
5= 2
m
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Notiamo che i punti di equilibrio sono del tipo (x,0) con z punto critico per il potenziale.
L’unico punto critico del potenziale é xy = ﬁ quindi 'unico punto di equilibrio del sistema
sard ( ﬁ, 0). Per quanto riguarda ’energia potenziale abbiamo

1
xlir& V(z) =+oc0 xll)I_iI}OO Viz)=1 Vi(z) >0 < z > ™

I valori critici dell’energia saranno dunque V(+00) =1e V(5) = IHQ% (<1).
Quindi dal teorema di Dirichelet sappiamo che i punti stabili sono tutti e soli quelli della
forma (z9,0) con zp minimo per V(x) e dato che ¢ verifica tali ipotesi allora il punto é stabile

per il sistema. Il grafico di V é rappresentato in figura 3. Da E = mi?/2 + V(z) troviamo le

curve & = £/ 2(E — V(z)), che sono simmetriche rispetto all'asse e definite solo per z tali
che V(z) < E.

Se E = V(x9) = min, V(x) allora l'unica curva é costituita dal punto di equilibrio (zg,0) che
in particolare costituisce un orbita periodica.

Se V(zp) < E < 1 abbiamo traiettorie chiuse periodiche attorno al punto stabile che intersecano
lasse delle z in due punti (z_(F),z4(E)) (i punti corrispondono agli zeri dell’equazione FE —
V(z)) con tangente verticale in tali punti (infatti lim,_,,+ &'(z) = +00).

Per £ =1 abbiamo la prima curva aperta

P %u—vmn

definita Vo > x_ dove z_ é l'unico zero del’equazione 1 — V' (x).
Ora per F > 1 avremo traiettorie aperte definite sempre per x > x_ con z_ unica radice del-
lequazione E — V(x) .

Nei punti di inversione del moto & = 0 avremo sempre tangenza verticale. I versi di percorrenza



Figura 4: Orbite nello spazio delle fasi.

nei sistemi meccanici sono sempre da sinistra a destra nel semipiano superiore (& > 0) e da
destra a sinistra in quello inferiore (& < 0).

Abbiamo gia osservato che si hanno traiettorie periodiche per V(zg) < E <1 .
Il caso del punto di equilibrio é stato gia discusso e il periodo é chiaramente nullo. Per
V(xo) < E < 1 esprimiamo il periodo in termini di integrale definito. Sappiamo che il periodo

é dato da
V 2 z—(E) E — V(ZL‘)

Quindi nel nostro caso avremo

T:\/%/x

x4 (E)

dx
—(E) \/E—ﬁ—efi
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EsERrci1Z10 3. Cerchiamo un autovalore positivo della matrice A = <

Yy T > del lineariz-

zato. A tale scopo, studiamo il problema agli autovalori

(0 %) ()2 C)

che ¢ equivalente alle condizioni: v = AMue —Hou—I'v = Av. Sostituendo la prima equazione
nella seconda troviamo la seguente riformulazione equivalente del problema agli autovalori:

v =AMu
—Hou — A\TMu = \2Mu

Si ricordi che nella seconda riga sia I' che M sono per ipotesi matrici diagonali; in particolare
I' ed M commutano, i.e., TM = MI. Se M ¢ la matrice diagonale con elementi diagonali
m;, sia M“, a € R, la matrice diagonale con elementi diagonali m{*. Si noti in particolare
che MMPB = M**tP e MM~ = I, Vo, B € R, e che I' commuta con ogni potenza di M.

Moltiplicando da sinistra ambo i membri dell’equazione —Hou — A\I'Mu = A2Mu per M~1/2
troviamo:

— M~ Y2Hou — AM V2T Mu = N2 MY ?u
Inoltre, scrivendo in questa espressione u = M~ Y2MY2u = M~Y2w, dove w = M/?u,

possiamo ancora riscrivere I’equazione agli autovalori nella forma

M YV2H oM VW — AMVPT MY 2w = NPw



Inoltre, ricordando che I' commuta con M'/2, il secondo termine non ¢ nient’altro che —A\I'w e
quindi B
How + \['w = —\°w

dove Ho := M~Y/2HyM~1/2. Si noti che Hy & una matrice reale simmetrica. Sia 1o is luo
autovalore minimo che, per il principio variazionale, pud scriversi come:
o = inf x-Hox
x:|x|=1
Si noti che, scegliendo x = ¢oM /24, con ug I'autovettore normalizzato corrispondente all’au-
tovalore o < 0 di Hg e ¢g = (ug - Mug)~ /2, si ha:

fio = inf x-ﬁoxg[x‘ﬁox} =cAup <0

x:|x|=1

x=coM1/2ug

Scegliamo ora w, al variare di A € R™, come Pautovettore w(\) associato al piti piccolo autova-
lore di Ho + AL, che chiameremo u(\). Ovviamente (0) = fig. Inoltre, sempre per il principio
variazionale, dati Ay < Ao e ricordando che I' é semidefinita positiva:
i(A2) = inf x- (Ho + XoD)x =: xg - (Ho + Aol)xg =
X [X|=
= X2 (7’70 + )\1F)X2 + ()\2 — >\1)X2 I'xg >
X9 (Ho + )\1F)X2 2
inf x-(Ho+ MI)x = p(\)

x:|x|=1

>
>

che dimostra il fatto che fi(A) ¢ una funzione crescente di A. La crescenza di pi(A), combinata
con l'osservazione che fi(0) < 0, implica che I'equazione ji(A\) = —A? ha un’unica soluzione
positiva, che chiameremo A*. Quindi la scelta A = A* > 0 e w = w(A\*) risolve l’equazione agli
autovalori Eq.(), e abbiamo quindi trovato un autovalore positivo della matrice del linearizzato,
come desiderato. In conclusione il punto di equilibrio (xg,0) ¢ instabile.



