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ESERCIZIO 1. Si studi qualitativamente il moto del sistema meccanico unidimensionale con
rzeR
mi = —2(x + 2)(222 + 22 — 1),

Si trovi una costante del moto;
Si trovino i punti di equilibrio del sistema;

Si disegni il grafico dell’energia potenziale e si trovino i valori critici dell’energia;

)
)
)
d) Si discuta la stabilita dei punti di equilibrio;
) Si disegnino le curve di livello del sistema al variare dell’energia meccanica,
)

Si dica se ed eventualmente per quali valori dell’energia esistono orbite periodiche e se ne
calcoli il periodo come integrale definito;

g) Si trovino delle orbite limitate ma non periodiche.

ESERCIZIO 2. Si studi qualitativamente il moto del sistema meccanico unidimensionale con
xr €RT

L 1-2s

mE=—0 5

Ovvero:

a) Si trovi una costante del moto;

b

Si trovino i punti di equilibrio del sistema;

c¢) Si disegni il grafico dell’energia potenziale e si trovino i valori critici dell’energia;

e

)
)
)
d) Si discuta la stabilita dei punti di equilibrio;
) Si disegnino le curve di livello del sistema al variare dell’energia meccanica;
)

f) Si dica per quali valori dell’energia esistono orbite periodiche e si determini il periodo in

termini di un integrale definito.

ESERCIZIO 3. Si consideri il sistema meccanico

oU (x)
 x

Mx = —I'x

dove x € R™, M ¢ una matrice diagonale definita positiva e I' &¢ una matrice diagonale semi-
definita positiva. Sia xg un punto critico del potenziale, di sella o di massimo proprio: in altre
parole, si supponga che l'autovalore minimo dell’Hessiano di U(x) in xg ¢ po < 0. Si dimostri
che (xg,0) ¢ instabile.



[Schema di soluzione per l'esercizio 3: Si dimostri che esiste un autovalore positivo della matrice

0 M1 o : . :
A= ( ) del linearizzato. Per farlo, si cerchi il corrispondente autovettore nella

@0

forma a blocchi:
e si mostri che w := M'/?u (dove [M1/2] i = 5i7jMi1i/2) soddisfa ’equazione:

ﬁow +AI'w = —\%w

dove ﬁo = M2 M~Y2 Orasi scelga w, al variare di A € RT, come I'autovettore associato
al pit piccolo autovalore di #g + AT, che chiameremo f(X). Per il principio variazionale per
I'autovalore minimo di matrici simmetriche, 11(0) < 0 e () é continua e monotona crescente
in A\. Quindi esiste un unico valore di \ positivo per cui p(\) = —A2, che é I’autovalore positivo
di A che stavamo cercando.|



