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ESERCIZIO 1. Si consideri il sistema meccanico conservativo unidimensionale per un punto
materiale di massa m = 1, descritto dalle equazioni del moto

i=-U'(x),

con U(x) = ‘%4 — %2 (potenziale a doppia buca).

e Si risolva esplicitamente il moto corrispondente al dato iniziale (z(0), #(0)) = (v/2,0).

e Si denoti con T il periodo di un moto generico a energia negativa. Si calcoli il limite di T’
nel limite di piccole oscillazioni, i.e., nel limite in cui I’ampiezza delle oscillazioni tende a
0.

Soluzione:

1 - Abbiamo .
E= 59‘62 + U(x) = cost

quindi se (x(0),#(0)) = (v/2,0) allora E = 0, quindi il moto si svolgera sulla separatrice. Inoltre,
—0U(x(0)) = 2(1 — v/2) < 0, quindi usando # = —dU (), troviamo che #(07) < 0, e quindi

b= —VAE - U()) = —/~20()

quindi

t {E(t) 1 w(t) 1 :B(t) 1
t:/ds:/ ,:_/ dm:—/ do
0 z0) V2 Vv —2U(z) NG} [z2 2

xz(t) 1
b= [ e
(0) 122

T

e usando che x > 0,

Cambiamo variabili passando a u := /1 — 22/2:

1_$<t)2 2
V 1 t
t:/ ’ du:arctanh< 1_1‘())

0 (1 —u?) 2

quindi
V2
cosh(t)’

z(t) = \/2(1 — tanh(t)2) =



2 - Prendiamo 1/4 < E < 0:
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Le intersezioni di U(x) con E sono

411 = +\/1 - VI+4E,  +ap:=+\/1+1+4E.

Usando U(z) < E (poiché #% = 2(E — U(x))), troviamo che il moto si svolge in

I+ = [SU]_,CCQ], oin I_ := [—CCQ, _1"1]'

Inoltre, il sistema muove dal punto x; al punto o con una velocita positiva nell’tempo

(z1,22) T2 1 xo 1
7(x1, 22) ::/ dt :/ de — = dr ————
0 z1 z x1 V 2(E—-U(x))

quindi il periodo del moto &

T—QTxl,.TQ f/ dx\/j
Cambiamo variabili passando a u := (z — 1) /(22 — x1):

1
T:27'(x1,x2)=\[2($2—931) du \/E Umli(aj'Q—fEl))

Consideriamo il limite delle piccole oscillazioni: prendiamo E = —1/4 4 €2 con e piccolo.
Abbiamo
1 =1— e+ O(?), To =1+ e+ O(e%)

quindi
Uz, 4 (x2 — 21)u) = U(1 + €(2u — 1) + O(€?))

quindi usando

Ul+t) = —i + 12+ O(t%)

troviamo )
U(xy+ (z9 — x1)u) = ~1 + 62(2u — 1)2 + 0(63)

quindi

1 1
\/621— 2u —1)%) + O(e?) _\f/ du\/ul—u Y+ 0(e)

—Q\fe




Nel limite € — 0 troviamo (usando il teorema di convergenza dominata, o stimando esplicita-
mente la differenza tra la funzione integranda e il suo limite puntuale, come fatto in classe per
il pendolo):

1
imT =v2 | d

1
v
e—0 0 Vu(l—u)

Cambiamo variabili passando a v := /u:

1
V1—0?

Quindi il periodo rimane ben definito nel limite.

= 2v/2(arcsin(1) — arcsin(0)) = 7v/2.

e—0

1
lim T = 2\@/ dv
0

ESERCIZIO 2. Si consideri ’equazione del moto per un punto materiale di massa m = 1 su R,

F=x—x

e Si determini una grandezza conservata del moto
e Si disegnino le curve di livello corrispondenti nel piano delle fasi

e Si identifichino i dati iniziali corrispondenti a moti periodici, a moti aperti e a moti chiusi
aperiodici

e Si calcoli il periodo dei moti periodici nella forma di un integrale definito

e Si calcoli il limite di tale periodo nel limite di piccole oscillazioni, i.e., nel limite in cui
I’ampiezza delle oscillazioni tende a 0.

e Si consideri un dato iniziale corrispondente a un moto aperto e si stabilisca se il tempo
perché il punto raggiunga l'infinito é finito o no. Si stabilisca quindi se il moto esiste
globalmente o no.

e Si risolva esplicitamente il moto sulla separatrice, per un dato iniziale scelto a piacere
sulla curva critica.

Soluzione:

1 - L’energia
1 1 22 23
E=-i*+U(x):= i’ + = — =
5& +U(x) 5& + 5 3

€ conservata:
E=i(i+a—2%)=0.

2 - Le curve di livello per una energia F fissata sono determinate da

i(z) = +/2(E - U(x)) = i\/2 <E - %xQ + ;w?’)



Il grafico di U(x) e
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U(z) ha un minimo in 0 e un massimo in 1, e U(0) = 0, U(1) = 1/6, lim,_ 1, U(x) = £o0;
inoltre U decresce in (—o00,0), cresce in (0, 1) e decresce in (1, 00). Quindi

se E < 0, &(z) ¢ definito per x > xp dove xp & 'unica soluzione di U(zg) = FE, e
t(zg) =0, e

d . U/(JiE + 6)

Rl - _

dz r=rp+e 2\/2(E - U(xE + 6))
con U'(zg) # 0 quindi &' (zg) = £oo (dove il ’ significa una derivata rispetto a z). Inoltre

i — +o0 quando x — oo, e &(x) ~ 2%/2 all'infinito.
se 0 < E < 1/6, @(x) & definito per z € [x(_),xg)
tre soluzioni di U(x;;i)) = E. Abbiamo j:’(a:%)) = +o00, #'(zp) = too. Inoltre & — +oo

quando x — oo, e &(x) ~ 2%/2 all'infinito.

(£

| e per x > xp dove Ty e xp sono le

se E > 1/6, @(x) é definito per x > zg dove xg € l'unica soluzione di U(zg) = E, e

i'(xp) = +oo. Inoltre & ~ x3/2 quando  — co.

se £ =0, @(x) & definito per z = 0, nel qual caso #(z) = ©(0) = 0, e per x > x( dove
xo ¢ la seconda soluzione U(zg) = 0, nel qual caso la traiettoria ha le stesse proprieta
qualitative di quelle aperte a energia negativa.

se £ =1/6, @(x) ¢ definito per z € [xg), 1] e per z € [1,00) dove ) ¢ la prima delle
due soluzioni di U(:L‘(_)) = F, ;'v’(a:(_)) = 400 e i/(1) = 1. Inoltre & ~ 232 quando

T — 00.

Le curve di livello avranno la forma di quelle disegnate nel seguente grafico:
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Tutte le curve sono C? eccetto la curva gialla che ha una discontinuita nella derivata. Questa
curva si chiama la separatrice.

3 - Usando il ragionamento della domanda precedente, troviamo che

e se 2(0) > zg dove zg ¢ la piu grande delle soluzioni di U(xg) = E, e E # 1/6, allora il
moto € aperto.

ese 0 < E <1/6ex(0) € [x%_),xﬁg)] dove mg) sono le due soluzioni piu piccoli di
U(x%)) = F, allora U’(x%)) # 0 quindi il moto & chiuso e periodico.
e se E=0e z(0) =0, il moto ¢ costante, quindi chiuso e periodico.

e sc £ =1/6 e z(0) > 1, allora il moto ¢ aperto

e se E=1/6¢ x(0) < 1, allora il moto & chiuso, e come U’(1) = 0, sara aperiodico.

4 - Prendiamo E € (0,1/6) e 2(0) € [x(_),:cg)] dove arsgi) sono le due soluzioni pia piccole

di U(xg)) = E. Il tempo per arrivare da xg) fino ad xgr) &
a 1
T(xg),mg)) :/ dz

quindi il periodo del moto &

5 - Consideriamo il limite delle piccole oscillazioni: prendiamo E = €2 per € piccolo.

0+ (o) — oG

Cambiamo variabili passando a u := x

1

+ (2 — 2l )

1
7= Vi) o) [ du
0 \/E—U(:U(E_)

Abbiamo ¢
l‘gt) == iﬁ + 0(62)
‘ L o 3
U(e) = 3% +0()
quindi
! 1 ! 1
T=2¢[ du =2 [ du —————=+0(e)
0 \/62(%+u—u2)+0(63) 0 Stu—wu?
quindi
! 1
T= 2/ du + O(e)
0\ /3—uy/i+u
cambiamo variabili passando a v := /3/2 — u/v/2:
! 1
Iim7T =4 | dv — =27.
e—0 /0 v1— @2
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La stima degli errori e la possibilita di scambiare limite e integrale si dimostrano procedendo
come nel caso del pendolo discusso in classe.

6 - Prendiamo x(0) > xzg dove xg ¢ la pit grande delle soluzioni di U(xg) = E. Il tempo
per andare all’infinito &

- 1
7(x(0),00) = /g;(o) dr \/2 (E+22(2-1))

e verifichiamo che 7(z(0), 00) ¢ finito. Quindi dobbiamo studiare il comportamento dell’integrale
all’infinito. Abbiamo

1 N \/gx—3/2
V2(E+a2 (5 1)) 7=V 2

quindi I'integrale converge all’infinito, e quindi 7(z(0), 00) < co. Quindi il moto esiste solamente
per t € [0, 7(z(0),00)] e quindi non esiste globalmente.

7- Prendiamo E = 1/6 e un dato iniziale 2(0) > xp dove xp & la piu piccola delle due
soluzioni di U(xg) = E quindi xg = —1/2. Chiamiamo o il segno di #(0). Abbiamo

t=o0 T =0 r
z(0) \/2 (% _ %x2 + %f}) 2(0) |z — 1]v/1+ 2z

Cambiamo variabili a © := /1 + 23:/\/3:

V1+2z(t)
V3 1

vimm Mg
V3

t =20

quindi, se z(0) < leo =4 ose z(0) > 1 e o0 = —, allora

v 14+2xz(t)

1 1+ 2x(¢ 14+ 2z(0
t=2 v du —— = 2arctanh —1—7:1:() — 2arctanh +7x()
) 1wl V3 V3
3

quindi se z(0) = —1/2

V3

an 2_
o) = 3 h(t2/2) L

t = 2arctanh <1+2:U(t)>

ESERCIZIO 3. Si consideri ’equazione del moto per un punto materiale di massa m = 1 su R,

12 6

i=— - —
213 T T

Si determini una grandezza conservata del moto

Si disegnino le curve di livello corrispondenti nel piano delle fasi

Si identifichino i dati iniziali corrispondenti a moti periodici e a moti aperti

Si calcoli il limite di tale periodo nel limite di piccole oscillazioni, i.e., nel limite in cui
I’ampiezza delle oscillazioni tende a 0.



Soluzione:

1 - L’energia

1,2 ].‘2 1 1

€ conservata:

: . 12 6

Questa energia potenziale si chiama il potenziale di Lennard-Jones.

2 - Le curve di livello per una energia F fissata sono determinate da

(@) = +/2(E - U(@) = i\/2 <E - ;)

Il grafico di U(z) ¢
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U(z) ha un minimo in x4 := +21/6 U(xy) =—1/4,limy 1050 U(z) =0 e lim,_o U(x) = o0
inoltre U decresce in (—oo,z_), cresce in (x_,0), decresce in (0, z_) e cresce in (x_, 00). Quindi

se E < —1/4 allora @(x) non ¢ definito.

se —1/4 < E < 0, () ¢ definito per z € [azg) :cg)] e per x € [—azg),—xg)] dove
:l:x%i) sono le quattro soluzioni di U(:l:x%i)) = E. Poiche U’(:l::vg)) # 0, abbiamo
#(+2'F)) = o0,

se E > 0, @(x) & definito per x > zg e per x < —zg dove x g sono le due soluzioni di

U(tzg) = E, e i'(zg) = £oo. Inoltre & — £1/v2E quando x — +oo0.
se B =1/4, #(z) ¢ definito solamente per 2 = +2'/6 quindi #(z) = &(£2'/%) = 0.

se B =0, @(x) ¢ definito per x € [xg,00) e per x € (—oo, —xg] dove xp sono le due
soluzioni di U(+zg) = E, i'(£xg) = +00. Inoltre & ~ 73 quando x — +oo.



Le curve di livello avranno la forma di quelle disegnate nel seguente grafico:
10~
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Le curva gialla si chiama la separatrice.

3 - Usando il ragionamento della domanda precedente, troviamo che

e se —1/4 < E <0 il moto & periodico.

e se F > 0 il moto é aperto, e tende a un moto ballistico dove la velocita & costante.
e se £ = —1/4, il moto ¢é costante.

e se £ =0 é& aperto, ma la velocita decade come 3.

4 - Consideriamo il limite delle piccole oscillazioni: prendiamo E = —1/4 + €2 per € piccolo.
Il periodo del moto é
e .
T=1v2 / dx
a5 )

dove j:asgt) sono le quattro soluzioni di U (ixg)) = F. Cambiamo variabili passando a u :=
avg) + (wg_) - :L‘(_))u:
1

+ (2 — 2 )

1
T = \/i(a:g) - :ch))/ du
0 \/E -U (:U(E_)

Abbiamo

1 = 1 +e

==

(25
quindi
€
2 =25 (15 g) +O(&)
¢ 1
U@RYS(141)) = -7+ 9t2 + O(t?)

quindi

1 1
T:25/3€/ du ! :22/3/ du é—i-@(e)
0 Ve du(l — u) + O(e3) 0 u(l—u)
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cambiamo variabili passando a v := \/u:

lim T = 2°/3 — 22/3,

1 1
/ o —
e—0 0 V1—102

ESERCIZIO 4. Un punto materiale di massa m = 1 si muove sulla retta R sotto I'effetto di una
forza conservativa di energia potenziale

V(z) =z + 2sinz.
Dopo aver scritto ’equazione del moto e aver determinato un integrale primo:
e si disegni il grafico dell’energia potenziale,
e si determinino i punti di equilibrio del sistema
e si disegnino le curve di livello nel piano (z, )

e si identifichino i dati iniziali che producono: (i) moti non limitati, (ii) moti limitati. In
quest’ultimo caso si discuta quando il moto ¢ periodico o aperiodico.

Soluzione: L’equazione del moto &
i=-V'(z)=—1—2cosx

L’energia
1
E =i+ V(z)

é un integrale primo:

E=%&(Z+1+2cosz)=0.

1 - Il grafico dell’energia potenziale é:

_10L
2 - I punti critici dell’energia potenziale (i.e. gli z tali che U'(z) = 0) sono

2 2
ap = ?W + 2km, by = —% + 2km



con k € Z. Gli a sono massimi e gli by sono minimi. Inoltre, abbiamo

2 2
Viay) = 5 +2kn+V3, V() = - +2kn— V3

quindi V (bg41) > V(zp_1) (perché 47/3 > 4 > 2 > /3).

3 - Le curve di livello per una energia F fissata sono determinate da

i(z) = +/2(E -V (2)) = £/2(E — z — 2sinx).

Se E € (V(bky1),V(ag)), V(z) = E ha 3 soluzioni: zp < 25 < Sﬂg), e &(x) ¢ definito
per < Tp e per x € [x%_),azg')]. Come V’(a:g)) #0eV'(xg) #0, j:’(:vgc)) =+tooe
i/ (xg) = +oo. Inoltre &(z) ~ +x per x — —oo.

Se E € (V(ak—1),V(bg+1)), V() = E ha una soluzione: zg, e &(z) é definito per x < zp,
e ©'(xp) = £oo. Inoltre &(z) ~ +z per x — —oo.

Se E = V(b), z(x) é definito per z = by e per x < xp dove xp ¢ la soluzione di V(zg) = F
diversa da by. @(by) =0, @' (xp) = too e &(x) ~ £z per x — —00

Se E' = V(ay), V(z) = E ha due soluzioni: a; < =g, e #(x) ¢ definito per < aj, e per
x € [ag, zg), e ' (xg) = £o0, i’ (ap) = £3'/4/2. Inoltre &(z) ~ £z per z — —oc.

Le curve di livello avranno la forma di quelle disegnate nel seguente grafico:
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4 - Usando il ragionamento della domanda precedente, troviamo che

se (0) < zg dove zg ¢ la piu piccola delle soluzioni di V(zg) = E e se E # V(ay,) allora
il moto non ¢ limitato.

o se £ € (V(bgy1),V(ar)) e 2(0) € (bgt1,ar) allora il moto é limitato e periodico.
e se £ =V (b) e z(0) = by allora il moto ¢ costante.

e se £ =V(ay) e z(0) > a, allora il moto ¢ limitato e aperiodico.
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