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1. (10 punti). Si consideri il sistema lineare
T =ar+ay
=z +4dy+a+l

con o € R.

1. Si discuta per quali valori di « il sistema ammette punti di equilibrio. Per
tali valori di « si identifichino i punti di equilibrio e se ne studi la stabilita.

2. Si scelga a proprio piacimento un valore di « per cui il sistema am-
mette punti di equilibrio e si scriva la soluzione generale del problema
corrispondente.

3. Come al punto precedente, per un valore di « per cui il sistema non
ammette punti di equilibrio.

a o« 0
A.<a2 4>, b.(aH)

e x := (x,y), cosicché 'equazione si pud riscrivere come

Soluzione: Sia

x=Ax+b.

1-1 - Il determinante di A ¢
det A = a(4 — o?)

quindi A e invertibile se e solo se a # 0, £2. In questo caso, ¢’¢ un unico punto
di equilibrio

1 4 —a 0 a+1 1
o A-lp o
Xx=-—A"b= a(4—a2)<—a2 o )(0""1)_4—@2(—1)'

Se invece o = 0, allora ci sono oo! punti di equilibrio, della forma

- Zo
X = (_1/4) , VzoeR.

Se a = 42, allora non ci sono punti di equilibrio.

1-2 - La traccia (la somma degli autovalori) e il determinante di A (il prodotto
degli autovalori) sono

TrA=4+a, detA=a(4—a?)



quindi se @ < —4 allora TrA < 0 e det A > 0, dunque la parte reale dei due
autovalori di A ¢ negativa, quindi il punto di equilibrio ¢ stabile. Se invece
a > —4, allora Tr A > 0 dunque almeno uno degli autovalori di A ha una parte
reale positiva, quindi i punti di equilibrio sono instabili. Se o = —4, allora
Tr A =0edet A > 0 quindi gli autovalori sono opposti, immaginari e diversi da
0, quindi il punto di equilibrio ¢ stabile.

2 - Un valore di a per cui il sistema ammette punti fissi e il calcolo della
soluzione generale dell’equazione ¢ particolarmente semplice € « = 0. In questo

caso, l’equazione si scrive
=0
y=4y+1

e quindi la soluzione generale e

T =a, y:be‘“fi

per (a,b) € R?.

3 - Prendiamo o = —2. L’equazione si scrive

=2z +y)
y=4(z+y)—1
quindi

%(x+y):2(m+y)—1

cosicché
ot , L
r+y=ae’ + 3

per a € R. Segue che

i =—2ae* -1

quindi
x=—ae®t —t+b

perbeR, e

1
y:(:v+y)—x:2ae2t+t—b+§.

2. (7 punti). Si consideri il sistema meccanico unidimensionale su (—o0, +00)
. g2 g2
&= —4nze™™ cos(2me™ ")

. Si determini una costante del moto.
. Si disegni il grafico dell’energia potenziale.

. Si determinino i punti di equilibrio e se ne studi la stabilita.

= W N

. Si disegni il grafico delle traiettorie nel piano delle fasi.



5. Si identifichino i dati iniziali corrispondenti a moti periodici, e se ne scriva
il periodo nella forma di un integrale definito.

6. Si identifichino i dati iniziali corrispondenti a moti aperti, e si discuta se
le soluzioni corrispondenti sono globali o no.

Soluzione:

1 - Notiamo che

d
—Arze™® cos(27re_’”2) =——(- sin(27re_”2))

dz

quindi se
2
U(x) := —sin(2me” )
allora
1.,
E = 2%+ U(x)

¢ una quantita conservata.

2 - Studiamo U(z) su = € [0,00), e completiamo il grafico usando U(—z) =
U(z). Il segno di U’(x) & determinato da 2me=".

e Sez € (0,1/log(4/3)), allora 2re™*" € (37/2,2n) quindi U’(z) > 0.
e Se z € (y/log(4/3),y/log4), allora 2me=2" € (n/2,3m/2) quindi U'(z) <
0.

e Se z € (vIog4, 00), allora 2re~*" € (0,7/2) quindi U’(z) > 0.

1l grafico di U(x) &

-05+

10+

3 - I punti di equilibrio sono i punti critici di U, cioe Zg = 0, ;Egi) = ++/log(4/3)
e i’éi) = £+/log4. I punti fgi) sono massimi locali di U, quindi sono instabili.

(+)

Invece Z5 7 e Zo, essendo minimi locali di U, sono stabili.



4 - Le traiettorie nel piano delle fasi seguono dal grafico di U e hanno la seguente
forma:

5 - I dati iniziali corrispondenti a moti periodici non banali sono quelli con
[E<0]o[0<E<1elz(0)] <+/log(4/3)]. Il periodo del moto &

T4 1
= da’,‘—.
g 2/1_ V2(E —U@)

dove, nel caso in cui £ < 0, z_ e x4 sono le due soluzioni positive di U(z) = E;
invece, nel caso 0 < E < 1 e |z(0)] < 4/log(4/3), abbiamo che z_ = —z4 con
x4 la pid piceola radice positiva di U(x) = E.

5 - I dati iniziali corrispondenti a moti aperti sono quelli con [0 < F < 1 e

|z(0)] > /log(4/3)] o [E = 1 e |z(0)| # +/log(4/3)] o [E > 1]. L’energia

potenziale & limitata dal basso, quindi il moto & definito globalmente.

3. (4 punti). Un corpo rigido ¢ costituito da una barretta omogenea di sezione
trascurabile di lunghezza ¢ e densita lineare A = £/m, ai cui estremi sono fissate
due masse puntiformi di massa 2m e 3m, rispettivamente.

1. Si determini il centro di massa del sistema.

2. Si calcoli la matrice d’inerzia del corpo rispetto al suo centro di massa, si
identifichino gli assi principali di inerzia e si calcolino i momenti di inerzia
corrispondenti.

Soluzione:

1 - Consideriamo un sistema di coordinate tali che la barretta sia diretta lungo
lasso z, la massa 2m sia in (0,0,0) e la massa 3m in (0,0,¢). Il centro di
massa della barretta senza le due masse ¢ situato in (0,0,£/2), quindi il centro
di massa del sistema ¢ lo stesso di un sistema di tre masse puntiformi di masse
2m, m e 3m posizionate rispettivamente in (0,0, 0), (0,0,¢/2) e (0,0, ¢). Quindi



la posizione del centro di massa e

7
(0, 0, 124) .

2 - Abbiamo

4 2
7 13
ded [z — —=0) =ml*—
/0 : (Z 12> " T4

quindi la matrice d’inerzia del sistema &

con

L, 0 0

I=(o0o 1, 0

0 0 0
13 249 3x25 31
L=1I= 62(— it 7): 220
L= =mO g T T 24

Gli assi principali di inerzia sono quindi ’asse z (con momento 0) e tutti gli assi
del piano (z,y) (con momento m¢?31/24).

4. (9 punti). Una massa puntiforme m & vincolata a muoversi sotto 1'effetto

. . . . — 2 2 2
della forza peso sulla superficie di equazione cartesiana z = —fe~(* T¥)/¢ dove
¢ & una costante positiva.

1.

Si parametrizzi la superficie del vincolo usando coordinate polari sul piano
orizzontale, i.e., usando coordinate p, 6 tali che x = pcosf e y = psin6.

. Si scriva la Lagrangiana del sistema, usando come coordinate Lagrangiane

le variabili (p, 8, p,6). Si riconosca che 8 & una variabile ciclica.

Si ricavino le corrispondenti equazioni di Eulero-Lagrange. Si riconosca
che tale sistema di equazioni ammette due grandezze conservate: ’energia
meccanica F e un secondo integrale primo, che chiameremo A, associato
alla variabile ciclica 6.

Usando la conservazione di A, si elimini la dipendenza di 6 nell’espressione
di F, e si esprima cosi I’energia meccanica del sistema in funzione di p, p
e di A nella forma E = mp?K(p)/2 + Vers(p) con K(p) > 0: qual ¢
Uespressione della funzione K (p) e del potenziale efficace Vesr(p)?

. Si ricavi I’equazione delle traiettorie della coordinata radiale nel piano

delle fasi (p,p). Si studi il grafico di Vesp al variare di E e di A e si
discuta la natura qualitativa del moto radiale.

. Si discutano le condizioni per cui il moto complessivo e periodico e se ne

calcoli il periodo in termini di un integrale definito.

Soluzione

1 - In coordinate polari, il vincolo si scrive

2 2
z=—le ",



2 - La velocita ¢ data da

pcos — pfsin
Xx= | psinf+ phcosb
Qppe’pQ/é2 /¢

quindi la Lagrangiana e

. m

L(p,0;p,0) = 5

La Lagrangiana ¢ indipendente da 6, quindi 6 € una variabile ciclica.

2
(p? + p%0%) + 2771[)2%26_2”2”2 + mgle= /7

3 - Le equazioni di Eulero-Lagrange sono

2 . 2
mp (1 + 422@2"2/22> = mpb? — 4mp’2€%e*2p2/e2 <1 — 2;) — 2mg%67’)2
d 97
— 0)=0
prada)
L’energia meccanica
2
E= %(;ﬁ + p%6%) + 2mp2%6*2p2/€2 - mgée*’ﬁ/e2
e .
A:=mp°f
sono due grandezze conservate.
4 - L’energia si scrive
m .o > 2P —2p2 /02 —p2/0? 1 2 F
E= oP + 2mp? +2mp 2° — mgle =35me (p) + Vers(p)
dove

2
K(p):=1+ 42—25292/52 >0

2

507 —mgﬁe_pz/ez.
mp

Verr(p) =

5 - Dall’espressione dell’energia si trova

2B Vi)
PER T R

Abbiamo 12
. P 202
e/ff(p) = —W + 2mgze r/



quindi V/;, > 0 se e solo se

11 grafico di z%e™% ¢
0.5f
0.3f

01f

ed il suo massimo & 4e~2, quindi se A%/(2m?g¢3) < 4e~? allora il grafico di V¢
¢ dalla forma

010}

005}

-005|-

—010k

se A?/(2m?gl3) > 4e~? allora il grafico di V.zs & dalla forma




e se A%/(2m?gl®) = 4e~? allora il grafico di V. ¢ dalla forma

10}
o8l

06l

1 2 3 4

o Se A2/(2m?gl3) < 4e=%2 e E < 0 allora il moto radiale & periodico. Se
invece ¥ > V, dove V5 e il valore del massimo locale di Vy¢, allora il
moto radiale & aperto. Se 0 < E < V5 e p(0) < pg dove Veps(p2) = Vo e

VZ;;(p2) = 0, allora il moto radiale & periodico. Se p(0) = p2 e p(0) =0,

e
& costante. Negli altri casi, & aperto.

e Se A%/(2m?2gf3) > 4e~? allora il moto radiale & aperto.

e Se A?/(2m?g¢3) = 4e? allora il moto radiale & aperto eccetto nel caso in
cui p(0) = v/2¢ e p(0) = 0 per cui il moto radiale & costante.

6 - Se il moto radiale ¢ periodico di periodo

/P+ mK( )
2(E = Vess(p))

allora il moto complessivo & periodico se e solo se

[ A K(p)
M"2/p W \/ (B — Vg s(9))

A6
—-Lco
21 q

¢ tale che

In questo caso, il periodo del moto complessivo ¢ ¢7),. Se il moto radiale ¢
costante, il moto complessivo & periodico di periodo 2wmp?/A.



