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CAPITOLO 1
Aspetti generali

1.1. Introduzione

La Matematica rappresenta uno strumento essenziale nella comprensione
del mondo reale, attraverso la costruzione di modelli matematici che permetto-
no di fare descrizioni e previsioni sui fenomeni di interesse. In generale, un mo-
dello matematico si basa su leggi generali (quali, ad esempio, la seconda legge
della dinamica) e su leggi costitutive specifiche del sistema in esame (ad esempio
la legge di Hooke sulle forze elastiche).

Nella costruzione di un modello matematico occorre innanzitutto stabilire
il numero di parametri reali indipendenti necessari per descrivere lo stato del
sistema. Dopodiché, le leggi generali e le relazioni costitutive potranno essere
codificate in equazioni che legano tra loro questi parametri.

Alcuni fenomeni fisici richiedono un numero finito di tali parametri. Le-
sempio principe e fornito dalla meccanica newtoniana, che descrive il moto di
corpi pesanti, di dimensione trascurabile rispetto alle osservazioni, in termini
di punti materiali liberi di muoversi nello spazio. In questo caso i parametri ne-
cessari ad individuare lo stato del sistema sono naturalmente forniti dall’insie-
me delle posizioni e velocita dei punti materiali. Inoltre, I’evoluzione di questi
punti & governata dalle leggi della dinamica che, per assegnate leggi di forza (ad
esempio la legge di gravita), si traducono in un sistema di equazioni differenzia-
li ordinarie. In effetti, come nel caso newtoniano appena descritto, molti altri
modelli di interesse si scrivono in termini di sistemi di equazioni differenziali
ordinarie.

Esiste ora una vasta classe di fenomeni la cui descrizione richiede un nume-
ro infinito di parametri reali indipendenti. Un esempio importante & costituito
dai modelli della fisica dei mezzi continui, in cui si vuole descrivere il compor-
tamento macroscopico della materia, rinunciando al dettaglio microscopico ed
atomico della stessa.

Consideriamo, ad esempio, una mole di gas, costituita da N ~ 10%2 moleco-
le. E inutile ed impossibile seguire il moto delle singole molecole, nello spazio
delle fasi RS di tutte le posizioni e velocita. Viceversa, per una descrizione ma-
croscopica del gas, sotto opportune condizioni (gas ideale) possono essere suf-
ficienti poche grandezze macroscopiche, precisamente la densita p(x, ) € R,
la velocita v(x, 1) e R3 e la temperatura T'(x, t) € Ry di un “volumetto” dx di gas
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FIGURA 1.1. Un gas (N ~ 10 punti materiali)

centrato in x € R? e valutate al tempo ¢. Si presti attenzione che x sono coordi-
nate macroscopiche, nel senso che il volumetto dx & estremamente piccolo in
tali unita di misura ma ciononostante esso contiene moltissime molecole.

In effetti, sotto opportune ipotesi sullo stato del sistema e sul tipo di misura-
zioni che si vogliono eseguire, questa descrizione “ridotta” e possibile, nel senso
che queste grandezze sono ben definite (ovvero misurabili) ed i loro valori pre-
dicibili attraverso la soluzione di opportune equazioni (chiuse nelle incognite
o,v, T), che completano la definizione stessa del modello.

Pittin generale, la meccanica dei mezzi continui studia modelli fenomenolo-
gici (i corpi continui) adatti a descrivere solidi (non rigidi) o fluidi nei casi in cui
le scale dei fenomeni osservati siano cosi grandi da poter trascurare la struttura
molecolare della materia. Le incognite di queste descrizioni ridotte sono costi-
tuite da una o piu funzioni scalari u(x, t) (spesso dette campi). Nell’esempio
precedente, abbiamo cinque campi scalari: la densita p(x, ), le tre componenti
del campo di velocita v(x, t) e la temperatura T(x, t). Trattasi quindi di sistemi
con un numero infinito di gradi di liberta (i valori u(x, t) del campi u al tempo
t € Rin ciascun punto x € R® dello spazio).

Anche al di fuori della meccanica dei mezzi continui, vi sono molti fenomeni
che richiedono direttamente una descrizione in termini di campi. Ad esempio
la teoria dell’elettromagnetismo, in cui le grandezze fisiche osservabili sono il
campo elettrico E(x, t) € R® ed il campo magnetico B(x, t) € R® (dunque sei cam-
pi scalari). Oppure la meccanica quantistica, in cui le leggi del moto sono scritte
in termini di un particolare campo complesso ¥ (x, t) € C, detto funzione d’'onda.

Avviene ora che la maggior parte delle leggi generali o fenomenologiche si
esprimano attraverso equazioni alle derivate parziali (EDP) che devono essere
soddisfatte dalle funzioni incognite.

1.2. Equazioni alle derivate parziali

Diamo alcune definizioni di base sulle EDP, supponendo per brevita che vi
siaun’unica funzione incognita u(y) delle variabili indipendenti y = (y1,...,¥») €
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9, con 2 dominio aperto di R”. Una EDP per « di grado k € N &€ un’equazione
della forma

(y, u(y), Du(y),...,D* tu(y), Dfu(y) =0 (ye2), (1.1)
dove
o @xR”x~--xR”k_l ank—>|R{

€ una funzione assegnata e, per ogni p € N, DPu(y) indica I'insieme di tutte le
derivate parziali di ordine p della funzione u nel punto y. In particolare, iden-
tifichiamo Du con il gradiente trasposto (Vi) e D?u con la matrice hessiana,
OVVero

5u 5u ay? Y 0y10yn Y
Du(y) = |=— »|, D*u(y)= . :
oy OYn ’u %u
0ynoy1 ay;

L'equazione (1.1) & detta lineare se ® € una funzione lineare di u e di tut-
te le sue derivate. E invece detta semilineare se ® & una funzione lineare delle
derivate di ordine k con coefficienti che dipendono unicamente dalla variabi-
le indipendente y. E infine detta quasilineare se ® & una funzione lineare delle
derivate di ordine k con coefficienti che possono pero dipendere anche da u e
dalle sue derivate di ordine pit1 basso.

Analogamente al problema di Cauchy per le equazioni differenziali ordina-
rie, possiamo chiederci sotto quali condizioni esiste ed € unica la soluzione u(y)
di una EDP. E ragionevole supporre che occorra dire qualcosa sul valore di u e
delle sue derivate di ordine piu basso sulla frontiera 02 del dominio &, ovvero
fissare le condizioni (o dati) al bordo del problema. L'equazione (1.1) con asse-
gnate condizioni al bordo sara un problema ben posto se si ha esistenza, unicita
ed una qualche dipendenza continua dai dati al bordo della soluzione.

Ricordiamo che, tranne che nel caso k =1 e nel caso delle equazioni lineari,
non esiste una teoria generale consolidata delle EDP come nel caso delle equa-
zioni differenziali ordinarie ('analogo dei teoremi generali di esistenza ed uni-
cita). Sono state invece largamente studiate e comprese specifiche equazioni di
particolare importanza in matematica o altre discipline.

1.3. Un esempio: la diffusione lineare

Abbiamo gia osservato che un modello matematico si ottiene combinando
leggi generali con leggi costitutive specifiche del particolare sistema che si vuole
descrivere.

In meccanica dei mezzi continui, le leggi generali sono ad esempio le equa-
zioni di bilancio, quali la conservazione di massa, energia, quantita di moto,
mentre le leggi costitutive sono le proprieta che differenziano una classe di corpi
continui da un’altra (per esempio la legge di Hooke per i solidi elastico-lineari, la

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021
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J(y,1)

v(y)

FIGURA 1.2. La materia che attraversa I'’elemento di superficie
do(y) nell'unita di tempo € pariado (y) J(y, £) - v(¥).

legge di Fourier sulla propagazione del calore, la condizione di incompressibilita
di alcuni fluidi, ecc.)

Discutiamo in dettaglio 'importante esempio della diffusione lineare. Sup-
poniamo che c(x, t) sia una funzione non negativa ed integrabile, che interpre-
tiamo come la concentrazione di una sostanza distribuita nello spazio R al
tempo ¢. Supponiamo che

(i) la sostanza non viene creata o distrutta ma semplicemente trasportata;

(ii) esiste una funzione vettoriale J(x, t), detta corrente, tale che il suo flusso
sia pari al tasso istantaneo di massa che attraversa I'unita di superficie.

Quindi, per una qualsiasi regione limitata V con frontiera regolare 8V, il bilancio
sulla variazione di massa della sostanza ivi contenuta si scrive

d
—fdxc(x, n:—f do() I, B v(y),
dr Jv ov

essendo do (y) la misura di superficie e v(y) la normale a 0V in y diretta ester-
namente a V, vedi Figura 1.2. Ma

d oc
L axen= [ dxZix ¢
dtfv xenn fvxat(x )

e, per il teorema della divergenza,
f doJ(y,0)-v(y) =f dxdivJ(x, ),
v v

dove la divergenza di un campo vettoriale V (x) € R? scritta in coordinate carte-

siane hala forma
d

divV(x)=V-V(x)=)_ ?(x).

i=19Xi
fdx
1%

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021

Pertanto

0C . 1)+ divi(x, 0| =0
—(x, ivJ(x,0)| =0.
ar
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Vista l'arbitrarieta nella scelta di V deduciamo che c(x, t) deve soddisfare la
seguente equazione, detta equazione di continuita,

dc . d
E(x, H+divj(x,t) =0, (x, 1) eR* xR. 1.2)

Lequazione di continuita & una legge generale (stabilisce la conservazione
di una grandezza fisica), che deve ora essere accompagnata da una qualche rela-
zione costitutiva, propria del sistema specifico in esame, che permetta di legare
la funzione di corrente J alla concentrazione c¢ della grandezza. Consideriamo
qui il caso della diffusione, ovvero supponiamo che

(i) il trasporto di massa avviene attraverso la dispersione della sostanza in
un mezzo (un gas in un altro gas, un soluto in un solvente, ecc.);

(ii) tale dispersione e causata dalle interazioni disordinate con le molecole
componenti il mezzo (quindi senza direzioni privilegiate).

In particolare, la sostanza diffonde dalle zone a concentrazione maggiore verso
le zone circostanti a concentrazione minore. La piu semplice scelta per la cor-
rente consistente con tale comportamento & quella dettata dalla legge di Fick:'

J(x, 1) =-DVce(x, 1), (1.3)

dove D e una costante positiva e V & il gradiente (rispetto alle variabili spaziali
x € R%). Inserendo la legge di Fick nell'’equazione di continuita troviamo

)
a—(;(x, 1) +div(—DVe(x, 1) = 0.

Ma div(—DVc(x, 1)) = =Ddiv(Vce(x, 1)) = —DAc(x, t), dove A := divV & 'opera-
tore di Laplace (o laplaciano) in dimensione d, che in coordinate cartesiane si
scrive, per ogni U = U(x) funzione numerica regolare,
d 02U
. 2
AU(x)=divVU(x) =V-VU(x) =TrD“U(x) = Z Y% (x). (1.4)
i=1 0X;

Dunque c(x, t) soddisfa la legge di diffusione
@(x 1) = DAc(x, 1)
al’ ) - ) )

che & un’equazione alle derivate parziali nella funzione incognita c(x, f). Tale
equazione & nota anche come equazione del calore, poiché fu introdotta per la
prima volta nella descrizione della propagazione del calore in un mezzo solido,
isotropo ed omogeneo.

15i osservi che la legge di Fick prevede una dipendenza lineare della corrente dal gradiente
di concentrazione. E ragionevole attendersi che questa sia una buona approssimazione nel caso
di gradienti piccoli, ovvero che la legge di diffusione lineare sia adeguata a descrivere fenomeni
in cui le variazioni di concentrazione nello spazio non siano troppo grandi.

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



6 ASPETTI GENERALI

1.4. Equazioni della fisica matematica

In queste note studieremo alcune equazioni fondamentali della fisica ma-
tematica e certe generalizzazioni di queste. Precisamente, le equazioni fonda-
mentali che analizzeremo sono

(1) 'equazione del trasporto lineare,

ou

E(x, )+ Vu(x,t)-F(x,t)=0;
(2) I'equazione di Liouville,

0

a—‘t’(x, 1) +divip(x, OF(x, )] = 0;

(3) I'equazione delle onde,

02_u(x 0 =cAu(x, 1);
atz ) - ) M

(4) le equazioni di Laplace,
Au(x)=0

e di Poisson,
Au(x) + f(x)=0;

(5) I'equazione del calore (o della diffusione),
O 5= DAuCx, 1);
6t ) - ) )

dove f(x) € R, F(x,t) € R? sono funzioni assegnate delle variabili spaziali x =
(x1,...,x4) e della variabile temporale ¢, i parametri ¢, D sono positivi, il gra-
diente V ed il laplaciano A sono relativi alle variabili spaziali x. Nei casi (3), (4)
e (5) considereremo solo i casi di dimensione spaziale d = 1,2, 3. Tra le genera-
lizzazioni, studieremo in particolare le versioni non omogenee delle equazioni
d’onda e diffusione,

P

or?
dove f(x,1) €R.
Tutte queste equazioni condividono tra loro due caratteristiche importan-

ti: sono lineari e di ordine non superiore al secondo (precisamente sono del
secondo ordine tranne le prime due che sono del prim’ordine).

9 ou
(x, ) =cAu(x, ) + f(x, 1), E(x, 1) = DAu(x, t) + f(x, 1),

Ricordiamo brevemente alcuni fatti generali sulle equazioni lineari del se-
condo ordine, la cui forma piu generale &

n 2

Y Aii(y)

ij=1

ou (y)+iB-(y)a—u(yHC(y)u(ny(y)—0 (ye2), (1.5)
0yi0y; i=1 l dyi ' '

con A(y) e R™", B(y) e R" e C(y), f(y) € R funzioni assegnate di y € 2 < R".

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



1.4 EQUAZIONI DELLA FISICA MATEMATICA 7

Lequazione e detta omogenea se f(y) = 0. Poiché siamo interessati a solu-
zioni regolari u € C?%(2), I'ordine di derivazione & ininfluente, quindi
n ’u noA (D +Aj () 0%u

A iy = ),
,-,jzzl " ayidy; ,-,J-Zzl 2 dyidy;

cosicché, senza perdita di generalita, possiamo assumere A(y) = A(y)T, ovvero
A(y) una matrice simmetrica. Questo significa che A(y) ha autovalori reali per
ciascun y € 9. Siano ny(y), n4+(y), n—(y) il numero di autovalori rispettivamente
nulli, positivi, negativi di A(y) (ciascuno contato con la propria molteplicita).
Cio premesso, 'equazione viene detta

o ellittica (nel punto y) se n.(y) = n oppure n_(y) = n;
« iperbolica (nel punto y) se nyg(y) =0e ny(y) —n_(y) # +n;
 parabolica (nel punto y) se ng(y) > 0.

Posto y = (x,1) € R*1 i vede immediatamente con questa notazione che
le equazioni delle onde, di Laplace, di Poisson e del calore hanno matrice A
diagonale ed indipendente da y. In particolare
2
. L . -cI; O
(1) Lequazione delle onde & iperbolica: y = (x, t) € R%*!, A(y) = ( of d ld)'
d

(2) Le equazioni di Laplace/Poisson sono ellittiche: y = x € R, A( y) =1,.
(3) Lequazione del calore & parabolica: y = (x, t) € R*1, A(y) = (_(l));ld Ood).
d

(dove I; € R4*4 & 1a matrice identitd, 04 & il vettore nullo di RY).

Concludiamo ricordando una proprieta fondamentale delle EDP lineari, il
cosiddetto principio di sovrapposizione, che € una proprieta basilare nelle diver-
se strategie di risoluzione delle equazioni lineari. Enunciamo tale proprieta nel
caso delle equazioni del secondo ordine (1.5), che riscriviamo nelle due forme

Lu =0 (equazione omogenea), Lu+ f =0 (equazione non omogenea),

con L I'operatore differenziale lineare
n 2 n
L= Ay

0
Bi(y)a— +C(y).
i,j=1 1 Vi

Immediata conseguenza delle ovvie relazioni
L(u+v)=Lu+Lv, L(cu)=cLu, Vuve C*@)Vce R,
¢ il preannunciato principio:

TEOREMA 1.1 (Principio di sovrapposizione). Se u;(y), u2(y) sono soluzio-
ni dell’equazione non omogenea con termini noti f1(y), f2(y), ogni combinazione
lineare u(y) = cyuy (y) +cou2(y), c1, ¢2 € R, e soluzione dell’equazione non omoge-
nea con termine noto f(y) = c1 f1(y)+c2 f2(y). In particolare, combinazioni linea-
ri di soluzioni dell'equazione omogenea sono anch'esse soluzioni dell’equazione
omogenea.
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CAPITOLO 2
Trasporto lineare ed equazione di Liouville

2.1. Preliminari

Ricordiamo alcuni fatti dalla teoria delle equazioni differenziali ordinarie.
Sia F € CF(RY x [R;Rd) una funzione vettoriale regolare (k = 1) tale che il proble-
ma di Cauchy,

{X(t) = F(x(0),1), 2.1)

x(l-O) =X,

ammetta soluzione globale nel tempo per ogni dato iniziale (x, fy) € R% x R. Nel
seguito indicheremo con ®(x, fy, t) = ®"%(x) la soluzione del problema (2.1).
La famiglia di trasformazioni {®""} definisce una famiglia a due parametri di
diffeomorfismi (di classe C*) di R? in sé, ovvero gode delle seguenti proprieta:

o e CFRY xR x R;RY);
o 0 ;R — R4 ¢ un diffeomorfismo C¥ per ogni t, t € R;
e =L o@Sh, QO =Id Vip,s r€R.

Tali proprieta seguono dai teoremi di esistenza, unicita e regolarita rispetto ai
dati iniziali del problema di Cauchy per sistemi di equazioni differenziali ordi-
narie. Inoltre, dalla ovvia relazione ®>% o ! = ! o "% = [d e dalla regola di
derivazione delle funzioni composte, si ha

@)L=l (DOY0(x)"! = DOV (@(x) Vig,teR YxeRY, (2.2)

dove D®" (x) & la matrice jacobiana della trasformazione,

Ly

(DO (x)]; i = ——(x).
J ax]'

Osserviamo infine che nel caso particolare di sistemi autonomi, in cui cioe la
funzione F = F(x) non dipende esplicitamente dal tempo, traslazioni temporali
di soluzioni sono ancora soluzioni. In particolare, posto ®!(x) := ®"0(x) si ha
®bh(x) = @' (x). La famiglia {®’} forma ora un gruppo ad un parametro di
diffeomorfismi di R? in sé, ovvero

o ®e CFRY x R;RY);
e ®':R% - R% & un diffeomorfismo C* per ogni ¢ € R;
¢« P =Q'o® Vs, reR, @=Id.

La funzione vettoriale F(x) = %dﬂ (x) 0 e detta generatore del gruppo.
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2.2. Equazione del trasporto lineare

Come gia osservato in Sezione 1.1, si scrivono in termini di sistemi differen-
ziali del tipo (2.1) molti modelli di evoluzione di sistemi fisici con un numero fi-
nito di gradi di liberta, nel qual caso i punti dello spazio delle fasi R? descrivono
i possibili stati del sistema.

Una funzione reale u su R4, eventualmente dipendente dal tempo, dunque
u = u(x, t), rappresenta allora il valore di una grandezza (o osservabile) del si-
stema quando quest’ultimo si trova nella configurazione x al tempo ¢. La sua
evoluzione nel tempo lungo il moto di dato iniziale (x, fy) € pertanto fornita
dalla funzione composta u(®" (xp), t). Diremo che u(x, t) & un integrale primo
del sistema (2.1) se

u(@"0(x), 1) = u(xo, o)V (xo, fo, 1) R x Rx R.

TEOREMA 2.1. La funzione u € C'(R% x R) & integrale primo del sistema (2.1)
se e solo se e soluzione della seguente equazione alle derivate parziali del primo
ordine,

au d
E(x, H)+Vu(x,t)-F(x,t) =0, (x, 1) eR* xR, (2.3)

dove Vu(x, t) e il gradiente rispetto alle coordinate cartesiane x della funzione u
(U -V denota il prodotto scalare standard tra i vettori U,V € R4).

DIMOSTRAZIONE. Poiché u € C1(R? x R) la condizione di integrale primo e
equivalente a richiedere che

d L, d
U@ (0, 0=0 Y (xo,t0,0) ERIxRxR

Si ha ora,

4@ (), 1 = 24 @0 (xp), 1)+ V(@ (xp), 1) - 6 (xp)
dt 07 at 0/ 0/, dl_ 0

5 (2.4)
_ou i £t £t
= dt((b (x0), ) + V(D" (x9), ) - F(D" ™ (xp), 1).

Supponiamo che u sia soluzione dell’equazione (2.3). Valutandola nel punto
(x, 1) = (®"%(xg), 1) deduciamo dalla (2.4) che u & integrale primo. Viceversa, se
u € integrale primo, sempre dalla (2.4) segue che

ou 6 o d
E(q) 0 (x0), ) + V(D (xp), 1) - F(®"°(xp), 1) =0 Y (X0, o, 1) ER” x R x R.

Valutando quest’ultima equazione per t = ty, ricordando che ®% (xy) = xo ed
essendo (xy, fp) arbitrari, deduciamo che u & soluzione dell’equazione (2.3). [J

Un’equazione della forma (2.3) viene detta equazione del trasporto linea-
re (non consideriamo qui il caso piut generale del trasporto non lineare, in cui
F = F(x,t,u)). La traiettoria ®"%(x,) & detta curva caratteristica (o semplice-
mente caratteristica) uscente da (xo, fo) dell’equazione. Dal teorema precedente
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2.2 EQUAZIONE DEL TRASPORTO LINEARE 11

segue che ogni soluzione u € tale che u(®H% (xp), ) = u(xo, ty), ovvero ogni solu-
zione é costante lungo le caratteristiche. In particolare, la soluzione del relativo
problema di Cauchy,

6—u(x HD+Vulx,t)-Fx,)=0  (x, 1) eR? xR
6t ) ) ) - ) ’ (25)

u(x, to) = up(x) xeRY,

con up € C'(R) e data da u(x, t) = up(®*(x)), ovvero la soluzione in x al tempo ¢
si ottiene “trasportando” il dato iniziale lungo la caratteristica uscente da (xy, o),
dove xg = P! (x).

Notiamo infine che anche il problema di Cauchy non omogeneo,

a_u(x D+Vulx,t)-Fx,t)=f(x,t) (x,t)eRIxR
6t » y y - ) » y (26)

u(x, to) = up(x) xeRY,

con f € C(R x R) assegnata, si risolve in termini delle caratteristiche. Infatti, se
u(x, r) & soluzione di (2.6) la funzione z(s) = u(®>(x), s) ha derivata

. ou g, st st st
z(s) = a—s(d)' (x),8) +Vu(®@>"(x),s) - F(®”" (x),s) = f(P"(x), ).

Pertanto
t
z(t)—z(ty) = | dsf(@5(x),s).
o
Ma z(1) — z(fo) = u(x, t) — ug (@’ (x)) e dunque la soluzione del problema (2.6) si
scrive
t
u(x, 1) = ug(@'(x) + [ ds f(@%'(x), ), 2.7)
[4)
ovvero (per la linearita dell’equazione) pari alla somma tra la soluzione dell’e-
quazione omogenea associata (2.5) di uguale dato iniziale e la soluzione parti-
colare della (2.6) di dato iniziale nullo.

OSSERVAZIONE 2.1. Nel caso autonomo (ovvero con F = F(x) e f = f(x)
indipendenti dal tempo) la soluzione (2.7) si scrive u(x, t) = ii(x, t — ty), con

t
ax, 1) = up(®@ ' (x) + f ds f(@* (), (2.8)
0

dove ®!(x) & il flusso di fase generato da F(x). (Verificare!)

EsEmMPIO 2.1. Consideriamo il caso piti semplice di un’equazione del tra-
sporto lineare omogenea con coefficienti costanti, dunque F(x) = c € R4. Per
I'Osservazione 2.1 senza perdere di generalita possiamo assumere f; = 0. Le ca-
ratteristiche sono quindi le funzioni lineari ®*% (x) = x+ct cosicché la soluzione
dell’equazione del trasporto di dato iniziale 1y prende la semplicissima forma
u(x, t) = ug(x—ct). Altrimenti detto, la soluzione al tempo ¢ si ottiene “traslando
rigidamente” il dato iniziale di |c¢| nella direzione e verso del vettore c. La solu-
zione u(x, t) = up(x — ct) € quindi un’onda viaggiante che si muove nello spazio

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



12 TRASPORTO LINEARE ED EQUAZIONE DI LIOUVILLE

uy(x) . u(x,t) =u,(x—ct)

e

F1Gura 2.1. Esempio di onda viaggiante diretta (¢ > 0) al tempo
t > 0: il grafico dell’evoluta u(x, t) al tempo ¢ del profilo iniziale
up(x) si ottiene traslando di ct verso destra il grafico di u.

con velocita di propagazione c. Nel caso unidimensionale in cui x, ¢ € R, la fun-
zione uy(x — ct) e detta onda viaggiante diretta se ¢ > 0 ovvero onda viaggiante
inversase ¢ <0, vedi Figura 2.1.

2.3. Equazione di Liouville

Supponiamo assegnata una funzione non negativa ed integrabile p(x, t), che
interpretiamo come la densita di massa con la quale una sostanza (ad esempio
un fluido) & distribuita nello spazio R? al tempo t. Come nel caso della diffu-
sione lineare discussa in Sezione 1.3, supponiamo che tale sostanza non venga
creata o distrutta ma semplicemente trasportata e sia J(x, t) la corrente asso-
ciata a tale trasporto. Dunque la densita p e la corrente J sono legate tra loro
attraverso I’equazione di continuita (1.2), ovvero

P
a—‘;(x, N+divyir, =0, (x,0)ecR%xR.

Quale relazione costitutiva, propria del sistema specifico in esame, supponia-
mo ora che il trasporto di massa avvenga mediante la famiglia di diffeomorfi-
smi ®"% generati dal sistema differenziale (2.1). In questo caso, poiché la mas-
sa p(x,t)dx contenuta nel volumetto dx attorno a x si muove al tempo ¢ con
velocita

d o/
v(x, )= —@”" (x) =F(x,1),
ds s=t

abbiamo J(x, t) = p(x, t)F(x, t). Perveniamo pertanto all'equazione di Liouville,!

g—i(x, B +divip(x, 1)F(x,1)] =0, (x,t) € IRid x R. (2.9)

1Si osservi come, rispetto al caso della legge di Fick discussa in Sezione 1.3, si perviene in
questo caso ad un’equazione del prim’ordine.
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2.3 EQUAZIONE DI LIOUVILLE 13

Vogliamo ora mostrare che la soluzione del relativo problema di Cauchy puo
essere espressa mediante le caratteristiche. Osserviamo a tal fine che la massa
contenuta nella regione limitata V;, di R4 al tempo t, deve essere uguale a quella
contenuta nella regione V;, evoluta al tempo ¢ di V;,, ovvero V; := q)t'tO(VtO) =
{xeRe: x=®"h(xg), x0 € Vi, }. Pertanto, posto p(x, fp) = po(x) e detta M(V) la
massa contenuta al tempo ¢ in un generico dominio V, deve aversi

M,(V)) =M, (V)  VV,ccRY

D’altra parte, mediante il cambiamento di coordinate xy = ®%'/(x), si ha
My, (Vi) = f dx po(@™ (x)) | det DO (x)],
Vi

dove D®™(x) & la matrice jacobiana della trasformazione. Se scegliamo ora
Vi, = @(V) con V una qualsiasi regione limitata, dalle precedenti due equa-
zioni otteniamo che

M[(V)=fdxp0(<I>’°”(x))IdetDCI)tO't(x)l VYV ccR?.
14

Per I'arbitrarieta nella scelta di V concludiamo che la densita & definita per tutti
itempi e vale esattamente
p(x, 1) = po (@ (x)) | det DO (x)]. (2.10)

Rimane da calcolare det D®™'’(x). Ricordiamo a tal fine che per il teorema di
Liouville (che dimostriamo nella prossima sezione) il determinante jacobiano &
soluzione dell’equazione

d
I det DO (x) = divF(®"" (x), £) det DO" " (x), (2.11)
con det D® % (x) = 1 essendo ®% =Id. Pertanto,

t
dsdivF(@%%(x), s)
Io

det DO"(x) = exp Vit tyeR.

Sostituendo nella (2.10) abbiamo infine
To

p(x, 1) Po (@ (x)) exp

dsdivF(®>!(x), s)]
t

t
— | dsdivF(@%!(x),s)
12}

= po(®@™(x)) exp

Un’ultima osservazione: essendo div(pF) = Vp-F+ pdivF, se il campo F € sole-
noidale, ovvero divF(x, t) = 0 per ogni (x, 1) € R% x R, allora p(x, t) = po(®™(x))
e 'equazione di Liouville (2.9) coincide con quella del trasporto lineare (2.3).
Questo non deve sorprendere, poiché in questo caso det D®* (x) = 1, dunque il
flusso conserva il volume, |V;| = | V4|, e pertanto il trasporto di massa si realizza
mantenendo costante la densita lungo le caratteristiche.

OSSERVAZIONE 2.2. L'equazione di Liouville possiede anche la seguente in-
terpretazione probabilistica. Supponiamo che ®"% (xp) rappresentil’evoluzione
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14 TRASPORTO LINEARE ED EQUAZIONE DI LIOUVILLE

di un sistema fisico tale che il dato iniziale x( € noto con una qualche incertez-
za. Ad esempio, nel caso di un gas, € praticamente impossibile conoscere con
precisione assoluta 'insieme delle posizioni e velocita di tutte le particelle ad
un tempo iniziale fy. In molti casi e possibile modellare questa incertezza assu-
mendo che lo stato iniziale sia una variabile aleatoria X;,, a valori in R4, la cui
distribuzione di probabilita possieda una densita. Supponiamo quindi che esi-
sta una funzione integrabile pg = 0 con [dxg po(xo) = 1 tale che, per ogni insieme
misurabile V < R?, I'evento {X,, € V} abbia probabilita

[FD(X,;O eV)= /VdX() po()Co).

Poiché I'evoluzione & deterministica, I'incertezza nella conoscenza dello stato
del sistema al tempo ¢ € ottenuta semplicemente “trasportando” lungo le solu-
zioni I'incertezza del dato iniziale. Altrimenti detto, la probabilita che il sistema
si trovi al tempo ¢ nell’'insieme V & pari alla probabilita che esso si trovi al tempo
fo nell’'insieme ® (V). Quindi lo stato del sistema al tempo ¢ & anch’esso una
variabile aleatoria, che indichiamo con X;, tale che

P(X; € V) =P(X;, € D! (V)),

da cui, ripetendo il ragionamento fatto in precedenza,
P(X;eV)= f dx po(®@"(x)) |det DO (x)].
v

Pertanto la variabile X; possiede densita di probabilita pari alla soluzione p(x, t)
dell’equazione di Liouville di dato iniziale p(:, f) = po.

2.4. Teorema di Liouville

Per calcolare la derivata temporale del determinante jacobiano osserviamo
che, essendo il campo vettoriale F(x, t) una funzione regolare,
O*El(x) = x+€eF(x, 1) + R(x, 1,€),

con R(x, t,¢e), g—ﬁ(x, t,€) funzioni regolari ed infinitesime di ordine superiore al
primo per € — 0. Quindi

DOl (x) =1+ eDF(x,t) + o(e).
Notiamo ora che se A € R?*? & un matrice assegnata, detti A,,..., A4 gli autova-

loridi A, siha

da d
det(I+eA)=[](1+ed)=1+€) A;+0(*) =1+eTr A+ O(e?),

i=1 i=1
da cui q
- det(L+e2) | =Tra
Osservando che Tr DF(x, t) = divF(x, t) ne segue che
d
— det DO (x)| = divF(x,1). (2.12)
de e=0

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



2.4 TEOREMA DI LIOUVILLE 15

D’altra parte, per la regola di derivazione delle funzioni composte,
detDO'** " (x) = det D(@'+*" o @ 1) (x) = det [ DO H (@57 (x)) DO (x) ]
=det DO (@"" (x)) det DO"™ (x),

cosicché

d d
o det DO 0 (x) = % det DO!E 0 (x)

=0

d
= 2 detDOME! (@H10 (x))‘ det DO (x)
de =0

=divF(®""(x), ) det DO" " (x),

avendo applicato la (2.12) nell'ultimo passaggio. La relazione (2.11) € dunque
dimostrata.
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CAPITOLO 3
Equazione della corda vibrante: metodo di D’Alembert

3.1. Considerazioni generali

In questo capitolo iniziamo lo studio dell’equazione delle onde,

2, .,

W(x, t)=c"Au(x,t),
per la funzione reale incognita u = u(x, t), x € R te R, cond =1,2,3 la dimen-
sione spaziale, ¢ > 0 una costante assegnata, A I'operatore di Laplace (1.4). Si
perviene a tale equazione e sue generalizzazioni studiando diversi fenomeni fi-
sici. Ad esempio, la propagazione del campo elettromagnetico nel vuoto, delle
onde sonore in un mezzo, oppure le piccole vibrazioni di una corda, membra-
na o solido, attorno ad una posizione di equilibrio, sono governate da questa
equazione.

In questo capitolo studiamo 1’equazione delle onde nel caso unidimensio-
nale d = 1 (detta anche equazione della corda vibrante), in cui essa assume la
forma

u ) 0°u
ﬁ(x, f)=c @(x, ) (x, 1) eERxR. 3.1)

Per prendere familiarita con le proprieta principali della propagazione on-
dosa, presentiamo da subito alcune soluzioni particolari. Notiamo che onde
viaggianti dirette [risp. inverse] con velocita di propagazione c [risp. —c] suf-
ficientemente regolari sono soluzioni dell’equazione (3.1). Pili precisamente,
funzioni del tipo u. (x, t) = up(x F ct) con uygy € C?*(R).

Trale onde viaggianti hanno una particolare importanza le onde armoniche,
Us(x,t) = Acos(kx Fwt+ @) A>0, ¢e€l0,2m).

che rappresentano la propagazione del profilo iniziale uy(x) = Acos(kx+¢) con
velocita ¢ = +w/ k. Notiamo che sono funzioni periodiche di entrambe le varia-
bili ¢ e x, di periodi rispettivamente T = 2n/w e A = 2n/k. Il periodo spaziale
A € detto lunghezza d'onda e rappresenta la distanza tra due creste successive.
Il parametro A viene detto ampiezza d’onda, w & la frequenza angolare e k il
numero d’onda (pari al numero di oscillazioni dell’onda in un tratto spaziale di
lunghezza 27).

Poiché I'equazione delle onde ¢ lineare ed omogenea, una combinazione
lineare di soluzioni & anch’essa soluzione. In particolare, possiamo sovrapporre

17



18 EQUAZIONE DELLA CORDA VIBRANTE: METODO DI D’ ALEMBERT

FIGURA 3.1. Esempio di onda viaggiante diretta al tempo ¢ >0

AWAWA /

2n

FIGURA 3.2. Onda armonica

due onde armoniche con velocita opposte ed uguali ampiezza e fase iniziale,
ottenendo la nuova soluzione di (3.1),

u(x,t) = Acos(kx+wt+ @)+ Acos(kx—wt+¢) =2Acos(kx + @) cos(wt),

che rappresenta un’onda armonica stazionaria. In questo caso infatti il profilo
iniziale uy(x) = 2Acos(kx + ¢) non si propaga, ma € modulato in ampiezza nel
tempo da oscillazioni armoniche: u(x, t) = uy(x) cos(w?).

Gli esempi precedenti mostrano una proprieta generale dell’equazione del-
le onde, ovvero come essa possa dar luogo sia a fenomeni di propagazione che
di oscillazione. L'analisi di questo capitolo mette in evidenza i primi, mentre il
prossimo capitolo e dedicato al metodo di Fourier, che meglio si presta a descri-
vere i fenomeni oscillatori.
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Ly

>
A B

FIGura 3.3. Allungamento del filo dal valore naturale Ly al
valore L dovuto alla tensione 7 applicatain B

3.2. Equazione della corda vibrante: derivazione

3.2.1. Vibrazioni libere della corda. Prendiamo in considerazione un trat-
to di filo AB, omogeneo, perfettamente flessibile e perfettamente elastico, di lun-
ghezza naturale Ly. Fissato 'estremo A, sottoponiamo I’estremo B ad una forza
di trazione gradualmente crescente da zero fino a giungere ad un valore finale
7. Perveniamo in tal modo ad uno stato rettilineo di equilibrio nel quale il filo
ha lunghezza L > L dipendente dalla tensione 7, dunque L = ¢(7), vedi Figura
3.3. La perfetta elasticita implica la reversibilita del fenomeno: diminuendo gra-
dualmente dal valore 7 fino a zero la tensione applicata in B, il filo torna alla lun-
ghezza naturale Ly, restituendo in questa fase tutto il lavoro ricevuto dalla forza
di trazione durante la prima deformazione. Altrimenti detto, il lavoro eseguito
dalla forza di trazione si accumula nel filo sotto forma di un’energia potenziale
elastica, dipendente unicamente dallo stato di deformazione del filo:

L L
U=U(L)=U(Ly) +[ dét () =U(Ly) +f d[(ﬁ_l([)
Ly Ly

(¢ si assume crescente).

Fissiamo ora uno stato di equilibro (7, L) e consideriamo tutti gli stati (7 +
01, L+06L) ad esso prossimi, ottenuti con una variazione (algebrica) infinitesima
01 della tensione. Per la legge di Hooke, I'incremento di tensione 67 corrispon-
dente all'incremento di lunghezza § L & ad esso proporzionale. Altrimenti detto,
¢’ (1) > 0, cosicché invertendo la relazione L = ¢ (1) e sviluppando secondo Tay-
lor al prim’ordine abbiamo 67 = C§L + O((8L)%) con C = (,b’(r)_l. D’altra parte,
per la definizione di U,

L+6L
U(L+8L) - U(L) = f de¢pl(0) =16L+ 061>,
L

essendo (,b_l(L) = 7. Pertanto, a meno di infinitesimi di ordine superiore al pri-
mo in 6 L, approssimiamo U(L+ L) = U(L) + 76 L. Poiché |'energia potenziale &
definita a meno di una costante additiva, possiamo fissare U(L) = 0 ed attribuire
a ciascuno stato di equilibrio (r + 07, L+ 0 L) vicino a (7, L) I'energia elastica

U=16L.
Estendiamo ora quanto stabilito anche alle condizioni dinamiche, in cui

la corda si trova in uno stato non necessariamente rettilineo e stazionario, ma
sempre vicino all’equilibrio forzato (z7,L). Tale estensione e giustificata anche
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(a) S

L+O L T+0T
(b)

\4

L+O L

© — B
A

FIGURA 3.4. Lenergia elastica accumulata non dipende dal pie-
gamento ma solo dalla lunghezza del filo: U(a) = 0, U(b) =
Uc) =106L.

u(.,t)
b M=(x,u(x,t))

o N=(x,0) L

FIGURA 3.5. La configurazione della corda al tempo ¢ & indivi-
duata dal profilo u(:, f) rispetto alla posizione di riposo u(:) =
0.

dall'ipotesi di perfetta flessibilita: il filo non oppone resistenza ad essere piega-
to, cosicché anche in uno stato non rettilineo accumula solo energia potenziale
elastica, vedi Figura 3.4.

Specifichiamo ora le configurazioni dinamiche, ovvero il tipo di moti, che
prendiamo in esame. Assumiamo innanzitutto che gli estremi della corda siano
mantenuti fissi (chiaramente a distanza L). Consideriamo inoltre solo moti pia-
ni, trasversali e piccoli della corda. Quindji, se fissiamo un sistema di coordinate
cartesiane sul piano del moto in modo tale che la corda all’equilibrio giace sul
segmento [0, L] dell’asse delle ascisse, possiamo affermare che la configurazio-
ne della corda rimane individuata da una funzione numerica u(x, t), x € [0, L],
t € R, in modo tale che M = (x, u(x, t)) e il punto geometrico del piano occupa-
to al tempo ¢ dal punto fisico della corda che nella configurazione di equilibrio
si trova in N = (x,0), vedi Figura 3.5. L'assunzione di piccoli moti si formalizza
affermando che studiamo i moti per i quali

ou
lulx, <1, —(x, 0| «1,
ox
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mentre la condizione di estremi fissati si riduce semplicemente ad imporre che
u,)=u(ll,)=0 VteR.

Alla configurazione della corda individuata dal profilo u(-, t) al tempo ¢ associa-

mo I'energia potenziale
L 2 L 2
fdx 1+(0_u) -L =Tf dx 1+(6_u) -1].
0 0x 0 0x
ou

3x | < 1 possiamo trascurare i termini di ordine superiore al secon-

do (usando lo sviluppo V1+ a? = 1+ a?/2+ O(a*)) ed assumere

Ulu, 1] = Idex (a—u)z.
2 Jo 0x

D’altra parte, se p e la densita lineare di massa del filo omogeneo, |'energia
cinetica del tratto di corda che insiste sull’intervallo [x, x + dx] e paria

Ulu(,t))=t6L=1

Nell'ipotesi

_p, (0u) 2
dT—zdx(aJ L O(dx?),

pertanto I'energia cinetica della corda nello stato di moto il cui profilo di velocita
altempo t e g—‘t‘(-, t) siscrive

u p [, (0u)?
T[%—t(-,t)]:zfo dx(a) .

Quindi la lagrangiana della corda con posizione u(-, t) e velocita %—’;(-, r)e

L 2 2
o oup ) p(ou)_T a_u)
ff(u(,t)»a[(»t))_fo dx 2(61,‘) 2(636 '

OSSERVAZIONE 3.1. La corda vibrante € un sistema con infiniti gradi di liber-
ta, lo “spazio delle fasi” e I'insieme delle coppie di funzioni (u, v) = (u(x), v(x)),
x € [0,L], con u(0) = u(L) = v(0) = v(L) = 0. La lagrangiana e il funzionale
% = %£lu,v] su tale spazio tale che

2
B,,z_Z(a_”)
0x

L
ZLlu, v] =f dx
0 2 2

(paria £ |u(, 1), %(-, t)] quando calcolato lungo un moto ¢t — u(, t)).

Possiamo ora costruire il funzionale d’azione del problema. Fissiamo una
qualsivoglia coppia di profili ug, u; € C2([0, L)) tali che ug(0) = u1(0) = up(L) =
u1 (L) = 0 ed introduciamo lo spazio & di tutte le possibili traiettorie della corda
che durante I'intervallo di tempo [0, T] connettono questi due profili, ovvero

Ko ={ueC*([0,L1 x [0, TN): u(0,) = u(L, ) =0,
u(x,0) = up(x), u(x, T) = ur1(x) V(x,0€l[0,L]x[0,T]}

(vedi Figura 3.6). Il funzionale d’azione <« : &y — R & allora
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Eeo Mme X, = we CH(IoLI=Cord) s
Mo (%)
5 T X M=ulxt)
U t) teloT
0 L >k
M<o U=o
My (1) =T
0 L i 0 M =M, L e

FIGURA 3.6. Traiettoria tra i due profili ug e u;.

T T L ? :
_ 0,20 ) = p(u)y_ T O_u)

Lequazione delle vibrazioni trasversali libere della corda € ora derivata dal prin-
cipio di Hamilton. Cerchiamo pertanto di caratterizzare le curve che rendono
stazionaria I'azione «f sopra definita. La variazione u +€h, € € R, di u & ancora
un elemento di &, purché h sia scelta nell'insieme

Hy={he C*([0,L] x [0, T]): h(x,0) = h(x,T) =0,
h0,1)=h(L,t)=0 Y (x,1) €[0,L]x[0,T1}.

La derivata del funzionale in u € &y, che indichiamo con §,< : Hy — R, si
calcola facilmente,

r L au oh au oh
oudlh = dt| dx|p———-T——=—
w11 = .L .L Por ot "oxox
Vogliamo pertanto caratterizzare le u € & tali che
r L 6u o0h 6u oh
de| d ——-1——| =0 VheH,.
‘L .L Porar "oxox = Ho

Applicando il teorema di Fubini e integrando quindi per parti rispetto alla varia-
bile temporale si ha

auah ouoh
dx 242" qr 2ot
[ aef oS ffaat
L
/‘dx ou, .[ dxj‘dt
0

at t
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Analogamente,
ou
—h

ouoh (T whoooT b d%u
dx dr - | dt| dx—=——=h. 3.3
f f 0x 0x fo 0x | — fo fo . 0x2 3-3)

Ma in entrambe le formule precedenti i termini di bordo sono identicamente
nulli per le ipotesi su h, cosicché la condizione di stazionarieta diventa

T L o%u ou
f th/(; dX(—pﬁ az)h 0 VhEH().

Poiché p 5 t2 + Tg 2 & una funzione continua, per il lemma fondamentale del

calcolo delle variazioni concludiamo che u € % e stazionaria se e solo se e
soluzione dell’equazione

2 2
(x, 1) - 62

Le vibrazioni trasversali libere della corda sono pertanto governate dall’equa-

zione delle onde omogenea in dimensione uno,

0’u 02
62(x t)—c FP)

/oa2 (xt)

— (x,1),

con parametro ¢ =+/7/p.

3.2.2. Interpretazione euristica e vibrazioni forzate. Linterpretazione eu-
ristica dell’equazione trovata & piuttosto naturale. Infatti possiamo riscrivere
I'equazione nella forma

d ’u d 0%u

p xﬁ(x, N=rt xa—z(x 1. (3.4)
Il termine a sinistra rappresenta, a meno di infinitesimi O((dx)?), il prodotto del-
la massa per I'accelerazione del tratto di corda che insiste sull’intervallo [x, x +
dx]. Vogliamo allora riconoscere nel termine di destra la forza, agente sul me-
desimo tratto di corda, dovuta alla tensione con il resto della corda. In effetti
possiamo pensare che il tratto di corda in esame sia sottoposto alla somma del-
la forza di tensione — T(x, 1), applicata nell’estremo (x, u(x, t)) e dovuta al tratto
rimanente di corda alla sua sinistra, e della forza di tensione T'(x + dx, t), ap-
plicata nell’estremo (x + dx, u(x + dx, t)) e dovuta al tratto rimanente di corda
alla sua destra, vedi Figura 3.7. Detto a(x, ¢) I'angolo che la direzione tangente
al grafico della corda nel punto (x, u(x, t)) forma con I'asse delle ascisse, poiché

assumiamo g” « 1 possiamo approssimare, al primo ordine,
. ou
sina(x,t) =tana(x, ) = 6—(x, 1), cosa(x,t)=1.
X

La tensione T(x, t) in ogni punto (x, u(x, t)) della corda e diretta sempre lun-
go la tangente per l'ipotesi di perfetta flessibilita. Inoltre, poiché consideriamo
variazioni infinitesime della corda, possiamo assumere che il suo modulo sia
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T(x+dx,t)
u(x+dx,t)
u(x,t) .
-T(x,t
o X  x+dx L

FIGURA 3.7. Forze di tensione che agiscono sul tratto di corda
che insiste sull’'intervallo [x, x + dx].

uguale al valore uniforme all’equilibrio, ovvero | T'(x, )| = 7. Pertanto T'(x, t) ha
componenti

T(x, 1) = T(

. ~71|ou
sina(x, t)

cosa(x, t)) 1
a_x (x; t)

Ne segue che la risultante delle forze di tensione sul tratto di corda ha compo-
nenti

0

Tx+dx,)-T(x,0)=1|0u ou
—(x+dx, 1) - —(x,0)
0x 0x

0
= 52

u
Tdx 3z (x, 1)

Dunque, consistentemente con 'ipotesi di trasversalita del moto, la componen-
te orizzontale della risultante delle forze & nulla, mentre la componente vertica-
le coincide con il membro di destra dell’Eq. (3.4). Lequazione delle onde nel-
la forma (3.4) si interpreta pertanto come la proiezione lungo I'asse verticale
dell’equazione di Newton per il medesimo tratto di corda.

+0((dx)?).

Tale interpretazione conduce ad introdurre anche |'equazione delle vibra-
zioni forzate della corda,
2 2,
pﬁ(x, 1) —T@(x, H=F(x,1),
dove F(x, t) rappresenta la densita per unita di lunghezza di una possibile forza
esterna agente sulla corda. Come nel caso libero riscriviamo I'equazione nella
forma
’u ,0%u
ﬁ(x, f)=c @(x, N+ f(x, 1), (3.5)
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con parametro ¢ = y/7/p ed essendo ora f(x, t) = F(x, t)/ p la densita per unita di
massa della forza esterna. Si osservi che anche tale equazione puo essere dedot-
ta direttamente dal principio di Hamilton. E sufficiente considerare il funzionale

d’azione
T L ) 2 0 2
d[u]z[ drf dx 3(—”) —3(—”) + Fu
0 0 2\ 0t

2\0x
dove il termine — fOde Fu éTenergia potenziale associata alla forza F (indipen-
dente da u) agente sulla corda. 1l calcolo della derivata 6,/ : Hy — R si esegue
come in precedenza e la presenza del termine aggiuntivo (lineare in u) fornisce
ora

’

T L u  d*u
o0, h] = dt|] dx|-p— —— + F| h.
wst 1) fo fo x( Por "o " )

La condizione di stazionarieta 6 ,</[h] = 0 Vh € Hy conduce in questo caso
all’equazione (3.5) per la curva stazionaria u.

OSSERVAZIONE 3.2. L'equazione della corda vibrante (3.5) € stata dedotta
assumendo che gli estremi della corda fossero bloccati nei punti (0,0) e (L,0).
Pil1 in generale, possiamo imporre che essi siano vincolati ad eseguire un moto
trasversale assegnato, ovvero

u(0, t) = a(y), u(L,t) = b(1) VieR,

con af(t), b(t) funzioni fissate. In questo caso il funzionale d’azione & definito
sullo spazio di curve

Kap={ueC?([0,L1x [0, TN: u0, 1) = a(t), u(L, 1) =b(®),
u(x,0) =up(x), ulx, T) =u1(x) V(x,1)€[0,L] x [0, T1}.

Nuovamente la variazione u+¢h di u € &, appartiene a &, ; se e solo se h €
H,, pertanto la condizione di stationarieta per il funzionale d’azione </ conduce
sempre all’equazione (3.5).

3.2.3. Corda con estremi liberi. Supponiamo ora che gli estremi della cor-
da non siano vincolati ma liberi di muoversi (sempre trasversalmente). Questi
estremi possono essere sottoposti a forze di diversa natura. Compatibilmente
con I'approssimazione lineare (rispetto ad u) assumiamo che gli estremi della
corda siano sottoposti a due tensioni assegnate fy(#) e fi(f) e richiamati dalle
posizioni di riposo (0,0) e (L, 0) attraverso due molle elastiche di costanti kj e k
rispettivamente, vedi Figura 3.8. In questo caso I'energia potenziale della corda
nella posizione u(:, t) al tempo ¢ &

Ulut, 1), t] —dex Z(a—”)z—Fu
S 0 2\ox

= fo(Ou, 1) - A u(L, 1),

+—u0,0)"+—u(l,t
2 u(0, 1) > u(L,t)
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u(x,t)
VG
kq
(0] L
ky £
Sy @®
\ 0

FIGURA 3.8. Corda vibrante con estremi liberi sottoposti alle
forze fo(£) — kou(0, 1) e f1(t) — kyu(L, t).

e dunque

T L 2 2
_ p(Ouy_T a_u)
,szf[u]—fo dt{fo dx[z(at) 2(6x +Fu

+ fo(Ou, 1) + fL(Hu(L, l‘)}.

1 1
- Ekou(o, n%- Eklu(L, n?

Inoltre, nessuna condizione ¢ imposta sul valore di u agli estremi, pertanto il
funzionale deve essere considerato sullo spazio di profili

% ={ue C*([0,L]1 x [0, T]): u(x,0) = up(x), u(x,T) = uy(x) Yxel0,L]}.

In questo caso la variazione u +eh di u € & appartiene a & se e solo se h € H,
dove

H={heC?(I0,L] x [0,T]: h(x,0)=h(x,T) =0 Vxe€[0,Ll}.

Nel calcolo della derivata di </ [u] occorre tener conto sia del contributo dovuto
al potenziale elastico delle molle sia del fatto che ora solo i termini di bordo nella
(3.2) sono nulli, mentre quelli nella (3.3) permangono. Si ottiene pertanto

T L 0%u  0%u
sutihl=| de| dxl-pZ2+7Z% F|n
vl 1) fo fo x("at2”ax2+)
T
[
0
T
+fdt
0

Per I'arbitrarieta nella scelta di h (e quindi anche delle funzioni k(0, t) e h(L, 1)),
la condizione di stazionarita impone che u sia soluzione dell’equazione (3.5) e

TZ_Z(L’ 0+ kiu(L, 1) —f1(t)] h(L, 1)

TZ—Z(O, 1) —kou(0, 1) + fo(1) | h(0, ).
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Y
P.
9;5 o ‘éi _________ | J f
| " v
iﬁ ANV AN
o j Xyig= L
—

FIGURA 3.9. Catena di oscillatori per 'equazione d’onda.

che soddisfi inoltre le condizioni al bordo,
0 0
ra—”(o, 1) — kou(0, 1) + fo(£) = 0, Ta—u(L, D+ kul, - D=0 YieR. (3.6)
X X

In particolare, se nessuna forza agisce sugli estremi della corda,

% 6,0=2"1n=0
ox  ox 7

ovvero la pendenza della corda agli estremi si mantiene orizzontale.

3.2.4. Derivazione microscopica dell’equazione della corda vibrante. Vo-
gliamo derivare, almeno formalmente, 'equazione delle vibrazioni libere tra-
sversali della corda come limite della dinamica di una catena di oscillatori ar-
monici quando il loro numero cresce indefinitamente e la loro distanza relati-
va diventa infinitesima. La catena di oscillatori & cosi definita, vedi Figura 3.9.
Consideriamo N punti materiali P;, j = 1,..., N, di uguale massa m e vinco-
lati a muoversi su rette parallele ed equidistanziate di un piano. Pertanto, in
un opportuno sistema di riferimento cartesiano, le coordinate (x;, y;) del pun-
to P; sono vincolate ad avere ascissa costante x; = jﬁ, con L > 0 fissato. Per
j=2,...,N—-1,il punto P; & richiamato dai punti P;-; e Pj; mediante forze
elastiche di uguale costante K. Il punto P, [risp. Py] € richiamato dal punto P,
[risp. Py-1] e dal punto geometrico (xg, yo) = (0,0) [risp. (xn+1, Yn+1) = (L,0)]
mediante forze elastiche della medesima costante K. Il moto {y i(@;j=1,...,N}
degli oscillatori € quindi soluzione del problema

mji=-K(yj—yj-1)—K(yj—yj+1) Jj=L..,N, (Jo=yn+1=0).

Vogliamo che tale sistema descriva una corda vibrante di lunghezza a riposo L

con estremi fissi quando N — oo, ovvero € := ﬁ — 0. Per ottenere questo e
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necessario scegliere i parametri m e K dipendenti da €. Innanzitutto osservia-
mo che poiché in un tratto di lunghezza unitaria abbiamo &' oscillatori, per
ottenere una corda di densita costante p occorre scegliere m = £p. Supponiamo
inoltre che y; () sia pari al valore in x; = £ di un profilo regolare u. (-, r). Allora
I’equazione del moto puo essere scritta nella forma

Pu, . _ ) ) .
pﬁ(]s, )=¢ 1I([Ltg(]zs+£, D+us(je—¢g, 1) —2us(je, )l.

D’altra parte, se f € C2(R), per lo sviluppo di Taylor fino al secondo ordine si ha
fx+ea+flx-e)-2f()=[f(x+e&) - f+[f(x—&) = f(x)]
= fl(x)e+ %f”(x)e2 - f(x)e+ %f”(x)e2 + 0%
= " (x)e? + o(e?).
Pertanto I'’equazione del moto si riscrive nella forma

2 2
0° U, 0° ug

TR F=

Scegliendo K = €™ "1 e valutando la precedente relazione per j = [e~1x] (dove [a]
indica la parte intera del numero reale a), otteniamo, per ogni x € [0, L],

P (je, )+ Ko(e).

1

2 2
au;__‘ auf

pW(x-ko(l), =1 3

5> (x+0(1),0)+o0(1),
X
dove o(1) & un infinitesimo per € — 0. Assumendo che la funzione u.(x, t) con-
verga ad una funzione regolare u(x,t), dalla precedente relazione segue che
quest’ultima funzione deve essere soluzione dell’equazione della corda vibran-
te. Vale la pena notare che il fatto che K debba divergere per € — 0 era ovvio sin
dal principio: se solo richiediamo che il profilo finale sia una funzione almeno
continua é necessario che

lim{ue (je + &, 1) - ue(je, 0] = limlyj1 (1) = y; (D] =0,

pertanto la forza che attrae tra loro due oscillatori vicini deve necessariamente
divergere.

Il modello microscopico puo essere generalizzato inserendo una forza di ri-
chiamo elastico verso la posizione di riposo ed una forzante esterna (vedi Figura
3.10):

myjj=-K(yj-yj-1)-Kyj-yjs1)-Kiyj+Fj(9),  j=1,...,N.

Assumendo ora m = gp, K = e, K = €y e facile verificare che se F;(1) =
eF(je, t) per qualche funzione regolare F(x, t) allora il limite continuo della ca-
tena di oscillatori € ora descritto dall’ equazione delle onde generalizzata

2 2

0cu 3 0cu
pﬁ(x, 1= T@(x, B -riulx, 1)+ F(x,1), (3.7)
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FIGURA 3.10. Modello microscopico per I'’equazione d’onda generalizzata.

dove y; € un parametro non negativo. Ovvero, con le posizioni ¢ = /7/p, y =
Yi/p, f(x,t) = F(x, 1)/ p, otteniamo

T 1= T - yute, 01+ 1) (3.8)
— x,)=c"— 1) —yulx, X, 1). .
or o2 Y

OSSERVAZIONE 3.3. L'equazione (3.7) puo essere dedotta dal principio varia-
zionale considerando anche I'energia potenziale di una forza di richiamo ela-
stica verso la posizione di riposo u = 0, distribuita in modo tale che, per ogni
x € [0, L], il tratto di corda che insiste sull'intervallo [x,x + dx] & soggetto alla
forza elastica —y; u(x, t)dx. Lenergia potenziale complessiva € in questo caso
T (0u\?
2 (oe) + Zue -
2\ox 2
che va ora utilizzata per costruire il funzionale d’azione. Inoltre € possibile con-
siderare differenti condizioni agli estremi, come discusso nelle precedenti sot-
tosezioni per il caso dell’equazione con y = 0.

’

L
Ulu(-, 1), t] :[ dx
0

3.3. Problemi ben posti e metodo dell’energia

Attraverso il principio variazionale abbiamo caratterizzato il moto della cor-
da durante un intervallo di tempo [0, T'] per assegnati profili iniziale e finale, 1
at=0eu; at="T. Daltra parte, come nei problemi della meccanica con un
numero finito di gradi di liberta (ad esempio la catena di oscillatori considera-
ta nella sezione precedente), anche in questo contesto € pilt naturale formulare
il problema di Cauchy, ovvero determinare il profilo u(:, f) ad un tempo ¢ > 0,
conoscendo lo stato meccanico della corda ad un tempo precedente, diciamo
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t = 0. Essendo un’equazione del secondo ordine rispetto alla variabile tempora-
le, tale stato & definito dal profilo della corda e dal suo profilo di velocita. Occorre
pertanto fissare i dati iniziali

ou
u(x,0) = g(x), gﬂmmzhux

con g, h funzioni note. Ma perché il problema sia ben posto, ovvero u sia uni-
vocamente determinata, € necessario anche stabilire cosa avviene agli estremi
della corda, ovvero fissare le condizioni al bordo (o al contorno o condizioni li-
mite). In particolare, considereremo le seguenti condizioni, che qui formuliamo
nel caso piu generale dell’equazione (3.8).

(1) Problema di Cauchy globale. Supponiamo la corda idealmente di lun-
ghezza infinita, dunque senza estremi. Il problema corrispondente &
pertanto

0%u 2 0’u
— =— —yu+ in RxR,,
or? a2 1Y / R (3.9)

u(x,0) = g(x), %(x,O) =h(x) per xeR.

(2) Problema di Cauchy-Dirichlet. Supponiamo che gli estremi della corda

siano vincolati ad eseguire un moto trasversale prestabilito, individua-

to da due assegnate funzioni reali a(z), b(t), vedi 'Osservazione 3.2. 11
problema corrispondente & pertanto

2 2

g—; 237—7u+f in (0,L)xR,,

u(x,0) =gx), %(x,O) =h(x) per xel0,L],

u(, ) =a(r), u(l,t)=>b(r) per t=0.

(3.10)

(3) Problema di Cauchy-Neumann. Gli estremi della corda sono sottoposti
a due tensione assegnate fy(t) e fi (), lasciando incognite le elongazio-
ni ai bordi. Otteniamo cosi il problema

Fu_ 200 + in (0,L) xR
a2~ ¢ ax2 'h: ! AR
u(x,0) = g(x), O_(X’ 0)=h(x) per xe€l0,L], (3.11)

o o0 =atm, 2410 =p0 >0
ax’_“’ax"ﬁ pet =9

cona(t)=—fo(t)/t, B(t) = f1(£)/1 (vedi (3.6) con ko = k; =0).
(4) Problema di Cauchy con condizioni periodiche. Gli estremi della corda
sono identificati. Dunque consideriamo il problema
0%u 0%u .
32 = 26 y(;t+f in RxRy,
u(x,0) = g(x), E(x,O) =h(x) per xeR, (3.12)

ulx,t)=ulx+1L,1) per xeR, t=0.
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Non tratteremo invece il caso delle condizioni miste (o di Robin) definite dalla
(3.6) con kg, k1 #0.

Le condizioni al bordo dei problemi di Cauchy-Dirichlet e Cauchy-Neumann
sono dette omogenee se, rispettivamente, a(t) = b(t) =0 e a(t) = B(t) = 0. Ri-
cordiamo che I'equazione delle onde ¢ detta omogenea se la forzante non &
presente, ovvero se f(x, 1) =0

Rimandando alle prossime sezioni il problema dell’esistenza delle soluzioni,
vogliamo qui introdurre un metodo generale per dimostrare I'unicita di queste,
noto come metodo dell’energia, applicandolo nei casi (3.10), (3.11), (3.12) in cui
il problema € posto su un intervallo finito.

Losservazione chiave e notare I'esistenza di un integrale primo dei problemi
omogenei con dati al bordo omogenei, ovvero I'esistenza di una funzione del
profilo u(:, t) e della velocita % (-, t) che rimane costante nel tempo se calcolata
lungo le soluzioni. Tale integrale e suggerito dalla formulazione lagrangiana del
problema ed e dato dall’energia meccanica totale,

p (0u\* T (0u\*> v1 ,
¢lai) alas) +2)

ou\> c®(ou\* vy ,
s3] 5[5 <3

Questo integrale e suggerito anche dalla derivazione microscopica dell’equazio-
ne (3.7). Infatti, il sistema di oscillatori senza forzante,

Hu,t) = T[ G t)]+U[u( t)]—f dx

ovvero dal funzionale

E(u,t)=p 'H(u,t) = /dx

(3.13)

myj=-K(yj-yj-1)—Kyj—-yj+1) —Kiyj, j=1,...,N.

ammette 'integrale primo dell’energia meccanica totale

Hy = Z y]+z (}/]+1 y]) +Z_y];

che, con le posizioni m = €p, K = e, Ky = ey e yj(t) = ue(je, t) (dove € =

ﬁ), si scrive

N ; 2 N
Uug(je+e t)—uc(je, t ,
Hy = Ze ( (je, t)) Y e ( eJere D=t D) & N e, 02
ot 20 € i 2
Nel 11m1te N — oo (ovvero € — 0), se u.(x, t) converge uniformemente con le sue
derivate ad una funzione regolare u(x, t), allora & facile verificare che I'energia
Hy converge proprio ad H(u, t).

TEOREMA 3.1. Sia T >0, Qr = (0,L) x (0,T) ed u € Cz(aT) una soluzione
dell’equazione omogenea
’u ,0%u
F(x nN=c —(x n-yulx,n, (x)eQr, (3.14)
con condizioni al bordo di Dmchlet omogenee oppure Neumann omogenee op-
pure periodiche. Allora E(u, t) = E(u,0) perogni t € [0, T].
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DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo che %E(u, t) = 0 per ogni t € [0, T]. Dalla
definizione (3.13), usando quindi il teorema di Schwarz e una integrazione per
parti, si ha

iE(u )= de a_uaz_u+ 20U 0 (6 ) ua—u
dr 0 ot 0t? 0x ot \ dx ot
= de 6_u62_u+ 20U (6u)+ u@_u
0 ot 0r? 0x dx \ 0t ot

= de az_u_czdz_qu u 6—u+cz Ou du i

“Jo Yoz T e T Gy 3% 01 | oy

Poiché u ¢ soluzione di (3.14) l'ultimo integrale & nullo. I termini di bordo sono
anch’essi nulli nei casi considerati. Infatti nel caso delle condizioni di Dirichlet
omogenee, essendo u(0, t) = u(L, r) = 0 per ogni t € [0, T], derivando rispetto al
tempo otteniamo at(O )= at(L t) = 0. Invece, nel caso di condizioni di Neu-
mann omogenee, € ovviamente 6 Yo, = ;(L, t) = 0. Infine, nel caso di con-
dizioni periodiche, essendo u(x, t) = u(x+ L, t) per ogni (x, ) € R >< [0 00), deri-
vando rispetto ad x e t otteniamo che anche le derivate par21a11 3x € ‘g’; sono
L- periodiche rispetto ad x per ogni t = 0, e pertanto il termine di bordo & nullo
anche in questo caso. (|

Vale la pena osservare che la tesi del teorema precedente sussiste anche se u
é soluzione dell’equazione omogenea con condizioni al bordo di Dirichlet non
omogenee purché indipendenti dal tempo, poiché anche in questo caso si ha
%(0, ) = %(L, t) = 0. Il significato fisico & chiaro: se gli estremi della corda
sono tenuti a quote fisse nel tempo, questa non scambia lavoro meccanico con
I'esterno e quindi I'’energia si conserva.

TEOREMA 3.2. Perogni T > 0 sia Qr = (0,L) x (0, T). Allora, per fissati dati
iniziali e al bordo, esiste al piit una soluzione in C*>(Qr) di ciascuno dei problemi
(3.10), (3.11) e (3.12).

DIMOSTRAZIONE. Siano u; ed uy due soluzioni dello stesso problema con
uguali dati iniziali ed uguali condizioni al bordo. Dobbiamo dimostrare che
u = uj — up € identicamente nulla su GT. Osserviamo che, per la linearita del-
I'equazione, la funzione u € soluzione del problema omogeneo (3.14) con dati
iniziali nulli e dati al bordo omogenei (se non periodici). Per il Teorema 3.1 si
ha pertanto E(u, t) = E(«,0) per ogni t € [0, T]. D’altra parte E(u«,0) = 0 poiché
u(x,0)=0e 6” (x,0) = 0 per ogni x € [0, L]. Quindi E(u, t) =0 per ogni t € [0, T].
Essendo ora c?>0ed ue C! (QT) I'integrale che appare nella definizione (3.13)
di E(u, t) € nullo per ogni t € [0, T] se e solo se le derivate 2% a ;€ g” sono identica-
mente nulle su QT. Quindi u e una funzione costante su QT, ma u(x,0) =0 per
cui concludiamo che u =0 su Q. ([
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EsErcIzio 3.1. Siconsideri la seguente variante dell’equazione 3.8),!

U ety = T (0 yute, 0 - 2% e 0+ f 1) (3.15)
— X, =c"—x0-yulxt) - f—(x, X, 1), .
a2 o2 Y ot

con B > 0, in cui il termine aggiuntivo — ﬁ%—‘; rappresenta una forza di attrito
che agisce sulla corda. Stabilire come si modifica il risultato del Teorema 3.1 e
dedurre da cio che il risultato di unicita del Teorema 3.2 sussiste anche in questo
caso.

3.4. La soluzione di D’Alembert

Studiamo in questa sezione il problema di Cauchy globale (3.9) nel caso
omogeneo (f =0) e con y =0, ovvero
°u  ,0%u 0 RxR
— =Cc"— in RxRy,
o2~ ox? ' (3.16)

ou
u(x,0) = g(x), E(x,O)zh(x) per x€R.

Cerchiamo la soluzione pit1 generale (I'integrale generale) dell’equazione, dopo-
diché mostriamo che tale soluzione € univocamente determinata se imponiamo
i dati iniziali, ottenendo in tal modo esistenza ed unicita del problema (3.16).

Utilizziamo il cambiamento di coordinate

E=x—ct — x:fJan
n=x+ct t=77—<f
2c

e poniamo w(&,n) = u(x, ) ovvero u(x,t) = w(x— ct,x + ct) per la funzione re-
golare u, cosicché

ou ow oJow ou [ow N ow
—_=Cc|— - — , _= | — _
ot on o¢ 0x on o¢
e quindi
0°u z[azw Pw Fw Pu [w _w azw]
— = -2 + , — = +2 + .
or? on? oéon  0¢é? 0x? on? 0éon  0&?

Pertanto u(x, t) & soluzione dell’equazione delle onde (3.1) se e solo se w(¢,n) &
soluzione dell’equazione

Fw 0
aéon
1L’equazione della forma
a0 08240 0 cutnn D% 0+ fx 0
a2 Toax2 ’ ar '

e anche nota con il nome di equazione telegrafica (o equazione del telegrafo), poiché, conla dovuta
interpretazione della funzione incognita u, dei parametri A, B, C, D > 0 e della forzante f, descrive
I'andamento della tensione e della corrente elettrica in un filo conduttore.
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Riscrivendo quest'ultima equazione nella forma

0 (6 w) o
on\oé)
concludiamo che %—%" é funzione della sola ¢, dunque

ow
a_é,(f:n) - 9(5)7

da cui, integrando,
wie.m = [de0w)+ 02,

con 6, (n) una funzione arbitraria di . Analogamente, il primo termine f déoaé)
e una funzione arbitraria di {. Denotandolo con 0, (¢), otteniamo infine

w(,n) =01 +02n),
da cui, tornando alle variabili originarie,
ulx,t)=01(x—ct) +0,(x+ct).

Quindi la soluzione pil1 generale dell’equazione delle onde (3.1) si scrive come
sovrapposizione di un'onda diretta e di un’'onda inversa, entrambe con velo-
cita di propagazione di modulo c. Chiaramente, perché u sia effettivamente
soluzione occorre assumere 61,0, € C2(R).

Imponiamo ora le condizioni iniziali per determinare la soluzione del pro-
blema (3.16). Deve aversi,

1
01(0)+02(x) =g(x),  —01(x)+05(x) = Eh(x).
Derivando la prima equazione e sommando alla seconda si ha
1
20 (x) = g'(x) + —h(x)
da cui
02 (x) = . (x) + ! fxd h(y)+C
2 =580 50 )y TR
con Cj costante arbitraria. Sostituendo nella prima equazione otteniamo
1 1 r*
0 =— -— | dyh(y) -G.
1(x) 2g(x) 2cf0 yh(y)-C

Perveniamo in tal modo alla famosa formula di D’Alembert:

— x+ct
u(x,t) = g Ct);g(x+6t) +if
X

dy h(y). (3.17)
—ct

Chiaramente, se g € C2(R) ed h € CL(R) allora la u(x, f) definisce una soluzio-
ne in C2(R x [0,00)). Viceversa, ogni soluzione in C2(R x [0,00)) deve avere la
forma (3.17) con g(x) = u(x,0) e h(x) = %—’;(x,O). Altrimenti detto, il procedimen-
to seguito dimostra 'esistenza ed unicita della soluzione del problema (3.16) in
C2(R x [0,00)).
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(x,t) AN t

o x—ct x+ct k4 X

FIGURA 3.11. Dominio di dipendenza del punto (x, t) e cono di
influenza del punto z.

OSSERVAZIONE 3.4. Se g € C2(R) ed h € C'(R), la soluzione (3.17) & definita
su tutto I'asse reale dei tempi, ovvero u € C?(R?), risolve I'equazione (3.1) suR? e
soddisfa i dati iniziali. Questo € legato ad una proprieta generale dell’equazione
delle onde, (per la natura meccanica del problema), dovuta alla presenza della
sola derivata temporale del secondo ordine, per cui se u(x, t) € soluzione dell’e-
quazione (3.14) per t > 0, allora la funzione v(x, ) = u(x,—t) & soluzione della
stessa equazione per t < 0. Quindi, se la soluzione soddisfa I'’equazione fino a
t =0, allora essa si prolunga automaticamente per tempi negativi e fornisce una
soluzione del problema di Cauchy in tutto un intorno di ¢ = 0.

OSSERVAZIONE 3.5. La formula di D’Alembert ha senso anche con ipotesi
piu deboli di regolarita sulle funzioni g ed k. In particolare, questo € il ca-
so se g € C(R) ed h e limitata, situazione fisicamente ragionevole (si pensi ad
una corda di chitarra inizialmente “pizzicata”). Si parla in tali casi di soluzio-
ne generalizzata e non pil classica dell’equazione delle onde: sebbene non sia
due volte differenziabile si pud dimostrare che essa € soluzione di un’'opportuna
formulazione debole dell’equazione delle onde.

Fissato un punto x € R ed un tempo ¢ > 0, dalla formula di D’Alembert ve-
diamo che la soluzione u(x, t) dipende dal valore di g nei punti x+ct e dal valore
di h nell'intervallo [x — ct, x + ct], detto dominio di dipendenza del punto (x, 1).
Equivalentemente, i valori di g ed & in un punto z € R influenzano il valore della
soluzione u(x, t) nel cono dello spazio-tempo

C,i={(x,1) eRx[0,00): z—ct<x<z+cl},

detto cono di influenza del punto z, vedi Figura 3.11.

Fissato un punto (xy, fp) € R x [0,00), le rette di equazione x + ct = xo + cly
sono dette le caratteristiche del punto (xp, fp), che indichiamo nel seguito con
Y+ (xo, fp). Le onde viaggianti 8;(x — ct) e 02(x + ct) che costituiscono la solu-
zione u(x, t) sono costanti, rispettivamente, lungo le caratteristiche y_(xy, fo) e
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NX+at =0y

FIGURA 3.12. Partizione dello spazio-tempo R x [0,00) nelle sei
regioni determinate dalle caratteristiche y.(a;,0) e y+(a»,0). 1l
tempo o & paria “.

Y+ (X0, tp). In particolare, 0, (x—ct) = 81 (z) lungo y_(z,0) e 82(x+ ct) = 02(2) lun-
go v+ (z,0). Dal punto di vista fisico cio significa che le perturbazioni (vibrazioni)
si propagano lungo le caratteristiche con velocita c. Per illustrare meglio questo
fatto & utile analizzare i seguenti due casi.

(1) Limpulso iniziale e nullo (h = 0), dunque
1
ux,r) = E[g(x— ct)+ g(x+cr)l.

Supponiamo inoltre che lo spostamento iniziale g abbia supporto nel-
I'intervallo [a1, a»], ovvero che g(x) = 0 per ogni x ¢ [a1, az].
(2) Lo spostamento iniziale e nullo (g = 0), dunque

1 x+ct
)= — dyh(y).
u(x, Zcfx vh(y)

—ct
Supponiamo inoltre che I'impulso iniziale & abbia supporto nell’inter-
vallo [, a2], ovvero che h(x) =0 per ogni x ¢ [a1, a2].

In entrambi i casi eseguiamo la partizione dello spazio-tempo R x [0,00) nel-
le sei regioni determinate dalle caratteristiche y.(a1,0) e y+(a2,0), vedi Figura
3.12. Nelle regioni I, II, III e VI il dominio di dipendenza di (x, ¢) ha intersezione
non vuota con [a, az] (vediipunti B, N, M in Figura 3.12); nelle regioni IVe Vil
dominio di dipendenza di (x, t) ha intersezione vuota con [a;, a2] (vedi il punto
Q in Figura 3.12). In particolare:

¢ Se I'impulso iniziale & nullo si ha in generale u(x, t) # 0 nelle regioni I,
elll e u(x, t) = 0 nelle regioni IV, Ve VL.
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x+ct =0y X+ct =0y xX—ct =0y X—ct =0,

t>1,

0 0y o

F1GURA 3.13. Evoluzione del profilo d’ondanel casoincui s =0
e g ha supporto nell'intervallo [a, a2].

X+ct =0y X+t =0, X—ct=04 x—Cl=0,

t>1

1<y

p ity t=0
o 0 x

FIGURA 3.14. Evoluzione del profilo d’ondanel casoincui g =0
e h ha supporto nell'intervallo [a1, az].

» Se lo spostamento iniziale & nullo si ha in generale u(x, t) # 0 nelle re-
gioni [, I, e III, u(x, t) = O nelle regioni IVe Ve u(x,t) = 2_10 f;fdy h(y)
nella regione VI.

Si osservi che se (x, t) € in una delle regioni IV o V vuol dire che in x al tempo ¢
ancora non é arrivata la perturbazione iniziale (trasportata da un’onda diretta o
inversa). Se invece (x, t) appartiene alla regione VI vuol dire che in x al tempo
t la perturbazione iniziale & gia passata oltre. Si osservi pero la differenza tra
il caso di impulso iniziale nullo (vedi Figura 3.13) e spostamento iniziale nul-
lo (vedi Figura 3.14): nel primo caso la corda torna in quiete a u = 0, mentre
nel secondo caso torna in quiete ma rimane “sollevata” a u = 2—16 (Z *dyh(y). In
entrambi i casi si tratta della sovrapposizione di un’onda diretta e di un onda
inversa, solo che nel primo caso queste onde hanno supporto compatto (sono
entrambe pari a %g(x)), mentre nel secondo e u(x, t) =d(x+ct) —d(x—ct), con

d(x) := 2%: foxdy h(y) che non ha supporto compatto.

OSSERVAZIONE 3.6. E possibile avere la propagazione di una sola onda di-
retta o inversa per opportuni dati iniziali. Infatti se g,k sono tali che 0;(x) =
%g(x) — zicfoxdy h(y) =00 6,(x) = %g(x) + Zicfoxdyh(y) = 0 si avra, rispettiva-
mente, assenza di onda diretta o assenza di un’'onda inversa. Ad esempio, nel

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



38 EQUAZIONE DELLA CORDA VIBRANTE: METODO DI D’ ALEMBERT

=% 1§ dati iniziali

caso (1), fissato #; > £y = e

- 1 ~ c ,

g(x)ZEg(x—Ctl), h(x)z—gg (x—cty)
’onda diretta, mentre i dati

— 1 — c ,

gx) =§g(x+ cty), h(x):_ig (x+ct)

generano un’'onda inversa. Questo fenomeno corrisponde ad una formulazione
del Principio di Huygens che vedremo piu avanti nel caso dell’equazione d’onda
in R® (dopo il passaggio del fronte d’onda la soluzione torna in quiete nella posi-
zione di equilibrio u = 0). Nel caso unidimensionale qui in esame, la differenza
si ha nel caso h # 0, in cui dopo il passaggio del fronte la corda torna in quiete
ma in una posizione in generale diversa da zero.

EsERcCIZI0 3.2. Usando la formula di D’Alembert mostrare che la soluzio-
ne dipende con continuita dai dati iniziali nel seguente senso. Siano u;, u, so-
luzioni di dati iniziali gy, h; e go, ho rispettivamente. Supponiamo inoltre che
81,82, 1, hy siano funzioni limitate. Allora, per ogni T > 0 esiste C = C(T) >0
tale che

lui(, 8) = u2(, Dlleo = C(T) max{ll g1 — 82llco; 11 — h2lloo} Vtelo,T],

dove || flloo = sup|f(x)| € la norma uniforme della funzione limitata f su R.
x€R
ESERCIZIO 3.3. Dimostrare la formula di D’Alembert (3.17) utilizzando i ri-
sultati sul trasporto lineare della Sezione 2.2 ragionando nella seguente maniera.
Sia u € C2(R x [0,00)) una soluzione classica del problema (3.16). Sfruttando che,
per il teorema di Swartz,

*u  ,0°u (0 0\(o0 0
W—C W = (E+Ca)(a—0a) u.

determinare la funzione

_Ou Ou

V= 6_t - Ca,
(in termini di g e h) riconoscendo che essa & soluzione di un opportuno proble-
ma di trasporto lineare omogeneo. Determinare quindi la funzione incognita u
sfruttando il fatto che, per definizione stessa di v, essa € soluzione del seguente
problema di trasporto lineare non omogeneo,
ou Ou

N, = i R 0) )
3 Cdx v in x [0,00)

u(x,0)=gx) per xeR.

3.5. La soluzione fondamentale

La soluzione di D’Alembert per generici dati iniziali puo esprimersi in termi-
ni di una particolare soluzione, detta fondamentale, che corrisponde al proble-
ma di Cauchy generalizzato in cui g = 0 ed & € un impulso unitario concentrato
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in un singolo punto. Si tratta dell’applicazione nel presente contesto di una stra-
tegia generale per le equazioni lineari, per la quale e sempre possibile esprimere
I'integrale generale come sovrapposizione di soluzioni particolari, dette soluzio-
ni fondamentali (o anche funzioni di Green o funzioni sorgente) del problema in
esame.

Iniziamo con l'osservare che
0 1 [xtcet h(x+ct)+h(x—ct)
o1 f dyh(y) = :
6 t ZC xX—ct 2

Pertanto, se indichiamo con

1
Wi (x, 1) = Zf

X—C

x+ct

dyo(y)
t

la soluzione dell’equazione delle onde per g =0 ed h = ¢, allora la funzione Ga@
fornisce la soluzione dell’equazione delle onde per g = ¢ ed h = 0. Dunque la
soluzione generale si scrive nella forma

u(x, t) = Wp(x, 1) + W(X’ £).

D’altra parte, se introduciamo la funzione di Heaviside,

0 se x<O0,
FE(X) =43 sex=0,
1 se x>0,

allora, per ogni funzione localmente integrabile ¢, si ha

Wy (x, 1) = f dyK(x,y, 09,
dove il nucleo K e definito come
1
K(x,y, t):Z—[Jt’(x—y+cr)—3£(x—y—ct)] (3.18)
C

e fornisce la soluzione fondamentale dell’equazione delle onde in d = 1. La
formula di D’Alembert si scrive in termini di K nella forma

u(x, 1) = fdyK(x, ¥, Oh(y) + %fdyK(x, ¥,08).
Per capire il significato della soluzione fondamentale, consideriamo la famiglia
di funzioni
(28)_1 se y—e<x<y+g,
¢y ()= i [(#H(x—y+e)-H(x—-y-e)] =1 @) sex=yze,
0 se x¢[y—¢,y+el.

Chiaramente,

+oo se x=}Y,

(€) _ : (€) _
fdx(py ) =1, ll—»mo ¢y ()= {0 altrimenti.
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Inoltre
lim x d20©(2) = lim |(—oo,xIN[y—¢,y+ell — A1) (3.19)
e—0J_co ‘Py - e—0 2€ - Y )
cosicché
. xX+ct (g) l W
K(x,y, t)_llf»%z_c . dze,’(2) =lm W (x, 1)

rappresenta la soluzione relativa ad un impulso concentrato in y al tempo ¢ = 0.

Poiché per ogni funzione continua v si ha

tim [ gl w0 =y ),

possiamo introdurre la notazione § y(x) =lim,_ (p(yE) (x), dove la “funzione gene-

ralizzata” y(x), detta funzione 6 di Diracin x = y, non € una funzione nel senso
usuale, ma rappresenta un modo di descrivere il funzionale lineare su C(R) che
associa alla funzione w(x) il suo valore in x = y, mediante la scrittura

fdxéy(x)u/(x) =y (),

dove “dx 6, (x)” rappresenta una “misura unitaria” concentrata nel punto y, co-
sicché l'integrale (cioe la media) di y rispetto ad essa & pari a w(y). Si ponga
attenzione al fatto che la precedente scrittura non deve essere confusa con un
usuale integrale di Lebesgue: in particolare,

— — i (e ; (e) —
1 _fdxéy(x) _Lgr})/dx¢y (x) ;éfdx lliI(l)(py (x)=0, (3.20)

dove 'ultimo integrale & nullo poiché abbiamo visto che il limite puntuale per
e—0di (pg,g) (x) & una funzione nulla su tutto R tranne che in un punto (dunque

nulla quasi ovunque).

Con questa notazione possiamo pertanto scrivere, in modo conciso, che

xX+ct

1
K(xyyyt)zz_cf dZ5y(Z).
t

X—C

OSSERVAZIONE 3.7. La funzione ¢ di Dirac & un esempio di funzione gene-
ralizzata o distribuzione. Un'introduzione alla teoria delle distribuzioni verra
data nel Capitolo 5. Nell’ambito di tale teoria sara possibile dare una caratteriz-
zazione precisa della soluzione fondamentale come “soluzione generalizzata”
dell’equazione delle onde.

3.6. Equazione non omogenea: formula di Duhamel

Vogliamo risolvere il problema di Cauchy globale per I’equazione delle onde
non omogenea, quindi
0°u  ,0%u
— =+ in RxR,,
o2 a2t o (3.21)

u(x,0) = g(x), %(x,0)=h(x) per xeR.
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E sufficiente determinare una soluzione per il caso g = h = 0, dopodiché la so-
luzione del problema (3.21) si ottiene aggiungendo la soluzione del problema
omogeneo associato (3.16). Pertanto cerchiamo una soluzione del problema

?u  ,0%u

— ==+ in RxRy,

0t 0x2 f * (3.22)

u
u(x,0) =0, E(x,O) =0 per xeR.

Lidea euristica del metodo di Duhamel si basa sul principio di sovrapposizio-
ne, ottenendo la soluzione cercata come somma di infiniti contributi corrispon-
denti alla propagazione libera degli impulsi infinitesimi f(x, s)ds impressi alla
corda ai tempi s < . Per meglio comprendere il metodo conviene approssimare
dapprima la forzante con una funzione costante a tratti del tempo,

F,8) =3 f68)xis;,55.0(8), )= jAs,
j=0

dove y 4(s) e la funzione indicatrice dell'insieme A e As € un intervallo di tempo
molto piccolo. Per il principio di sovrapposizione, la soluzione del problema
(3.22) si scrive come somma, u(x, t) = ). j>o U (%, 1), con u;(x, r) soluzione dello
stesso problema con forzante f;(x,s) = f(x, ) x(s;,s;.,) (5). Poiché tale forzante
agisce solo nell'intervallo di tempo [s;, s;+1] siha u;(x, t) =0 se (x, 1) R x [0, 5]
e quindi, in particolare,

ou j 2 Uj
uj(x,sj) = E(x,sj) = W(x,sj) =0 VxelR.
Sviluppando nel parametro piccolo As, utilizzando le precedenti identita ed il
fatto che u; e soluzione dell’equazione forzata,

auj auj azuj
E(X,Sjﬂ)=E(X,Sj)+W(X,Sj)AS+O(AS)
262”1'
=|c W(x,sj)+f(x,sj) As+o(As)

= f(x,s))As+o(As),
au]‘ 162uj 9
1j (%, $j41) = Uj (X, 8)) + === (X6, SAS + 5 =57 (X, ) (AS)

1
=[x, s/)(As)* +0((As)?),

cosicché, a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo in As, u;(x, f) per
t > sj+1 € soluzione del problema libero

62u]- Zazuj .

_6t2 =C —axz in Rx (Sj+1,00),
ou;

uj(x,sj+1) =0, a—tj(x, sj+1) = f(x,s;)As per xeR.
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Ponendo attenzione al fatto che le condizioni iniziali sono ora date al tempo
Sj+1, possiamo quindi affermare che

uj(x,t) = fdyK(x, Vt=sj+1) f(1,5))As+ 0(As) Vi>5ji1.
Pertanto, ricordando che u; € nulla per # < s;,

ulx, )=y ujx,t)= Y ujx1

j=0 Jit>s;
= Z [fdyK(x,y,t—sj+1)f(y,sj)As+ o(As) | + O(As),
Jit>sj

dove il termine O(As) esterno alla somma tiene conto del termine u; con indice
tale che 7 € [s},s;+1) che e stato tolto dalla stessa somma. Nel limite As — 0,
otteniamo in tal modo la candidata soluzione del problema (3.22) nella forma

t t
u(x, t)=f dsfdyK(x,y,t—s)f(y,s) =[ dsw(x, t;s),
0 0

dove
x+c(t—s)

1
w(x,t;s)::fdyK(x,y,t—S)f(y,S)=—f dy f(,9)

2c —c(t—s)
é la propagazione libera di un impulso iniziale f(x, s) impresso al tempo s < t,
ovvero soluzione del seguente problema,
P w 00w

i R ) )
o2 ox2 - Rx(s 00 (3.23)

w(x,s;s)=0 0_w
) ) - ) al’

Dobbiamo ora verificare che u(x, t) e effettivamente la soluzione cercata. A tal
scopo occorre fare delle ipotesi di regolarita sulla forzante f, precisamente assu-

(x,8;8) = f(x,s) per xeR.

miamo che f, % € C(R x [0,00)), cosicché w(x, t; s) € soluzione classica del pro-
blema (3.23). Per quanto riguarda le condizioni iniziali, banalmente u(x,0) = 0.
Inoltre, essendo w(x, t;t) =0,

Ly — tt)+ftd 9 x,1;9) ftd 0w o tss)
—(x, D) =wlx,t; s—w(x, ;) = s—(x,1;9),
ot 0 ot 0 ot

cosicché %(x, 0) = 0. Infine,

azu( ) aw( t t)+ftd azw( t;8) = fx, ) + thd 62w( t;9)
() = —(x, £ s—(x,1;8) = f(x, ) +c s—(x, 55
0t? ot 0o O0r? 0o 0x?
u
= f(x, t)+czﬁ(x, 1.

Nell'ultimo passaggio abbiamo scambiato le due derivazioni spaziali con I'inte-
grale sul tempo, operazione legittimata dalle ipotesi su f che garantiscono una
dipendenza continua dal parametro s di w(x, t; s) e delle sue prime due derivate
spaziali.

ESERCIZIO 3.4. Dimostrare I'unicita della soluzione in C2(R x [0, 00)).
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EsSERCIZIO 3.5. Calcolare la soluzione del seguente problema di Cauchy glo-
bale

0%u 62u+

—_—— X

o2 0x?
u

u(x,0) =x, E(x,O):O per xeR.

in RxRy,

3.7. Simmetrie e metodo delle riflessioni

Il metodo delle riflessioni permette di determinare la soluzione di alcuni
problemi con condizioni al bordo in termini della soluzione di D’Alembert del
problema globale. Esso si basa sulle seguenti proprieta di simmetria dell’equa-
zione delle onde. Sia u(x,t) = 0;(x —ct) +62(x + ct) una qualunque soluzione
dell’equazione delle onde e poniamo

us(x, t)=xu(—x,1), ur(x,t)=ulx+L,t) (LeR).

Si verifica immediatamente che anche le funzioni u. (x, t) e uz(x, t) sono solu-
zioni dell’equazione delle onde. Altrimenti detto, la riflessione per parita o di-
sparita attorno all’origine e la traslazione di qualsiasi L € R sono trasformazioni
che portano soluzioni in soluzioni (trasformazioni di questo tipo vengono dette
simmetrie dell’equazione). Supponiamo ora che i dati iniziali siano invarianti
rispetto a una di queste simmetrie, ovvero che sia verificata una delle seguenti:

D u(x,0) = u(-x,0), 9%(x,0)=%(-x,0) (paritd);

2) u(x,0) = —u(-x,0), %%(x,00=-%%(-x,0) (disparitd);

3) u(x,0) = u(x+L0), %(x,00=2%(x+L0) (periodicitadi periodo L).
Allora, la soluzione u, nel caso 1), ovvero u_ nel caso 2) ed infine u;, nel caso 3)
possiede gli stessi dati iniziali della soluzione originaria u e dunque, per 'unicita
del problema di Cauchy globale, deve con essa coincidere. Ma u = u., u = u_,
u = uy, significa rispettivamente che u € pari, dispari, periodica. Abbiamo in
tal modo dimostrato che le eventuali proprieta di parita, disparita e periodicita
dei dati iniziali rimangono verificate nel tempo dalla soluzione. In particolare,
otteniamo da subito che la soluzione del problema di Cauchy con condizioni
periodiche (3.12) e data sempre dalla formula di D’Alembert, provvisto che i dati
iniziali g € C2(R) e h € C}(R) siano funzioni L-periodiche.

Vediamo ora come utilizzare le suddette simmetrie nella soluzione dei pro-
blemi di Cauchy con dati al bordo omogenei. Consideriamo ad esempio il pro-
blema di Cauchy-Dirichlet omogeneo,

u_ 0

F =C 02 5 in (0,L) % R.H
Mxm:gm,g%nm:mm per x€[0,L],
u,1=0, u(lL=0 per (=0.
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.

o| P R L 0 x

FIGURA 3.15. In metodo delle riflessioni per la corda finita.

Cerchiamo una soluzione ii(x, t) del problema di Cauchy globale di dati iniziali
&, h in modo tale che la sua restrizione all'intervallo [0, L] sia soluzione del pro-
blema dato. Chiaramente, affinché siano soddisfatti i dati iniziali & necessario
che g, h siano un prolungamento delle funzioni g, & a tutto I'asse reale R. Le
funzioni g, 7 devono inoltre essere scelte in modo tale che siano soddisfatte le
condizioni al bordo, pertanto deve aversi

(0,1 =0, u(L,t)=0 Vi=0. (3.24)

Notiamo ora che se realizziamo tale prolungamento estendendo le funzioni g, h
dapprima per disparita all’intervallo [-L, L] e quindi per periodicita (di periodo
2L) a tutto I'asse reale R, per quanto sopra discusso la soluzione

& —ct & t 1 x+ct _
_ 8 C)+g(x+c)+—f dy h(y) (3.25)
2 2¢ Jx—ct

€ anch’essa una funzione 2L-periodica e dispari della variabile spaziale x. Chia-
ramente, affinché tale soluzione sia classica, occorre richiedere che g € C:[R) e
h e C1(R), ovvero che g € C%([0,L]), h € C'([0, L]) ed inoltre

g0)=g)=0, g'0)=g"(L)=0, h(0)=~h(L)=0.

ulx,t)

In queste ipotesi, essendo in particolare i una funzione continua, 2 L-periodica
e dispari rispetto ad x per ogni ¢, le condizioni al bordo (3.24) rimangono sod-
disfatte. In conclusione, la restrizione di i(x, t) all'intervallo [0, L] fornisce la
soluzione cercata.
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Tale metodo di risoluzione € detto metodo delle riflessioni in virtu della se-
guente interpretazione sulla propagazione lungo le caratteristiche dei dati ini-
ziali. Riscriviamo la soluzione nella forma di sovrapposizione di un’onda diretta
ed una inversa, dunque u(x, t) =01 (x —ct) + 02(x+ ct) con

gx) 1 gx) 1

x x o
Ql(x):T_Z_C‘[o dyh(y), 92(x):T+2_Cfo dyh(y),

che, essendo &, i funzioni dispari e 2L-periodiche, sono tali che
01(—x)=-02(x), OG2(L+x)=-0,(L—x) VxeR. (3.26)

Con riferimento alla Figura 3.15, consideriamo ad esempio i punti M = (xo, )
nella regione [ ed N = (x1, ;) nella regione III. Nel primo caso la soluzione e

u(xo, tp) = 01(xo — cto) +02(xp + cip), Xo—Cly, Xo + € [0, L],

cosicché il dominio di dipendenza € contenuto in [0, L] e la presenza del bordo

A

non é “rilevata” in xg al tempo #. Nel secondo caso,
u(xy, ) = 81(x1 —cty) +02(x1 +cty), x1—ch€[0,L], x3+ctpel[L,2L].

In questo caso il dominio di dipendenza non & contenuto in [0, L] e la presenza
del bordo (nello specifico quello di destra) e “rilevata” in x; al tempo t;: il valore
di uin N e pari alla sovrapposizione dell’onda diretta che parte dal punto “reale”
della corda di ascissa x = x; — c#; (il punto P in figura) e dell’onda inversa che
parte dal punto “fittizio” di ascissa x = x; + ¢#; (il punto Q in figura) esterno alla

corda. D’altra parte, usando la seconda delle (3.26) si ha
u(xy, ) =01(x —ct1) —012L—x1 — cty).

Quindi I'onda inversa che parte dal punto fittizio Q puo essere sostituita con
I'onda diretta proveniente dal punto reale della corda di ascissa x = 2L —x; — ct;
(il punto R in figura), riflessa nell’estremo x = L al tempo ¢ = (x; + ¢ty — L)/c e
cambiata di segno.

Pit1in generale, in ogni punto nella striscia [0, L] xR, il valore della soluzione
e la sovrapposizione di due onde che hanno subito un certo numero di riflessio-
ni ai bordi con un cambiamento di segno ad ogni riflessione (per un numero di
riflessioni maggiore di uno, vedi ad esempio il punto S in figura, occorre utiliz-
zare anche la periodicita delle funzioni 6;,0, e non solo le (3.26) per giungere a
tale conclusione).

EsERcizIo 3.6. Utilizzare il metodo delle riflessioni per risolvere il problema
di Cauchy-Neumann omogeneo con dati al bordo omogenei,

u  ,0%u

cm W 5 in (0,L)><|R+,
u

u(x,0) = g(x), E(x,o) =h(x) per xel0,L],

ou u

—(0,0)=0, —(L,©)=0 per t=0.

0x 0x
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EsERrcizIo 3.7. Utilizzare il metodo delle riflessioni per risolvere i problemi
di Cauchy-Dirichlet e Cauchy-Neumann omogenei con dati al bordo omogenei
per la corda semi-infinita,
u  ,0%u
ar i oz ou
u(x,0) = g(x), E(x,O) = h(x) per xe€[0,00),

in R+ XR+,

u 0,1 =0 per t=0 (Dirichlet).

u
a(o, =0 per (=0 (Neumann).

3.8. Soluzione di alcuni esercizi

SOLUZIONE Es. 3.5. La soluzione si scrive come somma u(x, t) = u;(x,t) +
us(x, t) con

(i) uy (x, t) soluzione del problema omogeneo associato (quindi con g(x) = x

e h(x)=0): e ,
X X -

2
(ii) u2(x, t) soluzione particolare calcolata con il metodo di Duhamel:

rq px+=9) 1 rt f—5)3 _y 3
ug(x,t):fds_f dyyzz—f ds((x+ ) _(x +5) )
0 2 X ) 2 0

231 (x) t) =

—(I—S 3 3
ft 6x2(t—s)+2(t—s)3 x%2 t*
= ds = +—
0 6 2 12
Quindi
2.2

ux,t)=x+—+—
2 12

SOLUZIONE ES. 3.6. Notiamo che una funzione due volte derivabile @(x, 1),
(x, ) € R xR, tale che x — fi(x, t) sia 2L-periodica e pari soddisfa le condizioni
al bordo. Infatti x — %(x, t) & 2L-periodica, dispari e continua, cosicché

ot 0.1) = ot LB=0

Ox( 1) = ax( , 1) =0.
Sfruttiamo allora il fatto che lariflessione per parita e la traslazione sono simme-
trie dell’equazione delle onde. Estendiamo g, h dapprima per parita all’interval-
lo [-L, L] e quindi per periodicita (di periodo 2L) a funzioni &, i su R, cosicché
la soluzione

gx—ct)+g(x+ct) 1 [rret o
- _ & )+ §( )+__/ dyh(y)
X

i(x, 1) 5

e anch’essa una funzione 2L-periodica e pari della variabile spaziale x. Affinché
la soluzione sia classica, occorre richiedere che g € C?(R) e € C'(R), ovvero che
g€ C%([0,L]), he C'([0, L)) ed inoltre

g0 =g'(L)=0, KO =H(L) =0.

—ct
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La funzione u(x, t) = ii(x, t), (x,t) € [0, L] x R,, & la soluzione cercata.
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CAPITOLO 4
Equazione della corda vibrante: metodo di Fourier

4.1. Serie di Fourier

La famiglia di funzioni trigonometriche
. (n7m nmw
{sm(—x); n=1,2,...}, {cos(—x); n=0,1,2,...}
L L

(dove per n = 0 si intende la funzione costante uguale ad 1) hanno in comune
la proprieta di essere C* su R ed ivi 2L-periodiche. Esse godono inoltre delle
seguenti importanti proprieta:

L k
f dxsin(ﬂx)sin(—nx)=L5n;C Vn k=1,
L L L ’
L k
f dxcos(ﬂx) cos(—nx) =L0,;(14+6,0) Vn k=0,
_L L L » y
L k
f dxsin(ﬂx)cos(—nx)=0 Vn=1 VYk=0,
_L L L

dove 6, € la delta di Kronecker, ovvero 6,, =1e 6, =0 se n # k. Notia-
mo che se dotiamo lo spazio lineare delle funzioni 2L-periodiche di quadrato
localmente integrabile del prodotto scalare

L
(u,v) = f dxu(x)v(x)
-L

allora le precedenti relazioni affermano che le funzioni trigonometriche sono
tra loro ortogonali.

Chiaramente, una combinazione lineare di tali funzioni,
ap nm . (nmw
—+ Z [un cos (—x) + by, sin (—x)] ,
2 =] L L

se composta da un numero finito di termini, oppure se i coefficienti a,, b, ten-
dono a zero per n — oo abbastanza rapidamente, definisce ancora una funzio-
ne regolare 2L-periodica. La questione non banale e di interesse & il viceversa:
se f(x) e una funzione 2L-periodica, essa si pud espandere mediante una serie
trigonometrica (o serie di Fourier),

fm=%+z

n=1

() busin (5] @y
apCcos|—x sin|—ux||, .
" L " L

ed i coefficienti a,, b,, sono individuati in modo univoco?

49
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Esistono diversi risultati, che dipendono in particolare da quale tipo di con-
vergenza venga richiesta. Siamo qui interessati alla convergenza uniforme, ed
il principale risultato della sezione € stabilire una condizione sufficiente per ta-
le convergenza. Prima di enunciare il risultato, mostriamo come in questo ca-
so i coefficienti siano univocamente determinati. Infatti, stante la convergenza
uniforme, possiamo moltiplicare ambo i membri della (4.1) per una qualsiasi
funzione trigonometrica e quindi integrare la serie termine a termine su [-L, L].
Dalle relazioni di ortogonalita si trovano subito i coefficienti dello sviluppo in
termini della funzione f. Precisamente,

1 L nm 1k . (D7
a, = Zf_def(x) COS(TX)’ b, = z[_def(x) s1n(7x) (4.2)

(lascelta ayp/2in (4.1) é stata fatta proprio in modo che la precedente espressione
di a,, sia valida anche per n =0).

TEOREMA 4.1. Sia f € C'(R) una funzione 2L-periodica. Sussiste allora lo
sviluppo in serie di funzioni trigonometriche (4.1) con i coefficienti come in (4.2).
La serie converge uniformemente ad f su tutto [-L,L]. Inoltre la convergenza e
totale, nel senso che

laol

5 + Y (lanl + b)) < co. (4.3)

n=1

E chiaro che la condizione (4.3) implica la convergenza uniforme della se-
rie di Fourier. Infatti ciascun termine della serie numerica (4.3) domina il mo-
dulo di ciascun termine della serie (4.1), pertanto la convergenza uniforme di
quest’ultima segue dai ben noti criteri di convergenza sulle serie di funzioni.

Le ipotesi del Teorema 4.1 possono essere indebolite, ma la sola continuita
di f non e sufficiente per la convergenza uniforme (esistono controesempi).

Prima di dimostrare il Teorema 4.1 ¢ utile introdurre la seguente forma com-
plessa della serie di Fourier, basata sulla formula di Eulero per I'’esponenziale
complessa,

e=e(cosy+isiny), z=x+iy,

che conserva la proprieta notevole dell’esponenziale e*1*% = e? e,

Nel seguito, se F(x) = F) (x)+iF>(x) € una funzione a valori in C, le operazioni
di integrazione, derivazione, etc. vanno intese applicate per linearita alle parti
reale ed immaginaria di F (ad esempio F'(x) = F; (x) +iF,(x)). In particolare, si
verifica facilmente che

ie“z)te“ VxeR, VAeC
dx

Utilizzando le ovvie identita,

elx + e—lx . elx _ e—lx
cosx=—, sinx=——— x€R,
2 21
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possiamo riscrivere la serie di Fourier nella forma seguente,

fo=2+y

2 n=1

:%—FZ

n=1

ink
Z Cn el}’le,

nez

an ( ipz _inZ by iz o
_(elan+e lan)—l7(elan—e mLx)

a, —ib, ; a, +ib :
n ﬂeln%x_i_ n ﬂe—ln%x
2 2

avendo definito

ap an —iby, __  ap+iby
2 5 0 CnTasT
Dunque la serie di Fourier si riscrive in termini di uno sviluppo mediante il si-

stema di funzioni trigonometriche complesse {e'"7*},¢z. Si verifica immediata-
mente che tali funzioni soddisfano la relazione di ortogonalita,

Co =

’ Cn—

Il
\Y
p—

L o L .
f dxe" ¥ e KI¥ = f dxel " Rix¥ =215, 4, (4.4)
-L -L
da cui si ricava un’espressione diretta dei coefficienti ¢ in termini di f,

1 (L i1
Cp = —f dx f(x)e™"'t*, nez. 4.5)
2L J-1
Il Teorema 4.1 ammette la seguente formulazione equivalente.

TEOREMA 4.2. Sia f € CY(R) una funzione 2L-periodica ed i coefficienti c,
definiti come in (4.5). Allora

f@)=Y cpe” I*  (uniformemente).
nez

Inoltre la convergenza e totale, nel senso che

Y lenl < oo (4.6)

ne”zZ

L'equivalenza tra le due formulazioni & ovvia. Si consideri in particolare che,
essendo |¢y| = %|do| elcyl=le_pl= %\/ |an|? + |by|? per n#0, si ha
lan|+ byl lan| + byl
—= slenls————,
2v2 2
cosicché le equazioni (4.3) e (4.6) sono equivalenti.
La dimostrazione del Teorema 4.2 segue da una serie di lemmi e proposizio-

ni preliminari.

LEMMA 4.3 (Disuguaglianza di Bessel). Sia f € C(R) una funzione 2L-perio-
dica. Allora

1 L
25—[ d 2,
Y leal L), x f(x)

nez
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N
_ inZx _: .
DIMOSTRAZIONE. Posto Sy (x) = E cne * siha:

1 L .
0<i dx [f(x) - Sn)]* = dxf(x) -2 Z Cnoy f dx f(x)e" ™
-L
1 N N
+ — Z Z Cnckf dxeln X 1k X
2L n=—Nk=-N

1 L
:—f dx f(x)* -2 Z CnCon+ Z Z CnCrkOn—k
2LJ)-L n=-N n=—Nk=—-N
=idexf(x)2—2 % lenl® + % cnl®
oL ) = n n

n=-N
! f dxf@i= Y leal?
= — X X)) — C .
2L )L n=—N "

Dunque

Z leal? <—f dxf(x) VN =1,

ne"N
che dimostra I’asserto. O

COROLLARIO 4.4. Sia f € C(R) una funzione 2L-periodica. Allora

lenl < 11 flloos lim ¢, =0.
n—oo

DIMOSTRAZIONE. La stima |cy| < || flloo Segue immediatamente dalla (4.5),
mentre il limite segue dalla disuguaglianza di Bessel, poiché i termini di una
serie assolutamente convergente sono infinitesimi. U

LEMMA 4.5. Sia f € C}(R) una funzione 2L-periodica. Allora

L 1 [r i
— (1) 1 _ / —inZx
Ch=—C dove c¢,;'=— | dxf'(x)e"r".
"Timn "oo2L f_L f
DIMOSTRAZIONE. Integrando per parti, per la periodicita di f,

inn

f dxf(x)e_mLx = Tcn.

x=L 1nn 1
(1) _ —-inZx
xX)e L

f( ) x:—L L 2L

O

PROPOSIZIONE 4.6. Se f € C'(R) & una funzione 2L-periodica allora i suoi
coefficienti di Fourier soddisfano la (4.6).

DIMOSTRAZIONE. Dal precedente lemma ed usando la stima pqg < %(p2 +

7%,
L1 2
— 1) (1)
cnl=—1/|c,’| = — +|c .
ol = e = 5+
Ma f’ € C(R) per cui vale la disuguaglianza di Bessel e dunque il membro di
destra € sommabile in 7. (]
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Rimane da dimostrare la convergenza puntuale ad f(x) della sua serie di
Fourier.

PROPOSIZIONE 4.7. Sia f € C(R) una funzione 2L-periodica. Supponiamo
che esista la derivata f'(y) in un punto y € R. Allora

fm=Y cpety.

nezZ

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo dapprima che y = 0. Definiamo

(x) - f(0)
elt* -1
Siha g € C(R) e 2L-periodica, purché per x =0,+2L, +4L,... le si assegni il valore
. o f-fO) il ,
limgto) = lim ~ = == 0)
In particolare i suoi coefficienti di Fourier ¢, = - /. L dxg(x)e""* tendono a

ZEero per n — oo.
D’altra parte, essendo f(x) — f(0) = e'T¥g(x) - g(x),
i‘LMUM%f@MMﬁ=ijdmgmémmﬁ_ijdmgmgwﬁ
2L J-1 2L ), oL ),

ovvero ¢, — f(0)6,,,0 = Cp—1 — Cp, da cui

N N
Y. cn—f) =) (En-1—-Cn)=—Cn+Cn-1.
n=—N n=—N

Nel limite N — oo troviamo

fO=> cn

nezZ
Se invece y # 0 allora poniamo w(x) = f(x + y). Chiaramente ¢ € C(R), & 2L-
periodica ed esiste la derivata ¥’'(0) = f'(y). Dunque, per quanto sopra dimo-
strato,

FW =y =) &,

ne”z
con

L L
Ch = if dxw(x)e_i"%x = if dxf(x+y)e_i”%x
2L J-1 2L )1

inZ 1 L+y —-inZx inZ
=e"ty — dx f(x)e "t =e" 1V ¢y,
2L —-L+y

Nell'ultima uguaglianza abbiamo utilizzato il fatto che se ¢ & una funzione 2L-
periodica localmente integrabile allora ffz gydx(p(x) = f_Lde(p(x) per ogni y €
R. Dunque f(y) = ¥ ez ¢n €17, il che dimostra la proposizione. O

Il Teorema 4.2 € ora immediata conseguenza delle Proposizioni 4.6 e 4.7.
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OSSERVAZIONE 4.1. Come gia detto, le ipotesi del Teorema 4.2 possono es-
sere indebolite. Ad esempio, e sufficiente che la funzione 2L-periodica f sia
assolutamente continua e con derivata f’ € L2([-L,L)). Inoltre, per la sola con-
vergenza puntuale, si puo dimostrare che se f € C(R) ed in un punto x € [-L, L]
soddisfa la condizione di Dini

0 _
f dz‘f(x+z) fx)
-5 V4

36 >0: < +o00

allora si ha convergenza della serie di Fourier in quel punto, ovvero

flx)= Z Cn el

nez
Conseguenza del Teorema 4.2 e del Lemma 4.5 € il seguente risultato.

TEOREMA 4.8. Sia f € Ck(R) una funzione 2L-periodica, k = 1. Allora

izn\" i x
fPw=Y (—) cpet*  (uniformemente) Vr<k-1.
nez

Inoltre,

k-1
Y Il el < oo
nezZ

DIMOSTRAZIONE. Fissato r < k—1, indichiamo con c,(p i coefficienti di Fou-
rier della derivata f”). Dunque, applicando ricorsivamente il Lemma 4.5,

L\ inn\"
— (r) (r —
Ch=|—] C — Cc =|—]| Cpn.
" (iﬂn) " " ( L ) "
Ma essendo f') € C!(R) si applica il Teorema 4.2. Pertanto vale la convergenza
uniforme della serie di Fourier. Infine, per la convergenza totale di tale serie nel
casor=k—-1,

C;k_1)| < oo.

S 0k ol = (E)H y

ne”zZ 7'[ ne”zZ

O

OSSERVAZIONE 4.2. Ovviamente un’analoga affermazione vale nella scrittu-
ra della serie di Fourier in termini di seni e coseni. In particolare, se f € C*(R) &
una funzione 2 L-periodica,

Y n® D (@] + byl < co. 4.7)

n=1

OSSERVAZIONE 4.3. Poichése feC 1(R) sihala convergenza uniforme della
serie di Fourier ad f, per i teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale
possiamo affermare che

L
lim | dx[f(x)-Sy)]°=0.
L

N—ooJ_
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Pertanto, ripercorrendo la dimostrazione della disuguaglianza di Bessel, dedu-
ciamo che vale in realta 'uguaglianza, ovvero

Y lenl® = idexf(x)2
nl® = .
nez 2LJ-1

In effetti si pud dimostrare che tale relazione, detta uguaglianza di Parseval,
sussiste purché f sia una funzione a quadrato integrabile sull’intervallo [-L, L].

OSSERVAZIONE 4.4. Sia f € C!(R) una funzione 2L-periodica. Allora

ni

1) Se f & una funzione dispari, f(x) = Z b, sin(Tx).

n=1
a ni
2) Se f & una funzione pari, f(x) = ?0 + Z a, Cos (Tx)
n=1

Infatti, essendo nullo I'integrale di una funzione dispari su [-L, L], si ha a, =0
nel primo caso e b,, = 0 nel secondo caso.

4.2. Il metodo di Fourier

Introduciamo qui il metodo di Fourier per determinare la soluzione dei pro-
blemi al contorno per la corda finita. Tale metodo si applica in generale a diversi
problemi con condizioni al bordo omogenee.

4.2.1. Problema in dimensione finita. Per capire meglio quale sia 'idea
di base, consideriamo dapprima il caso di un’equazione differenziale ordinaria
lineare a coefficienti costanti della forma

u(t) = Au(e),
u(0) =c,

dove u(t) € R" & la funzione incognita, ¢ € R" il dato iniziale ed A € R"*" & una

matrice simmetrica. Dunque 1'operatore lineare A: R” — R” & simmetrico ri-
spetto al prodotto scalare canonico di R” (Aé-n =¢&- An V&, € R") e pertanto
ammette n autovalori reali A1,...,A, (non necessariamente distinti) ed altret-
tanti autovettori vy,..., v, tra loro ortogonali, che dunque formano una base
ortogonale di R”. Cerchiamo allora la soluzione del problema nella forma
n
u(t) =) wr(vg.
k=1

Sostituendo nell’equazione e ricordando che Avy = A vy, otteniamo
n
Y L) - Awe (Do =0, Y wp@vk=c.
k=1 k
Essendo vy, ..., v, una base ortogonale ne segue che deve aversi

c-v
Wi (n) = Arwi (1), wi(0) = £
Vg Vk

Vk=1,...,n.
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At

Chiaramente wy(t) = wy(0)e***, cosicché la soluzione del problema e

nocov
u() =y ——eMiy,,

k=1 Vk " Vk
Si puo procedere in questa maniera anche nel caso di un’equazione del secondo
ordine,

i(t) = Au(t),
u0) =c, u0)=_C.

Nuovamente
n

u(t) =) wi(vg,
k=1
dove le n funzioni scalari wy(t), k =1,..., n, sono in questo caso soluzioni delle
equazioni differenziali del secondo ordine
. c- Uk . C-vg
Wi (1) = Lpwi (1), wi(0) = , wi(0) =
Vi Uk Uk Vk

Vk=1,...,n.

Ad esempio, nella teoria delle piccole oscillazioni affrontata nel corso di
Meccanica Razionale si affronta il problema un po’ piu generale,

Tii(t) = Hu(y),
u0) =c, u(0)=C,

con T, H € R™" simmetriche e T definita positiva. Ma ponendo z(#) = T2 u(t)
ritroviamo

z(0)=¢, 2(0)=C,
con A=T V2HT Y2, ¢=T"%¢, C=TV2C.

{Z(I) = Az(D),

4.2.2. Problema di Cauchy-Dirichlet omogeneo. Vogliamo ora applicare
la precedente strategia nel caso dell’equazione della corda. Consideriamo in
particolare il problema di Cauchy-Dirichlet omogeneo,

Pu_ oGu in (0,1) xR

. — P 1 ’ X ’

orr "ot ’
u

u(x,0) =g, E(x,o) =h(x) per xe€l0,Ll],

u,0=0, u(lLn=0 per (=0.

(4.8)

Il problema agli autovalori associato consiste nel determinare autovalori e rela-

2
tive autofunzioni dell’operatore % sull’intervallo [0, L] con condizioni al bordo

di Dirichlet omogenee. Dunque cerchiamo le coppie (4, v(x)) tali che
{ V'(x)=Av(x) se x€(0,L),

v(0)=v(L)=0. (4.9)

Notiamo da subito che ciascuna soluzione ¢ determinata a meno di un fatto-
re moltiplicativo, nel senso che se (1, v(x)) € soluzione di (4.9) allora lo & anche
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(A, Cv(x)) con C una costante arbitraria (si pensi all’analogo finito dimensiona-
le: se & € R" & autovettore della matrice A di autovalore A allora lo & anche il
vettore C¢ con C € R).

Per risolvere il problema (4.9) notiamo che I'integrale generale dell’equazio-
ne v (x) = Av(x) &

Cle‘/’Tx + Cge‘ﬂx se A>0,
v(x)=4 Ci+GCox se A1=0, (4.10)
C; cos(kx) + Cysin(kx) se A=-k?<0,

con Cp, C, costanti arbitrarie. Cerchiamo soluzioni non banali (cioé non iden-
ticamente nulle) del problema (4.9). Imponendo le condizioni al bordo v(0) =
v(L) = 0 si verifica facilmente che se A = 0 allora necessariamente C; = C, =0,
dunque tutte soluzioni banali. Nel caso invece A = —k? 1a condizione v(0) = 0
implica C; =0, cosicché v(x) = Csin(kx) e per avere soluzioni non banali (cioé
con C, # 0) e necessario che sin(kL) = 0, ovvero che k = i"—L” con n intero posi-
tivo. In definitiva, il problema agli autovalori (4.9) possiede il seguente insieme
infinito di soluzioni,

w2 n?

12
dove abbiamo considerato solo il caso k = “* poiché k = — " non fornisce altre
soluzioni del problema essendo sin(— %x) = —v,(x).

. (nmw
Ap=— , vn(x):sm(Tx), n=12,...,

Osserviamo che il sistema di funzioni {v, (x)},>1 su [0, L] & ortogonale rispet-
to al prodotto scalare tra funzioni definito da

L
(u,v) ::f dx u(x)v(x). (4.11)
0
Infatti, da un calcolo esplicito,

L
<Vn, Vk> = Ean,k’

Tale proprieta di ortogonalita e legata al fatto che 'operatore dd—; & simmetri-
co rispetto al prodotto scalare (4.11) nello spazio lineare delle funzioni due vol-
te derivabili con continuita su [0, L] che si annullano al bordo. Infatti, per una

qualsiasi coppia u, v di tali funzioni, integrando per parti,
(", vy=u'Lv)-d' O)vO)-{,v)=-(u, V")

4.12
=uL)v' (L) - u)v'(0)—{(u, vy =(u,v"). (*.12)

Cerchiamo allora la soluzione formale del problema (4.8) nella forma
u(x, 1) = Y Wy(9)va(x),
n=1
cosicché le condizioni al bordo sono soddisfatte. Sostituendo nell’equazione

della corda si ha

n?m?c?

AGIZEEEDY

12 Wy, () v, (x).
n=1 n=1
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Fissato un qualunque intero k = 1, moltiplicando ambo i membri per v (x) ed
integrando da 0 ad L, utilizzando quindi I'ortogonalita delle funzioni {v, (x)} =1,
segue che deve aversi

.. 2 kmc
Wi (1) = i Wi (1),  wi:= A

che e 'equazione di un oscillatore armonico, il cui integrale generale
Wi (t) = Apcos(wyt) + By sin(w 1),

con Ay, By costanti arbitrarie. Pertanto

. . (h7

u(x, 1) =Y [Apcos(nt) + Bysin(w,1)]sin (Tx) ) (4.13)
n=1

Per determinare i coefficienti A, e B;,, dobbiamo imporre le condizioni iniziali.

Poiché

ou . . (nmw
—(x, 1) = Z [-Ajwy,sin(wy, 1) +anncos(wnt)]sm(—x),

dobbiamo richiedere che

nn ou nm
= ’0 = A i _— ’ h = - ,0 = B i —— .
g(x) = u(x,0) ’;1 nsm( T x) (x) Y (x,0) ,;1 nWn s1n( T x)
Nuovamente, fissato un qualunque intero k = 1, moltiplicando ambo i membri
delle precedenti relazioni per v (x) ed integrando da 0 ad L, utilizzando quindi
I'ortogonalita delle funzioni {v,(x)},>1, segue che deve aversi
2 (L k 2 (L k
Ap = —f dxg(x)sin(—nx), Bk=—f dxh(x)sin(—nx).
LJo L wrL Jo L
Se indichiamo con g(x) ed h(x) le funzioni 2L-periodiche ottenute prolungan-
do rispettivamente g(x) ed h(x) per disparita all'intervallo [-L, L] e quindi per
periodicita, si ha ovviamente
g0 =Y Apsin(Cx), R =Y Buwusin(Sox]  VxeR,
n=1 L n=1 L

con Ay, B, che possono scriversi anche nella forma

L
L f dxh(x) sin(ﬂx).

w,LJ-L L
Altrimenti detto, A,, e w,B;, sono i coefficienti dello sviluppo di Fourier in se-
rie di seni delle funzioni periodiche e dispari g e i. Affinché la soluzione for-
male trovata in forma di serie sia effettivamente derivabile termine a termine
due volte rispetto alle variabili (x, #) e fornisca quindi una soluzione classica del
problema e sufficiente che sia

3" (1Al +1Byul) n* < +o0. (4.14)

n=1

A ldeX)'(m) B
== x &(x)sin| —x]|, =
n L) 8 I7 n

Infatti ciascun termine di tale serie numerica domina, a meno di un fattore co-
stante ininfluente, il modulo del corrispondente termine delle serie di funzioni
ottenute derivando termine a termine due volte rispetto alle variabili (x, f) la
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soluzione formale u(x, t). Dall’Osservazione 4.2 sappiam0~che una condizione
sufficiente perché sussistala (4.14) & che siano g € C3(R) e h e C2(R), ovvero che
g€ C3([0,L]), h € C?([0, L)) ed inoltre

g0)=g)=0, g'0)=g"(L)=0, h(0)=hL)=0, h"0)=h"(L)=0.

Si osservi che occorre assumere una regolarita dei dati iniziali maggiore rispetto
a quella richiesta nel metodo delle riflessioni. Cio poiché cerchiamo la soluzio-
ne u nella forma di una serie due volte derivabile termine a termine, dunque
con regolarita maggiore della semplice richiesta che u € C?((0, L) x R,) sia una
soluzione classica.

OSSERVAZIONE 4.5. Il metodo di Fourier & anche noto con il nome di metodo
della separazione delle variabili. Infatti]’argomento puo essere cosi riformulato.
Cerchiamo soluzioni particolari nella forma di prodotto di funzioni delle singo-
le variabili x e ¢, dunque U(x, ) = v(x)W (t). Imponendo che U sia soluzione
dell’equazione delle onde con le prescritte condizioni al bordo deve aversi

v(x)W(t) -2V (x)W(t) =0,
v(0)=v(L)=0.

Laddove v(x)W(t) # 0 possiamo riscrivere la prima equazione nella forma
vV'(x) W)
v(x) W@

Pertanto i due membri della precedente equazione devono essere indipendenti

da entrambe le variabili x e z. Deve allora esistere una costante di separazione,
che indichiamo con A, tale che

V(x) = Av(x), W) = AW(D).

Ne segue che la coppia (A, v(x)) deve risolvere il problema agli autovalori (4.9),
del quale abbiamo dimostrato esistere I'infinita di soluzioni {(v,(x),A,)}n=1. La
corrispondente funzione W (t) = W, (¢) deve allora risolvere I'equazione armo-
nica W,,(¢) = ¢®1, W,,(¢#). Troviamo in tal modo un’infinita di soluzioni partico-
lari Uy (x, £) = Wy, (t) v, (1), ciascuna dipendente da due costanti arbitrarie (i dati
iniziali W,,(0) e W,,(0) dell’oscillatore armonico W,,). A questo punto si cerca la
soluzione del problema di Cauchy (4.8) come sovrapposizione di tali soluzioni,
u(x, )=y Un(x, 1),
n=1

dove le U, (x, ) vengono univocamente determinate imponendo le condizioni
iniziali. In queste note vedremo applicazioni di questo metodo per la risoluzio-
ne di diversi problemi di EDP.

OSSERVAZIONE 4.6. La formula (4.13) afferma che la soluzione dell’equazio-
ne della corda vibrante con estremi fissi si scrive come la sovrapposizione di
infinite soluzioni particolari della forma

Ny cosp, =Ay

. (nm
Uy (x, t):Nncos(wntﬂpn)sm(Tx) (dove Ny sing, = —B
n n — n
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in cui riconosciamo un’onda stazionaria armonica di numero d’onda k; = ”—L” e

frequenza angolare w,,. Se la corda evolve secondo u,(x, t), ciascun punto oscil-
la armonicamente con uguale fase ¢, ed ampiezza |Nn sin (”—L”x) |, in modo tale
che tra i nodi dell’'onda armonica (cioe i punti x in cui u,(x,t) = 0 per ogni )
ci siano sempre gli estremi della corda. Dunque la soluzione generica si scri-
ve come somma di un numero finito o infinito di onde armoniche stazionarie (o
semplicemente armoniche), trale quali distinguiamo la fondamentale u, (x, t) di
frequenza w; e le successive u,(x, t), n = 2, di frequenza w, = nw; (ad esempio
Uy (x, t) el'ottava della fondamentale). Il metodo di Fourier mette cosi in eviden-
za il carattere oscillatorio della propagazione ondosa, in particolare I'esistenza
di infinite vibrazioni proprie di cui & costituita una generica vibrazione. E I'a-
nalogo della decomposizione in modi normali delle piccole oscillazioni attorno
alla posizione di equilibrio stabile in un sistema meccanico con un numero fini-
to di gradi di liberta. Per inciso, si ricordi che '’equazione della corda vibrante &
stata derivata proprio nell’approssimazione delle piccole oscillazioni.

OSSERVAZIONE 4.7. Abbiamo gia notato che le autofunzioni v, (x) sono de-
finite a meno di una costante moltiplicativa. In particolare, possiamo fissare tale
costante in modo che esse abbiano norma unitaria rispetto al prodotto scalare
definito in (4.11). Poniamo cioe

en(x) = \/gsin(n—zrx),

cosicché (e, ex) = 0, k. Scriviamo quindil'integrale generale del problema nella
forma
u(x, 1) =) Wp(1) en(x).
n=1

Chiaramente le funzioni W, (f) sono sempre moti armonici di pulsazione w;
(la differenza nella scelta di e, (x) in luogo di v,(x) emerge solo quando si im-
pongono le condizioni iniziali). Esiste ora un legame immediato tra I'energia
meccanica di tali oscillatori e quella della corda vibrante. Precisamente,

o las 33 -5 (2]
b 2\ ot 2 \ox

1. 2 w% 2
En(t):EWn(t) +7Wn(t)

=Y En1),

n=1

con

I'energia dell’oscillatore n-esimo. In effetti,

= (2,21, & (2 o
“2\at’ ot 2 \dx’ ox

- ¥

n,k=1

)

1 A A 62 / /
EWan (en, er) + EWan<en,ek>

da cui segue il risultato poiché
w2
/ / " n
(emex)=0nk,  (€per)=—(eper)=—Anlener) = = S n.k-
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EsSERCIZIO 4.1. Stabilire se esistono condizioni iniziali per il problema di
Cauchy-Dirichlet (4.8) che danno luogo a moti periodici nel tempo (ovvero se
esistono soluzioni u(x, r) non nulle tali che u(x, r) = u(x, t + T) per un qualche
T >0 e per ogni x, f).

ESERCIZIO 4.2. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy-
Dirichlet omogeneo,

?u  ,0°u

ch 32 in (0,L) xRy,

u(x,0) —331n(3 x) au(x 0) —sin(SHx) er xel0,L]
) - L ) at ) - L p ) )

u,0)=u(Ll, =0 per t=0.

Inoltre, se & una soluzione periodica nel tempo, stabilirne il periodo.

EsERrcizio 4.3. Verificare che le soluzioni del problema di Cauchy-Dirichlet
omogeneo trovate con il metodo delle riflessioni e con il metodo di Fourier coin-
cidono (almeno formalmente). Altrimenti detto, verificare che i membri di de-
stra delle (3.25) e (4.13) coincidono per assegnati dati iniziali g ed h.

4.3. Esempi di applicazione del metodo di Fourier

4.3.1. Problema di Cauchy-Neumann omogeneo. Consideriamo il proble-
ma di Cauchy-Neumann omogeneo,

u  ,0%u

F:C W 5 in (0,L)><|R+,

u(x,0) = g(x), O—L;(x, 0)=h(x) per xe€l0,L], (4.15)
ou u

—(0,0)=0, —(L,©)=0 per t=0.

0x 0x

In questo caso il problema agli autovalori associato consiste nel determinare au-
tovalori e relative autofunzioni dell’operatore dd—;z sull’'intervallo [0, L] con con-
dizioni al bordo di Neumann omogenee. Dunque cerchiamo le coppie (A, v(x))
tali che
V(x) = Av(x) se xe(0,L),
{ v'(0)=v'(L)=0. (4.16)
Per risolvere il problema (4.16) partiamo dall’'integrale generale (4.10) da cui si
ricava
\/X(Cleﬂx - Cge“/’Tx) se A>0,
V=1 G se A=0,
k[ — Cysin(kx) + Cocos(kx)] se A=-k*<0.

Cerchiamo soluzioni non banali (cioe non identicamente nulle) del problema
(4.16). Imponendo le condizioni al bordo v'(0) = v/(L) = 0 si verifica facilmente
che se A > 0 allora necessariamente C; = C, = 0, dunque tutte soluzioni banali.
Nel caso A = 0 abbiamo C, = 0 e C; arbitrario. Infine, se 1 = —k? la condizione
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v'(0) = 0 implica C, = 0, cosicché v(x) = C; cos(kx) e per avere soluzioni non ba-
nali (cioe con C; # 0) e necessario che sin(kL) =0, ovvero che k = J_r”—L” con n in-
tero positivo. In definitiva il problema agli autovalori (4.16) possiede il seguente
insieme infinito di soluzioni,

B n%n? B nr 3
An_——Lz , vn(x)—cos(Tx), n=012,...,
dove ora ¢ incluso I'autovalore nullo Ay = 0 che ha come autofunzione non ba-
nale vg(x) = 1. Abbiamo considerato solo il caso k = ”—L” poiché k = —”—L” non

fornisce altre soluzioni del problema essendo cos(—%x) = v,(x).

Osserviamo che il sistema di funzioni {v;, (x)},>0 su [0, L] &€ ortogonale rispet-
to al prodotto scalare (4.11). Infatti, da un calcolo esplicito,

L
(U, Vg) = Ean,k(l +61,0)-

2
Anche in questo caso, 'ortogonalita € legata alla simmetria dell’operatore %
sullo spazio lineare delle funzioni due volte derivabili con continuita su [0, L]
e soddisfacenti condizioni di Neumann omogenee al bordo. Infatti 'indentita

(4.12) sussiste anche per una coppia di tali funzioni.

Possiamo ora procedere come nel caso del problema di Dirichlet. Cerchia-
mo la soluzione formale del problema (4.15) nella forma

1
wx, 1) = S Woln) + Y Wu(Dva(x),
n=1
cosicché le condizioni al bordo sono soddisfatte. Sostituendo nell’equazione

della corda si ha
2.2 2

1. .
SWo(0)+ Y Wa(Dvn() = = Y. W (0) v (0.
2 n=1 n=0 L

Fissato un qualunque intero k = 0, moltiplicando ambo i membri per v (x) ed
integrando da 0 ad L, utilizzando quindi I'ortogonalita delle funzioni {v; (x)} >0,
segue che deve aversi

.. 2 __kmc
che e I'equazione di un oscillatore armonico se k = 1 e del moto libero se k = 0.

Pertanto

1 . nm
u(x, t) = E(AO +Bot)+ Y_ [Apcos(w,t) + By sin(wn 1)] cos (Tx) )
n=1
Per determinare i coefficienti A;, e B;, dobbiamo imporre le condizioni iniziali.
Poiché

O_u(x t)—lB +Z [-Apw,sin(wy,t) + B,w, cos(w t)]cos(ﬂx)
or ) 0 e n n=n n L

n=1
dobbiamo richiedere che
1 nm 1 nm
g(x) = EAO +Y Ay cos(Tx), h(x) = EBO + Y Bpwp cos(Tx).

n=1 n=1
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Nuovamente, fissato un qualunque intero k = 1, moltiplicando ambo i membri
delle precedenti relazioni per v (x) ed integrando da 0 ad L, utilizzando quindi
'ortogonalita delle funzioni {v,(x)},>0, segue che deve aversi

2t k
Ak:—f dxg(x)cos(%x), k=0,

f dx h(x) sek=0,

f dx h(x) cos(k—;x) sek=>1.

Se indichiamo con g(x) ed fz(x) le funzioni 2 L-periodiche ottenute prolungando
rispettivamente g(x) ed h(x) per parita all’intervallo [-L, L] e quindi per perio-
dicita, si ha ovviamente

o1 nmw
g(x)—5A0+r;1Ancos(Tx) VxeR,

- 1 nn
h(x) = EBO + Z anncos(Tx) VxeR,

n=1

con Ay, B, che possono scriversi anche nella forma
1 (L nm
=— dx g(x)cos|—x], n=0,
L f_L g( ) ( L )

1 (L ~
—f dx h(x) sen=0,
By={ LJ-L

n

nm
(—x) sen=1.
L

Altrimenti detto, A, e By, w, B, sono i coefficienti dello sviluppo di Fourier in
serie di coseni delle funzioni periodiche e pari & e 4. Anche in questo caso,
affinché la soluzione formale trovata in forma di serie sia effettivamente deri-
vabile termine a termine due volte rispetto alle variabili (x, ¢) e fornisca quindi
una soluzione classica del problema e sufficiente che sia soddisfatta la condi-
zione (4.14). Infatti ciascun termine di tale serie numerica domina, a meno di
un fattore costante ininfluente, il modulo del corrispondente termine delle serie
di funzioni ottenute derivando termine a termine due volte rispetto alle varia-
bili (x, t) la soluzione formale u(x, t). Dall’Osservazione 4.2 sappiamo che una
condizione sufficiente perché sussista la (4.14) & che siano g € C3(R) e h € C*(R),
ovvero che g € C3([0, L)), h € C?([0, L]) ed inoltre

go=g')=0, g"0=g"W)=0, RO =h'(L)=

Notiamo che, analogamente al caso del problema di Cauchy-Dirichlet, poiché
cerchiamo la soluzione u nella forma di una serie due volte derivabile termine
a termine, occorre assumere una regolarita dei dati iniziali maggiore rispetto a
quanto richiesto nel metodo delle riflessioni.
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ESERCIZIO 4.4. Risolvere, con il metodo di Fourier, il problema di Cauchy
con condizioni periodiche per 'equazione delle onde,

or2  ox2 ou
u(x,0) = gx), E(X,O):h(x) per xeR,

in RXR+,

ulx,t)=ulx+1L,1) per x€R, t=0.

4.3.2. Vibrazioni forzate. Studiamo ora le vibrazioni forzate di una corda,
ad esempio con estremi fissati, dunque il problema di Cauchy-Dirichlet,

Fu_ 0

ﬁ—c ax2+fa in (0,L) xRy,
u

u(x,0) = g(x), E(x, 0)=h(x) per xe€[0,L],

u(0,)=0, u(l,t)=0 per t=0.

Come nel caso della corda infinita, & sufficiente determinare la soluzione parti-
colare corrispondente a dati iniziali nulli, poiché il problema con g ed h gene-
rici si ottiene sommando a tale soluzione quella del problema non forzato con i
suddetti dati iniziali. Pertanto studiamo il problema
’u 262”+f in (0,L)xR
— =" in (0,L) xRy,
arz ~ ox? ’
u
u(x,0) =0, E(x,O) =0 per xe€l0,L],
u,0)=0, u(L=0 per t=0.

(4.17)

Come nel caso delle vibrazioni libere, cerchiamo la soluzione nella forma di uno
sviluppo in serie di seni,

u(x, )= Y. Wa(tsin[2ox).
n=1 L
Supponiamo inoltre che sia ben definito lo sviluppo in serie di seni della forzan-
te,
nmw
—x

f(x;t)=an(t)SiIl( )» fn(t)=%j(;LdJ’f(yrt)Sin(n_Zy)

n=1 L

(quindi lo sviluppo del prolungamento dispari di f(x, t) su [-L, L]). Sostituendo
nell’equazione si ha

Y Wa(D) sin(n—Lnx) =)

n=1 n=1

n’m?c?

_TWn(t)"‘fn(t)

. (N7

sin ( — x) ,
L

cui vanno aggiunte le condizioni iniziali

Y. Wa(sin(—=x) = Y- Wy sin(~=x] =o.

n=1 n=1
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Per I'unicita dello sviluppo di Fourier concludiamo che le {W,,(t)},>1 devono
soddisfare le equazioni

Wy (1) = —w2 Wy (1) + fn(D) oo VEC
Wi (0) = Wy (0) =0

in cui riconosciamo degli oscillatori armonici di frequenze w, con forzante f;,(1).

Anche in questo caso di un'equazione differenziale ordinaria possiamo ottener-

ne la soluzione con il metodo di Duhamel (in questo ambito detto “metodo della
variazione delle costanti”). Consideriamo pertanto i problemi omogenei

W (D) =-w?W(1) £>s,
W(s)=0 W(s)=fuls) s=0,

la cui soluzione e

fn(s)

Wp

Wy, (t;s) = sin[w, (t— s)].

La soluzione cercata é allora
t 1 t
Wy (1) = f dsWy(t;s) = —f ds f(s)sin[w, (t - s)],
0 wWn Jo

ovvero, ricordando la definizione di f;, (1),

2
wnL

t L
f ds[ dy f(y, t)sin(ﬂy)sin[wn(t—s)].
0 0 L

Il metodo si applica ovviamente anche in problemi con differenti condizioni al
bordo omogenee, cercando la soluzione nella forma u(x, t) = Y, W, (£) v, (x),
con {v,(x)} il sistema di autofunzioni del corrispondente problema agli auto-
valori.

Wn(t) =

ESERCIZIO 4.5. Studiare le vibrazioni forzate di una corda finita con condi-
zioni di Neumann omogenee agli estremi,

Ou 6202u+f in (0,L)xR
A .0 ’ x ’
02 x2 *

M(X,0)=6—L;(x,0)=0 per x€l0,L],
ou ou

—(0,1)=—(L,1)=0 per (=0,
0x 0x

ESERCIZIO 4.6. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy-Neumann

relativa all’Esercizio 4.5 nel caso in cuila forzante & f = f(x, 1) = 1+e~ ' cos (¥ x).

ESERCIZIO 4.7. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy-
Dirichlet non omogeneo

Fu_ 0

F =c o + sin(m(;) in (0,1) xRy,
u(x,0) =4sin(mx), 6—1:(16, 0) =sin(2zrx) per x€]l0,1],
u0,1)=0, u(l,n=0 per t=0.
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4.3.3. Problema misto. Consideriamo il problema di Cauchy misto omo-
geneo,

u _ ,0%u

W_C W . in (0,L) xRy,
u(x,0) = gx), E(x, 0)=h(x) per xel0,L],
a—u(O, H=u(L,)=0 per t=0.

0x

In questo caso il problema agli autovalori associato consiste nel determinare au-
. . L , 2 e
tovalori e relative autofunzioni dell’operatore % sull’intervallo [0, L] con con-

dizioni miste omogenee. Dunque cerchiamo le coppie (1, v(x)) tali che

V' (x) = Av(x) se xe(0,L),
V'(0)=v(L)=0.

Ragionando come nei casi precedenti ¢ facile verificare che le uniche soluzioni
non banali si hanno se A = —k? < 0. In tal caso l'integrale generale € v(x) =
C; cos(kx) + Cp sin(kx), per cui le condizioni v'(0) = v(L) = 0 si scrivono C; =0 e
Cj cos(kL) =0, da cui si ricava che si hanno soluzioni non banali (C; # 0) solo se
cos(kL) =0, ovvero k = iw, n=0,1,2,.... In definitiva, scartando al solito i

2L
valori negativi di k che non danno luogo ad ulteriori soluzioni,

2(2n+1)? 2n+1

2L

12 x), n=012,...

A questo punto si procede analogamente ai casi precedenti, per cui, posto w, =

%, la soluzione si cerca nella forma

ulx,t) = Z [Aj cos(wy,t) + B, sin(w, )] cos
n=0

)

((2n+ n )
—_— X
2L

dove i coefficienti A, e B, sono fissati dai dati iniziali, ovvero devono soddisfare

@Cn+1x ) @Cn+1x )
— x|, —x].

h(x) = B cos
oL ()= ) Buoon oL

n=0

gx)=) Apcos

n=0

Notiamo che ora le somme a destra sono delle funzioni 4L-periodiche. Precisa-
mente, se indichiamo con g(x) ed h(x) le funzioni 4L-periodiche ottenute pro-
lungando rispettivamente g(x) ed h(x) per parita all'intervallo [-L, L], quindi
per disparita all'intervallo [-L,3L] ed infine per periodicita, si ha ovviamente,
per ogni x € R,

2n+1 . 2n+1
g =} Apcos MX), h(x) =) Buwpcos @ntln )nx),
n=0 2L n=0 2L
con
2 [+ 2n+1 1 (2L 2n+1
Aﬂzzfo dxg(x)cos(%x):ﬂ _Zdeg(x)cos(—( n2+L )th)’
2 (* 2n+1 12 241
fn = fdxh(x)cos e )= dxh(x)cos(—( s )”x).
(l)nL 0 2L 2(1)nL 2L 2L
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Altrimenti detto, A, e w, B, sono i coefficienti dello sviluppo di Fourier in se-
rie di coseni delle funzioni g e 7, 4L periodiche, pari attorno a x = 0 e dispari
attorno a x = L. Affinché la soluzione formale trovata in forma di serie sia ef-
fettivamente derivabile termine a termine due volte rispetto alle variabili (x, t)
e fornisca quindi una soluzione classica del problema e sufficiente che siano
&€ C3(R) e h e C?(R), ovvero che g € C3([0, L]), h € C([0, L]) ed inoltre

g0 =g"0=0 g)=g"(L)=0, K(©0)=0, h(L)=h"(L)=0.

4.3.4. Condizioni al bordo non omogenee. Il metodo di Fourier, al pari di
quello delle riflessioni, si applica al caso di condizioni al bordo omogenee. D’al-
tra parte in taluni casi e possibile ricondurre un problema con dati al bordo non
omogenei al caso di dati omogenei. Precisamente, consideriamo condizioni al
bordo indipendenti dal tempo del tipo

) u,t)=a, ull,t)=Db;
i) u(0,t)=a a—u(L H=p
M - ) ax ) - M

... O0u
iii) — (0,0 =a, u(L,t)=Db;
0x

iv)a—u(Ot)—a a—u(Lt)—li
ox 7 oax T

e cerchiamo una soluzione stazionaria ii(x) dell’equazione delle onde omoge-
nea, dunque @”(x) = 0. Essendo #@(x) = ¢1 + cox l'integrale generale, troviamo
un’'unica #(x) nei casii), ii), iii), mentre nel caso iv) ne troviamo infinite per a = 8
e nessuna per a # 3. Nei casi in cui esiste it(x) possiamo considerare la funzione
U(x,t) = u(x, t) — it(x), che risolve il problema con dati al bordo omogenei e dati
iniziali U(x,0) = g(x) — it(x), %—Lt’(x, 0) = h(x). Determinata U(x, t) con il meto-
do di Fourier troviamo infine la soluzione u(x, t) del problema con dati al bordo
non omogenei.

ESERCIZIO 4.8. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy
misto con dati al bordo non omogenei,

u  ,0%u

W:C @ in (O,L)XR+,
u(x,0) = x—L+cos(£x) 6_u(x 0)= cos(s—nx) er xe|0,L]
; ’ 2. o ot P b
2on=1, uLn=0 per =0,

0x

4.3.5. Equazione delle onde generalizzata. Consideriamo il problema di
Cauchy-Dirichlet,

Fu_ 0

F_C ox2 5 in (0,L) xRy,
u(x,0) = g(x), 6—1/;(x, 0) = h(x) per x€ [0, L], (4.18)
u@©,)=u(L, =0 per (=0,
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con y > 0 (cfr. I'Eq. (3.8)). Osserviamo che I'operatore differenziale dd—; +ald
(@ € R) con condizioni al bordo di Dirichlet omogenee ammette lo stesso si-
stema di autofunzioni dell’operatore dd—;, semplicemente con autovalori trasla-
ti di @. Cerchiamo pertanto anche in questo caso la soluzione u(x, ) come
sovrapposizione di seni,
u(x, 1) =y Wy sin(ﬂx).
n=1 L
Sostituendo nell’equazione del moto si ha

> Wn(t)sin(n—;x) = _(ﬂ)z_y

W, (z)sin(mx)
n I )
n=1 n=1 L L

da cui, per I'ortogonalita dei seni, deve aversi, per ciascun intero n =1,
( nnc‘)Z N
I Y

che e ancora un sistema di oscillatori armonici. Dunque

Wy(t) = - Wy (1),

ulx,t) = Z [A, cos(wy,t) + By, sin(w, )] sin (n—Lnx),

n=1

(w) + v, mentre i coefficienti sono determinati dai dati iniziali,

L
2 L
f dx h(x)sin (ﬂx) .
w,L Jo L
La differenza principale con il caso y = 0 dell'’equazione d’'onda non generaliz-

zata € che ora le armoniche in generale non sono piu tra loro commensurabili
Wn
(ovvero 7 ¢ Q per n # k).

dove w, =

A Zde ()'(m) B
== xg(x)sin| —x]|, =
n LJ I4 I7 n

ESERCIZIO 4.9. Determinare la soluzione del seguente problema di Cauchy-
Dirichlet,

0%u 262u ou ‘

o2 a_xg_?’u_ 37 in (0,L) xRy,

u(x,0) = g(x), a—;‘(x,o):h(x) per xe (0,1, (4.19)
u©0,0) =u(L, =0 per =0,

cony, >0 (cfr. 'Esercizio 3.1). Dimostrare inoltre che

lim w(x,t)=0.
t—+00
B
[Suggerimento: Cercare la soluzione nella forma u(x, t) =e™ 2 'Ux, 1).]

4.4. Soluzione di alcuni esercizi
SOLUZIONE Es. 4.2. Dalla teoria sappiamo che la soluzione del problema si
scrive nella forma

u(x, 1) =Y [Apcos(nt) + Bysin(w,1)]sin (%x),

n=1
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dove

2 rL . nx 2 L o (nm
A"=Z[0 dxg(x)sm(Tx), Bn=wan0 dxh(x)sm(Tx),

con g(x) = u(x,0), h(x) = %—?(x,O) ewy = (nnc)/L. Nel caso in esame le funzioni g
ed h sono proporzionali rispettivamente alla terza ed alla quinta armonica, per
cui solo i coefficienti A3 e Bs sono diversi da zero. Pil1 precisamente, utilizzando
la formule di ortogonalita delle autofunzioni,

2 L 3n nmn 6L
A,=— | dx3sin|—x|sin|—x|===6,,3=30,3,
n Lfo (L ) (L ) R R

2 L 57 nm 2 L 1 L
B, = f dxsin(—x)sin(—x): —Op5=—0n5=—0n5.
wn,L Jo L L wy,L2 7 ws 5mc

Pertanto la soluzione del problema &

. (37 ) . (57
u(x, t) = Az cos(wst)sin Tx + Bs sin(ws f) sin Tx
(37‘[6 ) . (371’ ) L . (5nc ) . (571’ )
=3cos|—t|sin|—x|+ —sin|—¢]|sin|—x].
L L 5mc L L

La soluzione & periodica ed il suo periodo, ovvero il pil1 piccolo T > 0 per cui
ulx,t)=ulx,t+T7),e T=2L/c.

SOLUZIONE ES. 4.5. Cercando la soluzione nella forma

(e, 1) = Wo (1)

+ Z Wn(t)cos(n—Lnx),

n=1

e supponendo che sia ben definito lo sviluppo in serie di coseni della forzante,

t 2 (L
flx, 0= %+ > fn(t)cos(n—:x), fu(®) = zfo dy f(y, t)cos(n—;y),

n=1

si trova che le {W},(#)} =0 devono soddisfare le equazioni

Wi (1) = —0f Wa (1) + fu(1) L
W, (0) = W, (0) =0 oL
da cui
t
fds(t—s)fo(s) se n=0,
0

Wn(t) =

t
L[ dssin[w,(t—3s)]fn(s) se n=1.
wWp Jo

SOLUZIONE Es. 4.6. Nel caso in esame f(x,?) € la somma di una costante
e di una funzione proporzionale alla prima armonica, per cui solo i coefficienti
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fo(t) e f1(¢) sono diversi da zero. Piu1 precisamente, utilizzando la formule di
ortogonalita delle autofunzioni,

2t . 7 nm _
fn(t)—zfo dx[1+e cos(zx)]cos(Tx)—26n,0+e Sni1,
ovvero, piu esplicitamente,

2 se n=0,
fu®)=<e! se n=1,

o
»
[¢]
v
\S}

Pertanto
£? se n=0,

1 t
W, (t) = —f dssinfw;(t=s)]e™® se n=1,
w1 Jo

0 se n=2.

Lintegrale che determina W (t) si puo calcolare nel modo seguente. Eseguendo
la sostituzione 7 = t — s si ha
t —t ot

— | dssin[w;(t—s)le” = — | dre’sin(w;1).

w1 Jo w1 Jo
D’altra parte,

e(1+iw1)t _ 1
[

¢ ¢ .
f dre’sin(w; 1) = %f dreltiolT — g -
0 0 1+1w1

elsin(wit) — w el cos(wr b) + w;

2
1+w1
Pertanto,
1 [t . s 1 1 . _t
— | dssinfw(t—1s)]e”" = 5 | —sin(wit) —cos(wir) +e " |.
w1 Jo 1+(U1 w1

In conclusione, ricordando che w; = nc/L, la soluzione del problema e

1 I? L . (mc me _
ulx, t)=— —sm(—t)—cos(—t)+e
c L L

+—
2 [2+72c?

Cos (%x) .

SOLUZIONE ES. 4.7. La soluzione si scrive nella forma
ulx,)=U(x, 0+ u*(x,1)

con U(x, t) soluzione dell’equazione omogenea associata e u*(x, t) soluzione
particolare di dati iniziali nulli che determiniamo con il metodo della variazione
delle costanti. Posto w,, = nmuc, la soluzione U si scrive nella forma

Ulx,t) = Z [Ay cos(wy,t) + By sin(w, t)] sin(nmx),

n=1

1 2 1
Ay = Zf dx g(x)sin(nrx), B,= —f dx h(x)sin(nrx).
0 wWp Jo
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Ma essendo g(x) = 4sin(rx), h(x) = sin(2zx) autofunzioni (prima e seconda
armonica), solo A; e B, sono diversi da zero:

1
Ay = 2[ dx4sin(nx)sin(nnx) =40 ,,1,
0

1

1
B,=——| dxsin@nx)sin(nrx) = —0b6,2.
nmc Jo 2nc

Quindi
1
U(x,t) =4cos(mct)sin(mx) + 2— sin(2rct) sin(2mx).
C
La soluzione u* & invece

u(x, 0= Z W, (t) sin(nmx)

nz1
con

t 1
W, (t) = wif dsf dy f(y, t)sin(nmy) sin[w,(t - s)].
n JO 0

Ma f(y, t) =sin(my) per cui solo W (#) € diverso da zero, precisamente:
1 [t 1
Wi () = —f dssin[mc(t - )] = —=[1—-cos(nc)].
mc Jo %
La soluzione del problema & quindi

1 1 1
ulx,t) = [— + (4 — —) cos(nct)] sin(mx) + — sin(2nct) sin(2wx).
m2c m2c 2nc

SoLUZIONE Es. 4.8. Vogliamo ricondurci ad un problema misto con dati al
bordo omogenei che sappiamo risolvere con il metodo di Fourier. A tal scopo
e sufficiente cercare la soluzione nella forma u(x, t) = @i(x) + v(x, t), dove & € la
soluzione del problema stazionario con i dati al bordo non omogenei assegnati,
ovvero i risolve

i (x)=0 in (0,L),
{ @0)=1, ua(l)=0.
Infatti iz € nota, essendo il segmento di retta di coefficiente angolare pari ad uno
e passante per il punto (L,0), dunque i(x) = x — L, mentre la funzione incognita
v(x, t) e soluzione del problema misto omogeneo

0%v 2621/ . 0.0) xR
— =C"— in L) xRy,
ot? 0x? +
v(x,0) = cos(lx) @(x 0)= cos(g—nx) er xe€l0,L]
) ’ Yo M T 2t P b
Zo,n=0, vLn=0 per =0,

0x

Da quanto visto nella sottosezione 4.3.3 sappiamo che la soluzione di questo
problema si scrive nella forma

v(x,0) = ) [Apcos(wnt) + B,sin(w,1)] cos
n=0

((2n+1)n )
—x’
2L

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



72 EQUAZIONE DELLA CORDA VIBRANTE: METODO DI FOURIER

dove
2 (L @2n+1)n
A, =— —x|,
n Lfo dxg(x)cos( oL x)
2 (L 2n+1
B, = f dx h(x)cos Mx),

con g(x) = v(x,0), h(x) = %(x, 0) ew, =(2n+1)rc/(2L). Poiché nel nostro caso
le funzioni g ed h sono proporzionali rispettivamente all’armonica per n = 0
ed n =1, solo i coefficienti Ay e B; sono diversi da zero, precisamente Ay =1 e
By =wj'. Dunque

v(x,t) = cos(wgt) cos (ix) + i sin(wq t) cos (3—nx)
T 0 2.7 " W, ! 2L )
In conclusione la soluzione del problema e

mc /1 2L . (3mc 3n
u(x,t)=x—L+cos(—t)cos(—x)+—sm —t|cos| —x]|.
2L 2L 3nc 2L 2L

. . _B
SOLUZIONE ES. 4.9. Cerchiamo la soluzione nella forma u(x, t) = e~ 2t U(x, t)
e riscriviamo il problema nella funzione incognita U(x, ). Si ha

ou p _s, _5,0U0

— =——e 2'U+ 27—

ot 2° MFY:

?u B _s, 5,00 _p,0°U
— =" 2lU-Be 2l —+e 2l —,
orr 4 h or?
?u  _p,0°U

— = 2 ——

0x? 0x?

Si osservi che, in particolare,

(x) =u(x,0)=U(x,0) h(x)—a—u(xO)——E (x)+a—U(x0)
g - ’ - ’ ’ - 0[’ ’ - 2g at » .

Sostituendo nel sistema (4.19), deduciamo che u(x, t) e soluzione di (4.19) se e
solo se U(x, t) risolve il problema,

OZ—U—cZOZ—U—( —ﬁ—z)U in (0,1)xR
o2~ ax? 4 ’ *
U B
U(x,0) =g(x), E(x,0)=h(x)+5g(X) per xe€(0,L],

Uo,nH=U(L, =0 per t=0,

che puo essere risolto analogamente a quanto fatto per il problema (4.18). Cer-
chiamo quindi U(x, ) come sovrapposizione di seni,

Ux, =Y Wn(t)sin(%x),

n=1
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cosicché le condizioni al bordo sono soddisfatte ed il problema nelle W, si se-
para. Infatti, sostituendo nell’equazione del moto si ha

. . (N ) ,62 n?m?c? . (nTm
nZz:l Wy (1) sm(Tx) = an:l (Z - —y) W, () sin (Tx),

da cui, per I'ortogonalita dei seni, deve aversi, per ciascun intero n =1,

. 2 nlalc?
Wi (1) = B Wa(D), ﬁn::%_T_

La soluzione dell’equazione dipende dal segno di §,, precisamente,

Apcos(wpt)+ Bysin(w,t) se fn= —w% <0,

W, (t)={ An+Bnt se f,=0, (4.20)
ApeVPnt 4 B, e~ VPt se fn>0.

Le costanti A, e B, si determinano imponendo le condizioni iniziali e sono
legate ai coefficienti dello sviluppo in serie di seni delle funzioni g(x) e h(x).
Osserviamo che la condizione §,, = 0 si scrive

’5_2 y 272 c? .

A
Pertanto essa puo essere verificata al piti da un numero finito di interi 7, dopo-
diché tutti gli altri modi sono oscillatori armonici. Si osservi inoltre che laddove
Br > 0 si ha necessariamente /B, < /2, cosicché da (4.20) segue che se > 0
allora

lim u(x,t)= lim Z e‘gth(t) sin(ﬂx) =0.
t—+00 I—+00 7= L

Quindji, in presenza di attrito, le oscillazioni della corda si smorzano ed essa
tende all’equilibrio per t — +oo.
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CAPITOLO 5
Introduzione alla teoria delle distribuzioni

5.1. Premessa

Come discusso in Sezione 3.5, la funzione 6 di Dirac in x = y non € una
funzione nel senso usuale: ¢ un modo di indicare il funzionale lineare su C(R)
che associa alla funzione v € C(R) il suo valore in x = y:

fdxﬁy(x)u/(x) =y(y).

Quindi “dx&,(x)” € una notazione per la “misura unitaria” u,(dx) concentrata
nel punto y, cui si associa il funzionale lineare continuo §,: C(R) — R definito
dalla media integrale

Sy(w) = f A0y =y(y) weCR).

Si osservi che la misura p,(dx) non € assolutamente continua rispetto alla mi-
sura di Lebesgue dx. In particolare, 6, (x) non ¢ la densita di Radon-Nikodym e
non puo essere quindi interpretata come una funzione integrabile. Abbiamo gia
osservato in effetti che questo porterebbe all’ovvia contraddizione (3.20), come
discusso in Sezione 3.5.

Quindi la “funzione generalizzata” y di Dirac identifica una misura, ma e
stata caratterizzata come un funzionale lineare continuo su C ([R).1

Questo punto di vista € alla base della definizione di funzione generalizza-
ta (detta anche distribuzione), ovvero come funzionale lineare continuo su un
opportuno spazio di funzioni (dette funzioni di prova, funzioni test o funzioni
fondamentalsi).

Le funzioni di prova devono essere sufficientemente regolari per poter (i)
avere una classe ampia di funzionali lineari continui; (ii) sviluppare un calcolo
differenziale su tali funzionali.

5.2. Spazio delle funzioni fondamentali

Sia 2 € R" un aperto e C°(Q2) lo spazio delle funzioni complesse di classe
C* a supporto compatto in Q:2

Cy° () := {y € C*°(Q): supp(y) & un compatto in Q}.

L& continuo in quanto limitato: | ]5y W = W lloo-
Bl supporto di ¥ & supp(¥) :={x € Q: w(x) # 0}.
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y
1/e
-1 0 1 ¥

FIGURA 5.1. Un esempio di funzione fondamentale in R.

Linsieme C;°(Q) ha la struttura di spazio lineare su C ponendo

(a1y1 + w2)(x) = 1 (X) + cowa(x) Yy, Cr(Q) Ve, ceC.
Sewy € Cgo(Q) scriviamo inoltre
() v =Ry +iSy con Ry, Sy funzioni reali (quindi Ry, Sy € CSO(Q; R));

(i) lYlleo = sup, [y (x)| dove |y (x)| & il modulo del numero complesso ¥ (x) =
Ry (x) +iSyw (x);

(iii) D%y (x) = D*Ry (x) +iD*3w (x) dove, per ogni multi-indice di interi positivi
a=(ag,...,a,) eN",

@ '@l

.:m (lal:=a1+---+ay).
1 n

DEFINIZIONE 5.1 (Spazio delle funzioni fondamentali su Q). Lo spazio 2(Q2)
delle funzioni fondamentali (dette anche funzioni di prova o funzioni test) sul do-
minio Q e lo spazio lineare topologico definito dallo spazio lineare C3°(Q) dotato
della seguente forma di convergenza: la successione {Y}ren € D(Q) converge a
Y eD(Q) se

(a) esiste un compatto K c Q tale chesupp(y) c K VkeN;
(b) per ogni multi-indice a = (a1,...,a,) € N" si ha
lim D%y — D% |lo = 0.
k—+00

ESeEMPIO 5.1. Consideriamo la funzione reale

1
e -2 selx|<1,
W(x)::{ 1 o

0 se x| >1,

il cui grafico € riportato in Figura 5.1. Chiaramente v € C;°(R): infatti per |x| <1
siha
qu/ Qrlx) __1_
x)= e -2, k=0,1,...,
dxk (x) (1 _x2)2k

. . . df -
con Qg (x) un polinomio, per cui d—xf(x) —0Operx—+1"ex—+1".
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Osserviamo che Z(£2) € uno spazio lineare topologico, in quanto le opera-
zioni di somma e prodotto per uno scalare sono banalmente continue. Inoltre
2(Q) contiene “molte funzioni”. In effetti, si pud dimostrare il seguente teorema
di densita, che riportiamo senza dimostrazione.

TEOREMA 5.2. Linsieme C{°(Q) e denso in LP(Q) per ognil < p <oo:
VfE LP(Q) a{fk}keN C CSO(Q): kliI}:l ||f—fk||U7 =0.
—+00

5.3. Spazio delle distribuzioni

Possiamo ora introdurre il concetto di distribuzione.

DEFINIZIONE 5.3. Una distribuzione (o funzione generalizzata) su Q) e un
funzionale lineare continuo J: 2(Q) — C. Indichiamo con 2'(Q) linsieme delle
distribuzioni.

Quindi, J: 2(Q) — C e una distribuzione se:
@) J(ary1+ c2y2) = c1J(y1) + c2J(w2) perognici,c € C ey, w2 € 2(Q);
(ii) i — 0 in 2(Q) per k — +oo implica J(yy) — 0.3
Una notazione equivalente che utilizzeremo in seguito per J(y) € nella for-

ma di crochet:
Jw)={J,w)  (J controy).
La proprieta di continuita puo essere espressa in termini di una proprieta di
limitatezza. Sussiste infatti il seguente risultato (che non dimostriamo).

TEOREMA 5.4. Un funzionale lineare J: 2(Q) — C appartiene a 2'(Q) se e
solo se per ogni compatto K c Q esistono una costante C > 0 ed un intero N = 0
tali che

[{(J,p)l < clalg})axN”D“w”w Yy eD(Q): supp(y) K.

Altrimenti detto, per tutte le funzioni test ¥ nulle al di fuori di un assegnato
compatto K, il valore di ( 7, w) e controllato in termini delle derivate di v fino ad
un certo ordine N.

DEFINIZIONE 5.5. Una distribuzione J € 2'(Q) é detta di ordine finito se N
puo essere scelto indipendente da K. Il piit piccolo di tali N viene detto ordine
della distribuzione.*

Notiamo che 2'(Q) ¢ lo spazio duale topologico di 2(Q2), dotato anch’esso

di struttura lineare definendo, per ogni J1, J» € 2'(Q) e ¢1,¢2 € C,

(aah+clyy)=c{JLy)+c ().

3Poiché J & lineare & sufficiente richiedere la continuita in w=0.
“In tal modo, la funzione & di Dirac ha ordine zero poiché

{8y, w) 1 = lwW < 1¥lloo-
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Esso possiede una topologia naturale, rispetto alla quale &€ anch’esso uno spazio
lineare topologico, che rimane definita dalla seguente nozione di convergenza.

DEFINIZIONE 5.6 (Convergenza debole in 2'(QQ)). La successione di distribu-
zioni {Ji}ren <€ 2'(Q) converge alla distribuzione J € 2'(Q) se

(Jow)=(Ly) VYye2(Q).

lim
k—+00
Lo spazio delle distribuzioni & completo rispetto alla convergenza debole,

come stabilito dal seguente teorema che riportiamo senza dimostrazione.

TEOREMA 5.7 (Completezza di 2'(Q)). Sia {Ji}ren < 2'(Q) tale che il limite
delle successioni numeriche {( i k,1//>} keN esiste finito per ogni v € 2(Q). Allora
lapplicazione J: 2(Q) — C definita ponendo

(Ly)= lim (Jow),  yea(@,
e una distribuzione. In particolare, J; — J debolmente per k — +oo.

ESERCIZIO 5.1. Dimostrare che la serie
+00

Y. aj by, (x),

j==o0

con y; = j¢, £ > 0, converge ad una distribuzione in 2'(R) qualsiasi siano i
coefficienti a;.

Concludiamo la sezione con le naturali definizioni di coniugazione com-
plessa di una distribuzione e delle sue parti reale ed immaginaria.

DEFINIZIONE 5.8 (Coniugazione complessa). Assegnata J € 2'(Q) definiamo
complessa coniugata di ] la distribuzione ] € 2'(Q) ottenuta ponendo

<7,w> =(J,¥) Vye2(Q).
Definiamo allora le distribuzioni parte reale e parte immaginaria di J,

R , 3] =
J 5 37 T

’

cosicché B
J=RJ]+iSJ, J=RJ-iSJ.

In particolare RJ e 37 sono distribuzioni reali, nel senso che laddove y =y
(ovvero se la funzione test w & reale) siha (RJ,v),(SJ, ) €R.

5.4. Esempi

5.4.1. Distribuzioni regolari (funzionali integrali). Ad ogni funzione lo-
calmente integrabile f € LIIOC(Q) si associa la distribuzione J rE 2'(Q) definita
dall’integrale

(]f,y/)::fﬂdxf(x)u/(x), v eED(Q).
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La definizione e ben posta poiché
(i) Jf e lineare per le proprieta dell'integrale di Lebesgue;

(ii) Jf & continuo poiché se supp(¥) < K con K compatto di Q allora

|<]f,1//>| = ||1//||oodex|f(x)| = Ckl¥ llco»
con Cg = f xdx|f(x)| (in particolare J feéuna distribuzione di ordine zero).

LEMMA 5.9. Sia f € LIIOC(Q). Allora Jf =0 (ovvero J¢(w) = 0 per ogni v €
2(Q)) se e solo se f =0 quasi ovunque in Q).

DIMOSTRAZIONE. Diamo solo una traccia della prova. Per ogni compatto K
di Q si puo costruire una successione {{;} < 2(Q) tale che

Dy —»7/|f| quasi ovunque in K; := K\ {x € K: f(x) =0};

2) |yl =L

Allora, per il teorema della convergenza dominata (applicato alla successione
8k(x) = f(X) Y (x) su Ky),

fdx|f(x)|:f dxlf )= | dsfs 0L i [ dx foovi =0
K K If(X)]  k—+oolKy

Dunque f = 0 quasi ovunque in K compatto arbitrario in Q, ovvero f = 0 quasi
ovunque in Q. Il viceversa e ovvio. U

Dal lemma precedente segue che possiamo identificare le funzioni local-
mente integrabili con le distribuzioni associate.’

ESERCIZIO 5.2. Siano f € L”(Q) e { fi}ken < LP (QQ). Dimostrare che se fi — f
in LP(Q) allora fi — f nel senso delle distribuzioni (ovvero J f — Jrin 2'(Q)).

OSSERVAZIONE 5.1. Se f € complessa allora

(Jpy) = | dxFope = | def@y = | dxf@yem =)
f Q Q Q

e quindi

f Ipwy+{Jrw
(]@Rf,w>=[9dx8?f(x)w(x):‘[dey(x)w(x):< f U’>2< f W>’

<]i‘sf’1//>:fdx(\\‘f(x)w(x):fdxg(x)wu): <]f»w>_'<]f’w>'
Q Q 21 2i

In particolare, ricordando la Definizione 5.8, troviamo giustamente che se J = J¢
alloraR]r=JpreSJr=Jgr

SInfatti, date N e Lloc(Q)' poiché J —Jp =Jp_p, siha fi = faseesolo Ji =Jy,.
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5.4.2. Misure. Il primo esempio di distribuzioni non regolari sono le misure
o-additive e o-finite sull’algebra dei boreliani di Q. Se y € una misura poniamo

(]u,u/>=/ﬂu(dx)w(x), Y eD(Q).

La definizione & ben posta poiché
(i) J € lineare per le proprieta dell'integrazione astratta;

(ii) J € continuo poiché se supp(y) € K con K compatto di Q2 allora

(T 0} = ¥ loo fK 1) = K 1 oo,

(in particolare J, € una distribuzione di ordine zero). Alcune osservazioni:

* Se u(dx) < dx allora J, = J¢ distribuzione regolare con f € LlloC Q) la

derivata di Radon-Nikodyn di u rispetto alla misura di Lebesgue:

d
(]u,y/>=fdxf(x)w(x), weDQ), conf=F
Q dx

» La definizione si estende a misure con segno, it = y; — Uz, o complesse,
W= 1 — U2 +i(us — p4), ponendo

<]#’W> = <]#1’W>_<]ﬂ2’W>+i(<]H3’W> —<]#4»W>)-

« Analogamente al caso delle distribuzioni regolari possiamo identificare
le misure o-finite con le distribuzioni associate poiché si puo dimostra-
re che

Jpw)=0 YVye2z(Q) << u=0.

EsEMPIO 5.2 (La funzione 6 di Dirac in R™). Consideriamo la misura unitaria
concentrata in y € R",

1 seyeA
py(A) = YE2 ' Aboreliano diR".
0 sex¢A

Chiaramente (J,,,, %) = ¥ (y) e poniamo J, = &y, scrivendo anche

(6,,w) :fdx6y(x)q/(x) = fdxé(x—y)u/(x),

con 6 (x) = 6o(x). Questa notazione & motivata dal fatto che se v, (x) := y(x + y)
allora
0, yy) =y, @ =y =(d),v)

ovvero

fdx(?(x)u/(x+y) :fdxéy(x)w(x).

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



5.4 ESEMPI 81

1/Q2e)| T —

o y—€ y+e X

FIGURA 5.2. Una funzione approssimante la § di Dirac centrata
inyeR.

5.4.3. Approssimazione regolare della é di Dirac. Abbiamo visto in Sezio-
ne 3.5 che se definiamo

(2.5)_1 sexe(y—¢y+e¢)
(0 :={ 4e)! sex=y=+e
0 se x¢[y—¢,y+el

(vedi Figura 5.2) allora

l%fdxcpﬁf) Xyx) =yy) Yye2R).

Nel linguaggio delle distribuzioni questa proprieta si legge come una conver-
genza debole, ovvero

limJ o =68, in 2'MR),

e—0" Py

che scriviamo anche (pgf) — 8y in 2'(R). Pil in generale, sussiste il seguente
risultato di approssimazione.

PROPOSIZIONE 5.10. Siage LY(R™) tale che fdxg(x) =1 e poniamo

1 (x-y
(e) —
gy (x):= g"g( c )
Allora
limJ o =6, in2'R™M.
e—0" 8y

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo mostrare che
1ir%fdxg;‘” Oy =w(y) YyeDRY.
£E—

=)

Si ha (con la sostituzione z = -

1 —
fdxg}(f)(x)wx)—w(y) =fdx8—ng(¥)w(x) -y(y)

fdzg(z)w(y +ez)-y(y) = fdzg(z) ly(y+ez) -yl

La successione di funzioni f;(z) := g(2) [y (y + €z) —w(y)] e tale che
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(i) fe(z) — 0 per € — 0 per quasi tutti gli z € R";
() Ife (D = 2ll¥lcolg (2.
Allora, per il teorema della convergenza dominata,

lim | dz f:(2) =0,
e—0

da cui la tesi. |

In particolare, se y 4(-) indica la funzione caratteristica dell'insieme A c R",

allora )
—_ -0, in @'(R"),
|B€(y)|XBg(y) y

dove B.(y) € la bolla di centro y e raggio «.

5.4.4. Distribuzioni di ordine superiore. Si puo dimostrare che le misu-
re esauriscono l'insieme delle distribuzioni di ordine zero. Ovvero condizione
necessaria e sufficiente affinché una distribuzione J € 2'(Q) sia di ordine zero
e che J = J, per qualche misura complessa . Vediamo ora alcuni esempi di
distribuzioni non misure.

ESEMPIO 5.3 (Valor principale di 1/x in R). Il funzionale integrale {J;/,,¥) =
f dxy(x)/x non & ben definito poiché 1/x ¢ LIIOC(IR). Definiamo invece valor
principale di 1/ x la distribuzione

1 1
P—e®'(R) tale che <@—,w> :=lim dxM.
X X e=0J|x|z¢ X

Verifichiamo che € ben definita: fissata v € Z(R), sia R > 0 tale che supp(y) <
[—R, R], cosicché (per € < R)

dx 40} =f dx ¥y =[ dx S0} —f dx _1//(0).
|x|=¢ X e<|x|<R X e<|x|<R X e<|x|<R X

—_
=0 per disparita

Quindi

1 _w©) R v

(plv)=im [ aOVO_ [N ¥ VO,

x e—0Je<|x|<R X _R X

dove I'ultimo integrale & assolutamente convergente. Pil1 specificatamente:
(x) —y(0)
ax| S22 <y,
|x|<R X

cosicché
1
2RIV oo = P—€e2'R).
X

(o1

(in particolare 9}”% ¢ una distribuzione di ordine uno).

ESERCIZIO 5.3. Dimostrare che

[ TSR )
X |x|<1 X |x|>1 X
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ESERCIZIO 5.4. Dimostrare le formule di Sokhotski:

1 . 1
— = Find(x) + P —,
x+10 X

dove le distribuzioni nel membro di sinistra sono definite ponendo

< ! ,w>:= lim [ dx £

x+i0 =0t x+ie’

5.5. Operazioni sulle distribuzioni
5.5.1. Sostituzione lineare delle variabili nelle distribuzioni. Iniziamo da
quelle regolari. Sia f € LIIOC(IR”) e
O(x)=0lyp(x)=Ax+Db
una trasformazione affine invertibile di R” in sé (quindi det A # 0). Per ogni

v eDR™) siha
1

o0, W)y= | dx f(Ax+Db =
(Jrorw) f xfAX+ DY () = o
(con la sostituzione x’ = ¢(x) per cui dx’' = |det A|dx). Pertanto

(Upyeol™)
(Jfotrw) = T ldetdl

La formula precedente si estende in maniera naturale al caso di distribuzioni
qualsiasi. Precisamente, per ogni J € 2'(R") definiamo la distribuzione Jo ¢
ponendo

f dx’ fFOw(A A - b))

(Joyol™")

{Jely)= |det A|

In particolare:
(i) Se ¢ = ¢ &€ unarotazione di R € SO(n) allora

<]O£R,O’u/> = <])WOKRT,O>~

(ii) Se ¢ = ¢y}, € una traslazione di b € R" allora

<]°€][,b,'(//>: <]’1//°£][,—b>-

(iii) Se ¢ = €10 € una similitudine per uno scalare A # 0 allora

Jwolyy,
(Jolaroy)= <—2H0>'
Al
Ad esempio, nel caso della funzione ¢ di Dirac,
1
A = A_l —_
fdxéy( x+bw(x) TdetA] vA (y-b)
ed in particolare, per R € SO(n), be R", 1 #0,
1
O0(Rx)=6(x), O(x—b)=06px), 0(Ax) = |/”ncﬁ(x).
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5.5.2. Derivata delle distribuzioni. Nel caso di una distribuzione regolare
Jfcon fe C*(Q), integrando per parti si ha

(Jp,pr¥) =dexDif(x)1[/(x) = —fﬂdxf(x)Dﬂ//(x)

= _<]frDi1//>)
0

dove D; := P i=1,...,n. Pitin generale, se |a| < k,
Xi

(Jpap,w)= fQ dxD* f(x)y(x) = (- fQ dx f(x) D%y (x)

=(-D'"Y(J;, D).
Questo conto suggerisce la seguente definizione.

DEFINIZIONE 5.11. Per ogni multi-indice a € N", la derivata generalizzata
D] di ] € 2'(Q) e la distribuzione D* ] ottenuta ponendo

(DT, ) = (=1)'*(J,D%), weD(Q)

La definizione & ben posta poiché D%*J € 2'(Q) in quanto 'applicazione
D%: 9(Q) — 2(Q) e lineare e continua. Inoltre, dalla definizione segue imme-
diatamente che

e D%: 2'(Q) — 2'(Q) & lineare e continua.
o Ilrisultato della derivazione non dipende dall’ordine di derivazione.
» Ogni distribuzione ¢ derivabile infinite volte.

ESEMPIO 5.4 (La derivata della funzione di Heaviside in 2’ (R)). La funzione
di Heaviside e

0 se x<O0,
JE(x) = % se x=0,
1 sex>0.

Con un abuso di notazione scriviamo J z = A (identificano cioe la funzione con
la distribuzione associata) e calcoliamo, per ogni ¥ € 2 (R),

(A )=~y == [ dxv'(0 =0 = (B0,w).

Quindi #' = §¢ in 2'(R).

Si osservi che la derivata usuale (non generalizzata) di # & invece #' =0
quasi ovunque. D’altra parte, in questo caso non si applica il teorema fonda-
mentale del calcolo, in particolare [*_dy#'(y) = 0 # #(x) per x = 0, poiché
€ non e assolutamente continua.

Osserviamo inoltre che, effettuando una traslazione di —y € R, quindi intro-
ducendo A, (x) = A (x — y), si trova in modo analogo ij’, =6 v

In effetti, pit in generale, per ogni distribuzione J e ogni trasformazione
affine ¢, la derivazione commuta con il relativo cambiamento di variabili, ovvero

D*(Jol)=(D“])o¥.
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ESEMPIO 5.5 (La derivata della 6 di Dirac). Calcoliamo, per ogni v € 2(R),

(85w)==(8,,9") =¥/,
Iterando:
<5;,W> _ 1////(y), <537,1//> _ _U/W(J’)r etc.

ESERCIZIO 5.5. Sia f: R — R una funzione C! a tratti avente punti di discon-
tinuita di prima specie e isolati. Siano {x;} tali punti. Dimostrare che

F0) =) +) [flgbxx) in2'®),
k

dove f,(x) ¢la derivata classica (definita per x # x;) mentre [f]y, = f (x;g)— Fx)
é il salto della funzione nei punti di discontinuita.

ESERCIZIO 5.6. Dimostrare che
d 1
—log|x|=22= in2'(R).
P glx| < (®)

ESERCIZIO 5.7. Posto Gy (x) = —%lx— yl, dimostrare che
2

d '
@Gy(x) +6,(x)=0 In2'[R).

5.5.3. Moltiplicazione per una funzione regolare. In generale, il prodotto
di due distribuzioni non é definito. Un semplice controesempio: se esistesse un
prodotto (associativo) allora

0= 0.@1 = (366(36))97jl =0(x) (x@l) =0(x).
X X X

E invece ben definito il prodotto di una distribuzione per una funzione regolare.

DEFINIZIONE 5.12. Sia ] € 2'(Q) e u € C®(Q). Si definisce uj € 2'(Q) ponen-
do

(ul,w):={J,uy) VyeDQ.

In effetti la definizione & ben posta poiché la mappa ¥ — uy & lineare e
continua di 2(Q) in 2(Q). Vale inoltre la usuale regola di Leibniz rispetto alla
derivazione, ovvero

D;(u)) =u(D;]) + (D;u)].
Infatti
(Diw)),y)=~(ul,Diy) == (J,uD;y) = ~(J, Di(uy)) +{J,(D;u)y)
=(DiJ,uy) +{(Diw ], y) = (uDi]) + (D;w],y).
Due esempi elementari di prodotto tra distribuzione e funzione regolare:
(1) udp = u(0)dy poiché

(udo,w) = (8o, uy) = u0)w(0) = (u(0)5o, ).
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2) x(@% =1 poiché
1 1
<x9”—,w> = <3?’—,x1//> =lim dxy(x) = fdxt//(x) =(1y).
X X —0 |x|=€
5.5.4. Operatori differenziali. Consideriamo funzioni fondamentali e di-
stribuzioni vettoriali, cioe a valori in C":
Yea(C <= w=Wi,..., ¥, Y,€E2(Q),i=1,...,n
Je2'(Q;C") = J=U1....Jn), Ji€e2'Q),i=1,...,n

La dualita naturale tra gli spazi 2(Q;C") e 2'(Q; C") si ottiene ponendo
<] w = Z ]l!Wl

Possiamo ora estendere le definizioni dei principali operatori differenziali
ad operatori differenziali che agiscono sulle distribuzioni usando il concetto di
derivata generalizzata. Definiamo in tal modo:

e Gradientedi J€e 2'(Q): V] =(D1],...,D,J)) € 2'(Q;C") tale che
(VI W)=Y (DiJ,wi)y ==Y (J,Diyi)=—(J,divy).
i=1 i=1
e Divergenzadi J € 2'(Q;C"): div] = Y, DiJi€ 2'(Q) tale che

(div],y) = Z(D Jiw)=- Z(L,D v)=—(J,Vy).

i=1
* Laplacianodi ] € 2'(Q): A] =divV] =Y} D?] tale che
(A w) =Y (D)) = Z(LDZW (J.Ay).

i=1

5.6. Funzione di Green come soluzione in senso generalizzato

Nella Sezione 3.5 abbiamo introdotto la funzione di Green (3.18) per I'equa-
zione delle onde in d = 1 mostrando, almeno formalmente, che essa risolve I'e-
quazione nel limite in cuil'impulso iniziale & concentrato in un punto. Possiamo
ora fornire una caratterizzazione rigorosa della precedente interpretazione.

PROPOSIZIONE 5.13. La funzione di Green
1
K(x,y,1):= > [#(x—y+ct)—AH(x—y—cD)]

risolve in 2' (R x R,) il seguente problema di Cauchy,

K cZOZK in RxR
—_— —_— X ,
o2 ax2 " 5.1)

0K
K(x,y,0)=0, E(x,y,0)=5y(x) per t=0.
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DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo verificare che
0°K 0°K
(1) <W_ 26 2,1//> =0perogniy e 2R xR,);
(11) (x ¥, ) = 0y(x) per t — 0in 2'(R).

Verlﬁchlamo (i). Poiché K(x, y, t) = K(x—y,0, 1) e sufficiente dimostrarlo per
y =0. Detto
Co:={(x,H) ERx[0,00): |x| < ct}

il cono di influenza di y =0, si ha

1/2¢) se (x,1) € Cy,
0 altrimenti.

K(x,O,t)z{

Quindi

0K ry
<W_ 32V > fdtfdxl((xo t)[—(xt)—c -0

B o’y 021//

_ fd Hdtatz(xt) fodt_ct S
__i Ow (X _e [y, [9¥ oy _ ]
= dx Ot( c) 2[0 dt[a (ct, 1) — x( ct,t)|.

1 oy (x| 1 [ dy, xy 1 fo oy x
oo | dxgs (v = | drgs(n ) e g | dxgn(nT
Ot( c) 20[0 xat (x c)+20 xdt (x c)

0 0 0

[ 2

:lfoodt 61// 61//
2 Jo

—(ct, )+ —(—ct, 1)
ot ot
(nell'ultimo passaggio si & posto x = ct, cosicché dx = cd?). Sostituendo otte-

niamo
2 2 )
<6—K—c26—K w>:—lf dr [aw(ct t)+a—w( ct, t)]
0

or? 0x?’ 2 0

c [ oy oy

2[0 dr ax(ct,t) dx( ct,t)
I e oy W oY ]
= Zfo dt[at(ct,t)+cax(ct,t)+at( ctt) Cax( ct,t)
——lfoodt[i (ct l‘)+i (—ct t)]— 0,0)=0
7o)y VeV mveo=

Questo dimostra (i).
Verifichiamo (ii). Poiché K(x,0,t) = % [A(x + ct) — A (x — ct)], gia sappia-
mo che

0K 1
E(X,O, 1= §[5ct(x) +6_c(0)] In2'R).
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Quindi, per ogni v € 2(R),

0K t —ct
<E('70) t)rw>:w—’wa)):<6o,w> pel‘ t_’O

5.7. Soluzione di alcuni esercizi

SoLuzIONE Es. 5.1. Per il teorema di completezza ¢ sufficiente verificare
che per ogni ¢ € 2(R) € convergente la serie numerica

+00 +00
< 2 aj6Yj’w>: 2 ay(o.

j=—oo j=—oo

Ma questo € ovvio poiché tale serie & composta da un numero finito di termini,
essendo y(j¢) =0se j¢ ¢ supp(w).

SOLUZIONE ES. 5.2. Siano f € LP(Q) e {fi}ren < LP(Q). Dobbiamo dimo-
strare che se fi — f in LP(Q) allora J fo— Jrin 2'(Q). Distinguiamo due casi:

(i) p=1.Siha
|Uﬁwywﬁwomjhmnurfumwmuwn—ﬂm@mwM,
(ii) p > 1. Per la disuguaglianza di Holder,

\(Jrow)={Jpw)l Sfdx|fk(x)—f(x)||1//(x)| <l fx— flerelvlLoq),

dove g=p/(p—1).

SOLUZIONE Es. 5.3. Sappiamo che se supp(y) < [-R, R] allora

<g2)l,u,>:f g YW -y
X |x|<R X

Senza perdere di generalita possiamo assumere R > 1 e scrivere

f dxlll(x)—lll(O) _ dxl//(x)—tll(O) +f dx W(x)—W(O)‘
IxI<R 1<|x|<R

x Ixl<1 x x

Ma

f Mwm—wm:f mwm—f L YO
1<|x|<R X 1<|x|<R X 1<|x|<R X
—_—————

=0 per disparita
_ f dx ¥(x)
|x|>1 X
[ S —

poiché ¢ =0 per |x| >R
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SOLUZIONE Es. 5.4. Consideriamo il caso con il segno +, 'altro € analogo.
Fissata ¢ € 2(R) sia R tale che supp(y) < [-R, R]. Allora

y(x) R x-—ie
fd x+ie _[_dx 21//()
=1/J(0)f dxi+fR dx 272 10— o)
R X2+ J_p " x*+¢€?
=1 Ac () + B: ().

Ora, poiché l’integrazione di x/(x% + €2) & zero per disparita,

R/E 1 R
A:(p) =y (0) f dx = —iy(0) f i = -2iy(0) arctan;.

Quindi
lir{)l Ae(w) = —iny(0) = —in (6,vy).
£— +

D’altra parte, per convergenza dominata,

R -
lim Be(w):f dx YO —vO _ <g}l,w>_
e—0* —-R X

X

SOLUZIONE Es. 5.6. Osserviamo innanzitutto che log|x| & una distribuzione
regolare poiché & una funzione localmente integrabile. Ora, per ¥ € 2(R) si ha

d
<—log|x|,1//> = —fdx log x|y’ (x) = —hm dxlog|x|y'(x).
dx |x|=€
Integrando per parti:

dx log|x|y/' (x) :f_ dx log(—x)u/'(x)+f dxlog(x)y'(x)

|x|=€

=w(—¢)loge - f dx—)—u/(e)logs f dxw(x)

= [w(—s)—t//(g)]logs—f dx M
|x|=€ X
Ma
[y(—¢€)—wl(e)lloge = [—2w'(0)£ +o(¢)]loge =0 pere—0,
per cui

d L u/(x)
<alog|X|’w>_‘l€% |x|>6 X <9 '(//>
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CAPITOLO 6
Trasformata di Fourier

6.1. Derivazione euristica

La serie di Fourier permette di rappresentare una funzione periodica come
sovrapposizione di oscillazioni armoniche. Lintegrale di Fourier estende tale
rappresentazione al caso di funzioni non periodiche.

Per semplicita, consideriamo dapprima una funzione v € 2(R) e sia L > 0
tale che supp(y) c [-L, L], cosicché si ha

px) =Y ce"i*  Vxel-LLl
nez
con

I ity 1 i
= — -nty — —in7y
Cn 2L[iLdyl//(y)e L 2Lfdyt//(y)e LY,

Definiamo trasformata di Fourier di v la funzione
P = f dyy(ye™,

7
e poniamo € = I Lo sviluppo di Fourier prende allora la forma

1 . | R .
w(x) — Z iw(n_f) el"I¥ = — Z £W(n8) elnsx’

nez 2n nez

in cui riconosciamo una somma di Riemann estesa a tutta la retta. Formalmen-
te, nel limite € — 0 (ovvero L — oo) troviamo

1 .
w(x) = gfdﬁ//(f) elr,
OVVero )
w(x) = po f dé¢ f dyw(y) eld(=Y) (Formula di Fourier).
Osserviamo inoltre che 'identita formale
1 : 1 .
—— |d¢ld i¢(x=y) :fd _fd i¢(x=y)
Y (x) 27[[ cff yw(ye Y o ge
si puo interpretare affermando che
1 .
Stx—v) =— | d IE(X—J’)’
(x=y) an ¢
ovvero che la “trasformata di Fourier" della funzione generalizzata §(x) &

5 =1.
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92 TRASFORMATA DI FOURIER

Questa interpretazione verra resa rigorosa.

6.2. Proprieta elementari

Come mostrato nella seguente proposizione, la trasformata di Fourier di una
funzione sommabile & ben definita e possiede importanti proprieta.

PROPOSIZIONE 6.1. Sia f € LY(R). Allora la trasformata di Fourier

f@& = f dy f(y)e

e ben definita e gode delle seguenti proprieta:
@) f e limitata e continua;
(i) se f, — f in L*(R) allora fn — f uniformemente sulR;
@iii) lim f(&)=0.!

¢l—o0

DIMOSTRAZIONE. fé ben definita poiché |f(y)e Y| < |f(y)| ed f & som-
mabile su R. Dimostriamo i punti (i), (ii), (iii):

(i) Per la stima precedente If(f)l < |l fll1, dunque fé limitata. Inoltre, per
ogni¢,co €R,

IF(© - F&ol Sfdy|f(y)||e—i5y_e—is‘oyL

con |f(y)lle”™Y —e 0¥ — 0 per & — & per quasi tutti gli y € Re | f()lle” Y —
e %0¥| < 2| f(y)|. Allora, per il teorema della convergenza dominata,

lim f(‘f) = f(fo) V&g eR.

§—6o

(ii) Chiaramente fn({) - f(f) = m(g‘) e quindi
2@ = FOI= 1 fn = fllp.

(iii) Calcoliamo dapprima la trasformata di Fourier della funzione caratteri-
stica (4,3 di un intervallo [a, b]:

b _ eiéa_ g-ith
B @)= [ dye =S
Xia,b) (& dy i

Quindi |£l|i£noo X1a,b1(€) = 0 e, per linearita, il risultato si estende alla trasformata di

Fourier di una qualsiasi funzione semplice }_;~, ¢iX[q;, ;- Ma le funzioni sem-
plici sono dense in L' (R). Quindi ne esiste una successione f; convergente a f
in L1 (R). Stimiamo allora

1FEI=1F©&) = Fu® + Fu@I < I1f = full 1 +1 (.

1Quest'ultirno risultato, ovvero 'annullarsi all’infinito della trasformata di Fourier di una
funzione sommabile, & noto in letteratura come Lemma di Riemann-Lebesgue.
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Fissato un qualsiasi € > 0 siano allora n, tale che || f — f;,. ;1 <€/2 ed R >0 tale
che |f;, ()| <e/2 per [¢| > R. Ne segue che | f({)| < € per [¢| > R, da cui la tesi per
I'arbitrarieta nella scelta di €. U

Osserviamo che la trasformata di Fourier di una funzione f € LY(R) non & in
generale sommabile (cioe f ¢ L'(R). Ad esempio, la trasformata della funzione
caratteristica y|-4 4)(x) dell'intervallo [ A, A] &

eléd _gld  gin AE

Xi-4,41(E) = i =2 F

che non appartiene a L' (R) in quanto

|sin AS| |siné’ | Ismf |
e € - [a¢ 7 =2 ae

Infatti, poiché

T T 1
"el :=[n—17t+—,nn——] = |sind|= -,
el :=|( ) 5 5 [sind’| >

siha (essendo |I,| = 27/3)

fdfflsmfl ZIT

n=1

=) &

nm (n/6) =16

sin AE

OSSERVAZIONE 6.1. D’altra parte, I'integrale improprio [d¢=%— esiste nel

senso di Riemann, precisamente vale il seguente limite notevole:
. A lo'e) . A R . A
fdgsm 5:2f ae 22 ézzlimf geSinde _ 6.1)
¢ 0 ¢ R—o0Jo ¢

Lo dimostriamo poiché e un limite importante che utilizzeremo in seguito. Os-
serviamo innanzitutto che il limite non dipende dal valore di A poiché

f de s1nA£ AR ,smé’

Quindi e sufficiente calcolarlo nel caso A = 1. A tal scopo utilizziamo il metodo
dei residui.

Fissati 0 < € < R, consideriamo il contorno I' c C cosi definito,
I'=sI_Uy. Ul Uyg,
dove
={z=x:x€[-&-Rl}, 7ye={z=¢€€e’:0e[0,n]},
I, ={z=x: x€[¢ R}, yr=1{z=Re?: 00,1}

Poiché la funzione e'*/z non ha poli nella regione chiusa e limitata racchiusa da
T, per il teorema sui residui possiamo affermare che

eiz
fdz— =0,
V4
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—€ ix iz R ix iz

€ e e €
f dx—+f dz—+f dx—+f dz— =0,
_R X Ye z € X Yr z

dove l'integrazione sull’arco y, & in senso orario e quella sull’arco yg in senso

antiorario. Osserviamo ora che
—-£ ix R ix —-€ R
e e CcoSX COSX
f dx—+f dx—= f dx +f dx
-R X € X -R X € X
=0 per disparita

ovvero

—€  sinx sinx sinx
+1i f dx— +f dx — f dx
-R
mentre
0 elR(cosH+1sm9) T . .
f d(Re ) — if dgechose—RsmH
Yr Relf 0
/3 . 6
< f dge " . 0 per R — oo (convergenza dominata).
0
Infine
el? dz ez —1 0d(eel?)
G [ G [ g e
Ye z . Z . Z x €€l
0;-pnif
ice’do
= _— +%£:_iﬂ+%5,
n Eel@
con
e'” 0 icel?
|Ze| = dz ‘: f dBi(e‘Ee —1)’
Ye < T

T il
< f df|e*® —1|— 0 pere — oo (convergenza dominata)
0

In conclusione, sostituendo nell’identita $dz % =0, abbiamo

s1nx el?
21[ dx—— dz——17r+92£=0
z

Facendo tendere prima € a zero e quindi R all'infinito otteniamo il limite cercato:
®©  sinx 7w
f dx =—.
0 X 2

6.3. Formula di inversione

Abbiamo visto come, sotto ipotesi opportune, la conoscenza dei coefficienti
di Fourier di una funzione periodica permette di ricostruire la medesima me-
diante la serie di Fourier. Analogamente, con ipotesi sufficienti di regolarita, e
possibile ricostruire una funzione sommabile a partire dalla sua trasformata di
Fourier mediante un’'integrazione (integrale di Fourier).
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TEOREMA 6.2 (Formula di Fourier). Sia f € LYR) N CY(R). Allora vale la
formula di inversione (o di Fourier):

1 PO 1 .
=—|d 1€x: —fd fd 1€(x—y),
f) an ¢f@et = [df[dyf(ye
dove l'integrazione nella variabile va intesa, in generale, come valore principale:
A
f d¢ = lim f d¢.
A—ooJ_A

DIMOSTRAZIONE. Omettendo la dipendenza da x (che in quanto segue &
fissato) poniamo

1 (4 i
J(A) = — f dé f dy f(y)e* ),
2mJ-a
cosicché dobbiamo dimostrare che /{im J(A) = f(x).

Usando il teorema di Fubini e quindi integrando ’esponenziale si ha

1 A i 1 inA(x—
J(A) = _fdyf(y)f déelg(x—y) _ _fdJ/f(J/)M,
2m _A T =y

da cui, con la sostituzione z = y — x,

sin Az

J(A) = %fdzf(x+z)

z
(integrale assolutamente convergente). Sfruttando ora I'identita (6.1), ovvero

sinAz . N  sinAz
dz = lim dz =7,
¥4 N—ooJ_N ¥4

scriviamo, con N =1,

N : N
](A)—f(x)z%dezf()Hz)smAz_m 4 SinAz

z
T J-N z
1 sin Az X sinAz
+—f dz f(x+2) —& dz
7T Jiz|>N z T Jiz|>N z
1 (N x+2)-f(x
= —f dzMSinAz+RJ(\l,) —R](\Zl)
TJ-N z
dove
1 sinAz X sin Az
Rj(\lr):_f dz f(x+2)——, RZ(\Z,)=m dz :
T Jiz|>N Z T JizI>N z

Fissiamo ora € > 0. Poiché
1
IRV < —f dz|f(x+2)],
N T Jizl>N !

per I'assoluta integrabilita di f esiste N, = N (x) tale che, IR](\PI < €/2 per ogni
N>NY e A> 0. D'altra parte,

|f(x)] ”_dezsinAz
T _N z

AN
T— dz
—AN z

,sinz’

_ [f ()l

/4

’

IRY 1=
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cosicché esiste Néz) = Ng(z) (x) tale che |R1(\2,)| < €/2 per ogni N > NE(Z) e A=1.
Quindi, fissato N > max{NE(”; Néz)} si ha

N _
lf dZf(x+Z) fx)
TJ-N z

[J(A) - f(x)] = sinAz|+¢€ VA=1.

Per 'arbitrarieta nella scelta di € > 0 rimane da dimostrare che
1 (N x+2)-f(x
lim — dz—f( ) -/t )si
A—oco T J-N <

nAz=0.

A tal scopo introduciamo la funzione

_fx+2) - f(x)

gn(z) = f?{—w,m (2),
cosicché
1 N _ 1 iAz _ ,—iAz
—f dzf(x+z—)f(x)sinAz:—fdng(z) _e
TJ-N z T 2i

_ 1 inz 1 f -iAz
= 2nifdng(z)e oy dzgn(z)e
-Llg (=A) L s (A)
= oni8N 2mi SV
con gy la trasformata di Fourier di gy. Ma f € L'(R) n C!(R) implica che gy €
L'(R) e dunque, per il punto (iii) della Proposizione 6.1,
lim gn(+A) =0,
A—o0
da cui la tesi. U

OSSERVAZIONE 6.2. In realta abbiamo dimostrato un risultato piu forte: se
f € LY(R) ed in un punto x € R soddisfa la condizione di Dini (gia introdotta
nell’Osservazione 4.1)

o
36 >0: f dz
-0

< +o00

fx+2)-f(x)
z

allora la formula di inversione vale in quel punto:

1 ~ 1 .
- icx _ _— i§(x—y)
f =5 [def@e = [ag [aypimes.

Infatti sotto tale ipotesi si ha ancora gy € LY(R) (vedi la conclusione della dimo-
strazione).

COROLLARIO 6.3. Se f € L'(R) ¢ tale che f = 0 quasi ovunque allora f =0
quasi ovunque.

DIMOSTRAZIONE. Per semplicita lo dimostriamo quando f € L'([R) n C(R).
Osserviamo che, per ogni z€ R,

f dy f(y+2)e Y =€l f dy f(y +2)e C0+2) = ¢tz f dy f(yhe ™ =€ F ().
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Pertanto (essendo e'*? # 0)
fo=0 = fdyf(y+z)e_i‘(3’ =0 VYzeR.
Fissato h € R sia
y+h h
g(y)=[ dz'f(z')zf0 dz f(y+ 2).
y

Per il teorema di Fubini, g € LY(R) con trasformata di Fourier

. h _ h .
g = f dyg(y)e ™ = f dy f dzf(y+2)e™% = f dz f dy f(y+z)e ¥ =0.
0 0

Ma g € C'(R) (precisamente g’(y) = f(y+h)— f(y)) e pertanto g = 0 in virti1 della
formula di inversione. In particolare g(0) = 0 e quindi

h
[ dz f(2) =0,
0

da cui f =0 per I'arbitrarieta nella scelta di h. O

OSSERVAZIONE 6.3. Nella sola ipotesi f € L!(R) la funzione g risulta assolu-
tamente continua, nel qual caso si puo dimostrare che soddisfa la condizione di
Dini, che ¢ sufficiente per concludere.

COROLLARIO 6.4. Una funzione sommabile é determinata in modo univoco

dalla sua trasformata di Fourier.

DIMOSTRAZIONE. Siano f,g € L'(R) tali che f = g quasi ovunque. Posto
h = f — g, perlalinearita della trasformazione di Fourier si ha h = f — g. Dunque
h = 0 quasi ovunque da cui & = 0 quasi ovunque per il Corollario 6.3. ([

ESEMPIO 6.1. (1) Calcoliamo la trasformata di Fourier di f(x) = e~%*, a> 0.
Siha
. 00 ) 0 .
7€ =fdye_“|y‘e_l‘fy=f dye_(““f)y+f dyel@ioy
0 —0o0
1 1 2a
= + = A
a+i¢ a-ié & +a?

(2) Calcoliamo la trasformata di Fourier di f(x) = 5, a > 0. Possiamo

y . .. .x2 +a . .
sfruttare 'esempio precedente e la formula di inversione. Precisamente si ha

—alx|

1 1
glx) =€ = g(f)——62+a2,

da cui, per la formula di inversione,

1 I 1 1 i
=—|d i6x — —fd —iex,
8 an {€2+a2e 27 562+a2e

1
V2 + a2

Pertanto
e %Y =27g(&) = —e ¢,

iG] =fdy

T
a
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98 TRASFORMATA DI FOURIER

ESERCIZIO 6.1. Calcolare, con il metodo dei residui la trasformata di Fourier
delle funzioni

1
filx) = Py fo(x) = e_“xz, (a > 0 parametro fissato).

OSSERVAZIONE 6.4. Alternativamente all’Esercizio 6.1, mostriamo un meto-
. . i —ax?® —i .
do per calcolare la trasformata di Fourier f(¢) = [dxe % e ** della funzione
gaussiana f(x) = e~% a> 0, senza utilizzare il metodo dei residui. Si ha

f,(f) _ fdx (_ix)e—axze—lfx - 5 dx(ae—axz)e—lfx
— ie—ifxe—axz +oo_ 1 dxe—axzie—ifx
2a -0 2a dx

__i —ax? —ig‘x__i’\
= 2afdxe e = 2af((f).

2 — —ax? _ z
f(0) —fdxe = \/;.

Quindi f(g‘ ) risolve il problema di Cauchy

S & -
]:(f)——gf(f)
flO)=vnla

da cui, per separazione delle variabili,

fdxe_“xze_ifx = \/Ee_‘fm“. (6.2)
a

6.4. Derivazione e convoluzione

D’altra parte

6.4.1. Derivazione.

PROPOSIZIONE 6.5. Siano f € L'R)nC'(R), Df = f’ € L}(R). Allora
Df ) =if(@).

DIMOSTRAZIONE. Poiché

F0 = FO)+ fo dy ')

ef'e LY (R), esistono finiti i limiti f(zo0) di f(x) per |x| — co. Ma allora, essendo
fe L (R), necessariamente f(+oo) = 0. Pertanto

+00
Df(®) = f dy f'(pe ™ = fye ™| - f dy f((=ie ™Y =ief(&).
O
PROPOSIZIONE 6.6. Siano f € L*(R), xf € L*(R). Allora f € C*(R) con

Df(&) = —ixf(©).
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DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il rapporto incrementale

7 h _F —i+h)y _ o—ily
Fe+h f(f):fdyf(y)e ety

h h
Si ha
e—i(§+h)y _ iy iy
li = —iy)e” . 0.
lim f(y) 3 F(=iy)e q.0
e iC+hy _ o=y
f A <If»IClyl,
e -1
con C =sup ’ La tesi segue per convergenza dominata. ([
neR

Iterando le tesi delle proposizioni precedenti deduciamo che

(i) Se fe L"R)nC*®), Df,...,D*f e L'(R) allora

DM@ =6 O = If@l= lg—l’;
con Ci = | D¥ fll 2 < co.
(ii) Se f,xf,...,x* f e L'(R) allora
FfeC*®) con DIf(©) =)/ xif@©), j=0,...k.

6.4.2. Convoluzione. La convoluzione di due funzioni f, g € LY(R) siindica
con f * g ed e definita ponendo

fgt0 = [dyfix-ngwm.
Per il teorema di Fubini f * g € L' (R), valendo in particolare la stima

If*glp<Ifllrliglo

(cfr. vedi il corso di Analisi Reale).

La trasformata di Fourier riduce 1'operazione di convoluzione al semplice
prodotto di funzioni. Infatti:

F+g® =fdx

[dvro-ngwm| e = [aygm | [ s peés

fdxf(x—y)e_i’f(x_y) e_ifyfdyg(y) [[dzf(z)e_i‘rz e iy

= f dyg(y)
= f©8©.

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



100 TRASFORMATA DI FOURIER

6.5. Trasformata di Fourier in dimensione n
Per f € L (R") si definisce
fo= f dy f(e ™,
dove [dy = [z.dy, { € R" e ¢ - y € il prodotto scalare canonico in R”. I risultati
discussi per n = 1 si estendono immediatamente al caso n > 1. Precisamente:
(a) Esistenza e proprieta elementari: Se f € L'(R") allora f € ben definita.
Inoltre

(i) felimitata (|f(&)|<|fll;1) e continua;
(ii) se f, — fin L'(R™) allora f, — f uniformemente su R";
(i) lim f(&) =o0.

[§|—o00

(b) Formula di inversione: Se f € L' (R™) n C' (R") allora

1 -~ r 1 :
i&x _ i§-(x-y)
o fd{f(f)e G [dffdyf(y)e :

flx) =

(¢c) Formule di derivazione: Per z € R" e a € N poniamo z% := z{" ---z;".
Allora:

(1) feL'(R")NC*R), D*f e L'R™), |a| < k, implica
Def(&) =(O°F&), lal=<k.
2) x*feL'(R") V|a| <k, implica
FeCk®™ con DUfE) = (-)"x9f @), lal<k.

(d) Formula di convoluzione: Se f,g € L' (R") allora f/ﬂ:g(cf) = f(é)g(f).
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CAPITOLO 7
Spazio di Schwartz e distribuzioni temperate

7.1. Premessa

Vogliamo estendere la trasformazione di Fourier alle funzioni generalizzate.
Il modo naturale & per dualita: la trasformata J di J € 2'(R") dovrebbe definirsi
ponendo

(Ty)=0%), vea2®".
Chiaramente questa definizione & ben posta solo se anche i € 2(R"). Ma que-
sto ¢ falso tranne nel caso banale in cui 1y & identicamente nulla. Dimostriamo
quest’ultima affermazione considerando per semplicita il caso n = 1.

Siano ¥ € Z(R) e R > 0 tale che supp(¥) c [-R, R]. Allora

) k rR
GE f dye ™y =Y % dy ip () = Y Cét,
k=0 ** J-R k=0

con

2|y llooRFH!

1 (R &
sﬁf_Rdylyl ly()| = s 1)

1 R
Gl =] [ dyeintyw)
k!'J-r
In particolare, la serie di potenze
FQO=) cr  ¢=t+in,
k=0

converge assolutamente in ogni compatto del piano complesso e definisce per-
tanto una funzione analitica su tutto C.

Dunque ¥/(¢) & il valore sull’asse reale di una funzione analitica su tutto
il piano complesso: ¥(¢) = F(¢ +10). La tesi & ora conseguenza del Principio
di identita delle funzioni analitiche.! Se W € P(R) allora F = 0 su tutto C. In
particolare, ¥ = 0 e quindi, per il Corollario 6.3, anche v = 0.

Occorre pertanto allargare lo spazio delle funzioni di prova (dunque restrin-
gere lo spazio delle funzioni generalizzate).

7.2. Spazio delle funzioni a decrescenza rapida

Il legame tra le proprieta di regolarita e decadimento all’infinito della fun-
zione e della sua trasformata suggeriscono la seguente definizione.

Ige f(2) & analitica in un aperto connesso Q di C e zp € Q € un punto di accumulazione di
zeridi f(z), allora f(z) =0 per ogni z€ Q
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102 SPAZIO DI SCHWARTZ E DISTRIBUZIONI TEMPERATE

DEFINIZIONE 7.1 (funzioni a decrescenza rapida). Definiamo spazio delle
funzioni a decrescenza rapida (detto anche “spazio di Schwartz”) lo spazio lineare
topologico definito dall’insieme

LR :={y e C®MR™: sup |x|”|D(x)|<oco VpeN VaeN"},
xeR”™

dotato della seguente forma di convergenza: la successione {{ i} ren < & (R™) con-
vergeay € & (R") se

xPD%y(x) = xPD%y(x) uniformemente inR",
per qualsiasi scelta dei multi-indice a, f € N".

Chiaramente 2 (R") c . (R"). Esempi di elementi di ¥ (R") sono la gaussia-
nay;(x) = el e piu in generale funzioni della forma

W (x) = P(x)e QM)

con P(x) polinomio qualsiasi, ¢ > 0, m € N e Q(x) polinomio di grado infe-
riore a 2m. Infatti tutte le derivate D%y, (x) hanno struttura analoga e quindi
|x|P| D%y (x)| € limitata su R".

Invece non appartengono a ¥ (R") le funzioni

2 2
I cos(el*)

Y3(x) = Ya(x)=e”!

1+|x|6’
(mentre vi appartiene 5 (x) = e 1" cos(el ).
PROPOSIZIONE 7.2. Valgono i seguenti risultati di densita:
(i) Lo spazio & (R") ¢ denso in LP (Q) per ognil < p < co.
(ii) Lo spazio 2(R") e denso in & (R").

DIMOSTRAZIONE. Laffermazione (i) segue dall’analogo risultato per 2(R"),
essendo quest’ultimo contenuto in % (R™).

Per dimostrare (ii) fissiamo una qualsiasi funzione v € %(R") e consideria-
mo la successione di funzioni di 2 (R")

Y = w0 (%) keN,
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7.3 TRASFORMATA DI FOURIER IN . (R") 103

dove n € Z(R") e tale che n(x) = 1 se |x| < 1. Asseriamo che ¥ — vy in F(R").
Per brevita di notazione consideriamo il caso n = 1. Si ha:

Py () = Pyl = [Pyl |1-n () = sup Iy vl
lyl=zk

|xPy (x) — xPyl ()] < |xPy' () |1 —n(f)\ + ]wi(x)n’ (E)‘

< sup [yPy' ()| + —IIn loo sup lyPw(y)l,

lyl=k lyl=k
|xPy" () - xPy, (x)|<|x”w”(x)l|1 ’7( ))*ﬂx”w%x)n’(%”
1
v )

< sup |y y' ()| + —IIn loo sup |yPy' (1)
|y|>k lyl=k

+—||77 ”oosup| Py ()1,

[XP DIy (x) = xPDIYr(X)[ S e
I membri di destra sono tutti infinitesimi per k — oo poiché v € #(R). ([
ESERCIZIO 7.1. Siano ¥ € 2(R"), {y i} ken, € 2 (R™). Dimostrare che
(@) v — v in 2(R") implica v — ¥ in & (R").
(b) Viceversa, 1y — ¥ in & (R") non implica in generale che w; — v in 2(R").

7.3. Trasformata di Fourier in . (R")

TEOREMA 7.3. Loperazione di trasformata di Fourier,
FH©:=f©, fel'®RM,
& un isomorfismo lineare di ¥ (R") su % (R").
DIMOSTRAZIONE. Mostriamo innanzitutto che & (& (R")) ¢ #(R"). Se ¢ €
& (R™) possiamo affermare che
FW) e C°R") con D F)(©&) = (-)"Fx*y)(&) VaeN.
Inoltre, per ogni € N”,
FD T ) (&) = P ()N F ) (©) = P ()PP F () (©).
Ma anche x%y € #(R") per cui, in particolare,
F(DP (x*y)(©) = ()P F () (©).
In conclusione,
Fo'Fy)©) = ()PP y)E© Va,peN”,

da cui
1EPD*F () @) < IDP(x“p)Ip <oo Va,feN.

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



104 SPAZIO DI SCHWARTZ E DISTRIBUZIONI TEMPERATE

In particolare

sup [EIPIDYF () (&) <oco VpeN VaeN”,
CeRn

ovvero & (y) € #(R"). Dunque & e un’applicazione di . (R") in #(R").

Mostriamo ora che & un isomorfismo lineare:
(1) Lalinearita di & & ovvia ed e gia stata osservata.

(2) La suriettivita segue dalla formula di inversione. Se ¥ € % (R") poniamo

V=5 )nff(wx x).

Chiaramente y* € &#(R") e, per la formula di inversione,

w(x) = f de.F () ()el ™ = f deF () (~&)e €%

@m)" @m)"
- f déy* (e ™ = F (y*) (x).

(3) Liniettivita segue dalla proprieta della trasformata di determinare univoca-
mente la funzione: & () = 0 implica v = 0.

Abbiamo cosi mostrato che &% & un isomorfismo lineare ed inoltre 'inversa
F 1 & definita da

-1 ixy
F W) (x) = = )ng:(w)( 0= )nfdyUJ(y)e

Rimane da dimostrare la continuita di % e % ~!. Verifichiamolo per .%, I'altro
caso e analogo. Poiché & e lineare e sufficiente dimostrarne la continuita in
w = 0. Sia quindi . — 0 in . (R"). Allora, per ogni a, f € N”,

d /
EPD*F ()OI < IDP (x ) I < sup IDP (x* ) (x) (1 + 1" )] f leﬁ

xeR"

da cui la convergenza ¢ Ppeg (W) (&) — 0 uniforme in R”. Dunque & (w;) — 0
in #(R™). O

PROPOSIZIONE 7.4 (Identita di Parseval in #(R")). La trasformata di Fourier
in (R") conserva (modulo un fattore (2m)") la norma ed il prodotto scalare di
L*(R™):

fdflf’l(ff)@z(f) = (2n)”fdxw1(x)1//2(x) Yy, p2 € SR,

da cui (cony, =y =)

1912, = @M llyl3, YyeSRM.
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DIMOSTRAZIONE. Siano 1,1 € & (R"). Allora, applicando la formula di
inversione,

P . 1 R .
fdxwl(x)WZ(x) =fdx1//1(x) " fdgtlﬂz(f)e“rx
1 . 1 —
= —ié-x 177 — = _~
f % G f dxyr (e = o f SEAGIAGY

O

7.4. Distribuzioni temperate

Possiamo ora introdurre la classe di funzioni generalizzate su cui sviluppare
la teoria della trasformata di Fourier.

DEFINIZIONE 7.5. Una distribuzione temperata e un funzionale lineare con-
tinuo T: & ([R"™) — C. Indichiamo con &' (R") linsieme delle distribuzioni tem-
perate.

Poiché 2 (R") c #(R") e la convergenza in 2(R") implica quella in & (R")
(vedi il punto (a) dell’Esercizio 7.1), ogni distribuzione temperata quando ri-
stretta su 2(R") € una funzione generalizzata:

Te' R = Tlggrme2 R".

Diremo allora che J € 2'(R") & una distribuzione temperata in 2'([R") se J =
T|g®n per qualche T € &' (R™).

PROPOSIZIONE 7.6. (1) Ogni distribuzione temperata e univocamente deter-
minata dalla sua restrizione su 2(R"). (2) ] & temperata in 2'(R") se e solo se

klim (J,wi) =0 perogni{yi} < 2R") tale cheyy — 0 in ¥ R").

DIMOSTRAZIONE. Diamo solo una traccia della dimostrazione. Il punto (1)
segue dal fatto che 2(R") € denso in #(R") e le distribuzioni temperate sono
funzioni continue di .#(R"). Per il punto (2) la necessita € ovvia, la sufficienza
non la dimostriamo. O

Come nel caso delle funzioni generalizzate, anche per le distribuzioni tem-
perate la proprieta di continuita puo essere espressa in termini di una proprieta
dilimitatezza. Questo & il contenuto del seguente teorema che enunciamo senza
dimostrazione.

TEOREMA 7.7 (Schwartz). Un funzionale lineare T : & (R™) — C appartiene a
F'(R™) se e solo se esistono un reale C > 0 ed un intero p = 0 tali che

I{T,¥)| < Cmaxsup(1+|x|") | D*y(x)| VyeSR".
lal=p yxeRrn

In particolare, ogni distribuzione temperata in 2’ (R") ha ordine finito.

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



106 SPAZIO DI SCHWARTZ E DISTRIBUZIONI TEMPERATE

Osserviamo che #'(R") & lo spazio duale topologico di #(R"), dotato an-
ch’esso di struttura lineare definendo, per ogni Ty, T» € &' (R") e ¢1, ¢z € C,

(ah+eD,y)=c(T,y)+c(Ty).

Possiede una topologia naturale, rispetto alla quale & anch’esso uno spazio li-
neare topologico:

DEFINIZIONE 7.8 (Convergenza debole in ' (R™)). La successione di distri-
buzioni{T}ren € &' (R") converge alla distribuzione T € &' (R") se

lim (Ty,v)=(T,w) VYyeFLR".
k—+00
Lo spazio delle distribuzioni temperate € completo rispetto alla convergen-

za debole, come stabilito dal seguente teorema che riportiamo senza dimostra-
zione.

TEOREMA 7.9 (Completezza di #'(R™)). Sia {Ti}ren < %' (R™) tale che il li-
mite delle successioni numeriche {( Tk,w>}ke,\| esiste finito per ogni w € & (R").
Allora l'applicazione T: & (R") — C definita ponendo

(Ty):= lim (Tey), yesRY,

e una distribuzione temperata.

7.5. Esempi

7.5.1. Distribuzioni temperate regolari. Sia f € L}OC(R”) una funzione a
crescita lenta, ovvero tale che

fdx Rl <oo perqualche meN.
1+ |x|™

Allora la distribuzione regolare J; definita mediante I'integrale,

Jpw)= fdxf(x)w(x), v e2(R"),

¢ una distribuzione temperata in 2'(R"), ovvero si estende ad un funzionale li-
neare continuo su . (R"). Infatti, se {y/;} € 2(R") & tale che v — 0 in S (R"),
allora

[T wi)l Sfdxlf(x)llwk(x)ls sup (1+|x’Im)It//k(x’)|fdx

x'eR”

|f (x)]

1+|x/™’

con I’estremo superiore nel membro di destra che tende a 0 per k — oo.
Si osservi inoltre che I'estensione Ty di /; su % (R") & data dalla medesima
media integrale,

(Ty,p) = f dx fOW(x), we SR,

poiché il membro di destra & un funzionale continuo su & (R") che coincide con
Jrsu 2(R™) che & un denso in . (R").
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7.5.2. Misure a crescita lenta. Analogamente al caso regolare, sia y = p; —
U2 +1i(us — pg) una misura a crescita lenta (o-additiva sull’algebra dei boreliani
di R"), ovvero tale che

1
(dx < Vi=1,2,3,4 perqualche meN.
fﬂl( )1+|x|m oo perq

Allora la distribuzione associata J;, definita da

<]u,1//>=fﬂ(dx)1//(x), yveEDR,

e temperata in 2'(R"), e la sua estensione T, su.#(R") &

(Ty) = f pdowx),  yeSRY.

In particolare, la funzione § di Dirac (e le sue traslate 6 y) sono distribuzioni
temperate.

7.6. Operazioni sulle distribuzioni temperate

Le operazioni sulle distribuzioni temperate si definiscono in completa ana-
logia con quanto fatto per 2’ (R"). In breve:

(A) La derivata D*T, a € N”, di una distribuzione temperata T € .%'(R") & defi-
nita come nel caso generale,

(DT, ) = (-1)'*N(T, D), weLRM.
E ben definita, nel senso che D*T € %' (R™). Inoltre I'operatore di derivazione
D%: ' (R") — &' (R™) & lineare e continuo.

(B) La sostituzione lineare delle variabili £(x) = £ 4 ,(x) = Ax+ b (det A # 0) nella
distribuzione temperata T,

_(Tyol™)
(Toly)= |det Al

definisce una distribuzione temperata e la mappa T — T o/ & lineare e continua
di ' (R"™) in &' (R™).

, weFRY,

(C) Sia u € C*°(R") tale che D*u sono funzioni a crescita lenta per ogni a € N".
Allora I'applicazione @ — uwy ¢ lineare e continua di .#(R") in #(R"). Ne segue
che possiamo definire la moltiplicazione per u di una distribuzione temperata
T ponendo

(uT,w):=(T,uy) VyeFR".
Chiaramente & ben posta e la mappa T — uT é lineare e continua di &' (R") in
S ([R™).

OSSERVAZIONE 7.1. Sipuo dimostrare che per ogni distribuzione temperata
T esiste una funzione a crescita lenta f ed un a € N tale che T = D*f. Per
tale motivo le distribuzioni temperate sono dette anche distribuzioni a crescita
lenta.
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ESERrcCIZzIO 7.2. Rispondere ai seguenti quesiti:
(1) Dimostrare che 9’% ¢ un distribuzione temperata in 2’ (R).

(2) Dimostrare che g(x) = e’ non & una distribuzione temperata in 2'(R").
(3) La serie

+00

Z a;jby;(x),

j==oo

con y; = j¢, £ > 0, definisce una distribuzione temperata in 2'(R) per qual-
siasi scelta dei coefficienti a; > 0? In caso negativo, esistono condizioni sui
coefficienti a; > 0 per cui sia temperata?

7.7. Trasformata di Fourier in %' (R9)

Consideriamo dapprima una funzione sommabile f € LY(R™). La sua tra-
sformata di Fourier f & una funzione limitata e continua. Sia f che f defini-
scono (univocamente) delle distribuzioni temperate, Ty e Tf. Per il teorema di
Fubini, fissata v € &#(R") si ha,

(170)= [acF@wo = [a [ axpre o
= [axseo [aep@e = [axpoopeo = (17.9).

Assumiamo allora questa identita come definizione della trasformata di Fourier
di una qualsiasi distribuzione temperata: per ogni T € &'(R"), la sua trasforma-
ta T e definita ponendo

(T, w)=(T, ) VYyeSR".

TEOREMA 7.10. Loperazione di trasformata di Fourier T — % (T) = T éun
isomorfismo lineare di &' (R") su &' (R").

DIMOSTRAZIONE. Ricordando che & & un isomorfismo di . (R") su .#(R")
possiamo asserire che

(i) & (T) € .#'(R") e 'applicazione % ¢ lineare e continua di .#’'(R") in sé.

(i) & ¢ iniettiva poiché F(T) = 0 significa (T,F(y)) =0 Vy € SR") e
quindi (T,%) = 0 per ogni Y ¢ € #(R").

(iii) Infine, introduciamo la trasformazione % ~! secondo la formula
1 1

o F(Tol_10) = Tg(T(—x))-

F =
(7 o
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Chiaramente % ! & lineare e continua di .’ (R") in sé. Mostriamo che & I'inversa
di #.Siha

<9_1(9(T)) 1//>: (9(@(T)0€_][,0),1//> _ <9(T)°€—][,0r9(W)>

@mn @mn
A(F D), FW)ol 1o) o
- oy = (F (D), F ')
=(T,.FF W) =(Ty).
Analogamente, {F (F1(T)),y) = (T, v). a

Discutiamo ora alcune proprieta della trasformata di Fourier:

(a) Differenziazione della trasformata. Se T € &' (R™) e « € N" allora
D*F(T)=ZF ((-ix)*T).
Infatti, per ogni ¥ € & (R"),
(DYZ (D), y) = (-1D)'*"(Z (1), D) = (-1 (T, Z (D))
= (-D'"NT, (0 F @) = (0T, F W) =(F(-i0)*T),y).

(b) Trasformata della derivata. Se T € ' (R") e a € N" allora
F(DT) = (iO)*F(T).
Infatti, per ogni ¥ € & (R"),
(F D), y)=(D*T,Z ) = (-1 (T, D*F 1))
= (DT, Z (1O ) = (F (D), (&) y) = ((O*F (T),y).

(c) Trasformata e traslazioni. Se T € &' (R") e b € R" allora
F(Tolyp) =eF(T), F(T)oly,=Fe U7 T).
Infatti, per ogni ¥ € & (R"),
(F(Tolyp),w)=(Tolyy,FW)=(T,FW)oly_p)
= (1.7 ) = (" FD),y),
(F(T)olop,w)=(F (D), poly_p)={(T,F@Woly_p))
= <T, e ib¢ 9?(1/1)) = <ff(e‘”"f T),u/>.
dove abbiamo usato che

y(E-b = [dxw(x)e_i(f_b)'x = fdx [w(x)eib'x] e 4% = g (el ™),

Fyoly_p)E) = f dxy(x—be s = e 4 ().

Vediamo infine alcuni esempi.
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(1) Trasformata della § di Dirac. Per ¢ € &#(R") si ha

(FO¥) = (6.5 W) =FWIO = [ dxy =(Ty).
Quindi la trasformata % (9) € una distribuzione regolare, precisamente
5 =1.
Applicando ora la formula per la trasformata di una traslazione, per ogni y € R"
si ha
F6)) =F @0l )) =€V F )= Toe,

ovvero )
Sy =eV".

(2) Trasformata delle derivate della 6 di Dirac. Per la formula sulla trasfor-
mata delle derivate di una distribuzione:

F(DY6) = (iH)* Z () = (iH)“.
(3) Trasformata dei monomi. Per la formula di inversione,

1
o) F(lol_yp) = Wg(l),

dacui & (1) = (2m)"d. Inserendo T = 1 nella formula per la differenziazione della
trasformata otteniamo

§=F71(1) =

@2m)"D%6 = ZF((-ix)Y),
e quindi
F(x%) = 2m) "Y' D%s.

7.8. Calcolo delle soluzioni fondamentali con la trasformata di Fourier

La trasformata di Fourier € uno strumento molto efficace per calcolare le
soluzioni fondamentali dei diversi problemi differenziali che affronteremo. Il
punto chiave & che in trasformata di Fourier I'operatore di derivazione si tra-
sforma in moltiplicazione per la variabile ¢, il che permette di ricondurre un’e-
quazione alle derivate parziali a un’equazione differenziale ordinaria o a un’e-
quazione algebrica. In questa sezione presentiamo questo metodo ricalcolando
la soluzione fondamentale dell’equazione delle onde in d = 1.

Partiamo dalla Proposizione 5.13 dove abbiamo caratterizzato la funzione di
Green come soluzione del problema di Cauchy (5.1). Visto che I'’equazione (5.1)
ha coefficienti costanti abbiamo

K(x»y’ t):K(x_y)O)t) :K(x_y’ t)’

con K(x, t) soluzione del problema analogo con y = 0. Cerchiamo K(x, ) me-
diante la sua trasformata di Fourier rispetto alla variabile spaziale. Sia quindi

K¢ n=FK(0)= fde(x, e 4%,
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Sostituendo nell’equazione troviamo che K (&, 1) risolve il problema

’K N
Sz ¢n= 262RE, D) in RxR,,

_ 0K
K(¢,0)=0, 5(6,0)21 per t=0.

Quindi t — K (&, 1) € un oscillatore armonico di pulsazione w = c|¢|, posizione

iniziale nulla e impulso iniziale pari a 1. Pertanto
. | 1 2sin(cté) 1

K¢, t)=—7=sin(clé|t) = ————— = —

(33)) cIe| (clglD) 2 z e

Eseguendo la trasformazione di Fourier inversa troviamo

~

Xl-ct,ct] (f)

1
Kx, 1) = E}([—ct,ct] (x),
da cui
1 1
K(x,3,0) = 5 Xi-eten (X =) = o [#(x—y+ct)—F(x—y—cD)]

(quasi ovunque).
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CAPITOLO 8
Equazione delle onde in dimensione d > 1

8.1. Problemi ben posti e questioni di unicita

Lequazione delle onde in dimensione d = 2,3 e idonea a descrivere diversi
fenomeni fisici, quali, ad esempio, le piccole vibrazioni di una membrana ela-
stica attorno alla sua posizione di equilibrio, la propagazione del campo elet-
tromagnetico nel vuoto, o delle onde sonore in un fluido omogeneo. I tipici
problemi ben posti cui si perviene sono I'analogo multidimensionale di quanto
visto per le vibrazioni della corda. Formuliamo i tre problemi classici nel caso
dell’equazione d’onda generalizzata.

1

)

3)

Problema di Cauchy globale. La funzione incognita u = u(x, t) € definita
su tutto lo spazio, pertanto il problema corrispondente &

Fu_ 2p L f in RYxR
— =Cc"Au—-yu mn X )
or " (8.1)

ou d
u(x,0) = g(x), E(x,O)zh(x) per xeR?,

Problema di Cauchy-Dirichlet. Sia Q ¢ R un dominio regolare limi-
tato con frontiera 0Q di classe C'. La funzione incognita u = u(x, 1)
é soluzione dell’equazione d’onda su Qr = Q x (0, T) ed il suo valore
a(x, t) sulla frontiera di Q & preassegnato. Il problema corrispondente
€ pertanto

2
((33_;24 =c*Au-yu+f in Qr,
ou = (8.2)
u(x,0) = g(x), E(x, 0)=h(x) per xeQ,
u(x, t) = a(x,1) per (x,t)€dQx[0,T).

Problema di Cauchy-Neumann. Come in (2), con la differenza che vie-
ne assegnato il valore b(x, t) della derivata normale della funzione in-
cognita sulla frontiera di Q. Ricordiamo che se v = v(x) & la norma-
le esterna a Q nel punto x € 0Q, la derivata direzionale lungo v della
funzione u &

ou
—(x):=v-Vu(x). (8.3)
ov
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Q R4

FIGURA 8.1. Il dominio Q, la normale esterna v ed il cilindro
Qr=Qx(0,7).

Otteniamo cosi il problema

0u )
ﬁ=czAu—yu+f in Qr,
ou _
u(x,0) = g(x), E(x, 0)=h(x) per xeQ, (8.4)
ou
a—v(x, 1) =b(x,1t) per (x,1)e€d0Qx][0,T).

Per dimostrare 'unicita della soluzione classica dei problemi (8.2) e (8.4) pos-
siamo utilizzare nuovamente la conservazione dell’energia. Precisamente, per
ogni funzione u € C?(Qy) associamo I'energia al tempo f,

1(ou)\? c?

E(u, 1) =fdx [—(—) + S vu+ L.
Q 2\ot 2 2

Sussiste allora la seguente generalizzazione del Teorema 3.1.

TEOREMA8.1. SiaT>0,Qr=Qx(0,T)educ Cc? (6T) una soluzione dell’e-
quazione omogenea

0’u 2
F(x, 1) =c"Au(x, 1) —yu(x,t), (x,1) €Qr, (8.5)

con condizioni al bordo di Dirichlet indipendenti dal tempo oppure di Neumann
omogenee. Allora E(u, t) = E(u,0) perognite [0, T].

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo che %E(u, f) =0 perogni t € [0, T]. Siha,
usando al solito il teorema di Schwarz,
ou (62u + u) +c*Vu v(@u)
ar\az 7 ot

Ma per la I Formula di Green (vedi Sezione 9.5) con v = %—'; si ha,
ou Ouodu ou

dxVu-V|—|=| do——- | dx—Au.

fo ! (ar) fagaatav foat “
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(xg 5 29)

Bc(to -t (xo ) X {t}

Xg,tg

Rd

FIGURA 8.2. Cono caratteristico retrogrado con vertice in (xo, fp).

Pertanto,

ouo
——czAu+yu)+02 do 221 _ o,

ou (02u
o0r? o Ot Ov

iE(ut)—fdx—
de 77 Jo ot

O

Ragionando esattamente come nella dimostrazione del Teorema 3.2 otte-
niamo il seguente risultato di unicita.

TEOREMA 8.2. Per ogni T > 0, per fissati dati iniziali e al bordo, esiste al piil
una soluzione in C>(Qr) dei problemi (8.2) e (8.4).

Consideriamo ora il problema di Cauchy globale (8.1). Fissato un punto
(x0, fo) nello spazio-tempo, definiamo cono caratteristico retrogrado con vertice
in (xo, fp) I'insieme

CXO,tO = {(-xr t) |x_ x0| < C(to - t)) re [0, tO]} = U BC(to—t)(xo) X {t})
lE[O,to]

dove B, (z) = {x e R%: |x — z| < r} & la bolla di centro z e raggio r, vedi Figura 8.2
LEMMA 8.3. Sia u e C2([R? x [0,00)) una soluzione classica di

0%u

3z czAu—yu
e poniamo
1(0u\®> c?
e(t)=f dx [—(—) +—|Vu|2+zu2 , te [0, tol.
Bc(to,,)(xo) 2 6t 2 2

Allora é(t) =0 per ogni t € [0, tp].
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DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con S, (z) la frontiera 0B, (z) dellabolla B, (z).
Si ha, derivando ed usando la I Formula di Green come fatto in precedenza,

d c(to—1) 1/(6 2 2
é(t)z—f drf do [—(—”) + v+ L
dr Jo S, (x0) 2\ 0t 2 2

c ou\?
= ——f do [(—) +02|Vu|2+}/u2
2 Setrg-1 (%0) ot

ou (0°u
+f dx (
Be(ty-1 (%0)

2
— ==+ +c"Vu-v
37 yu) cVu (

Ou)
0t?

ot

ouodu (du\?
=£f do Zc—u—u—(—u) —A\VuP -yu?|.
2 Sc(to,[)(xo) at 61/ at
Ma
Cduau (Ou)z IVl < 2¢ du‘wul (0u)2 2Vup
ot ov \ot - ot ot
(-
ot -
pertanto é(¢) < 0. ([

TEOREMA 8.4. Esiste al piit una soluzione in C*(R? x [0,00)) del problema
(8.1).

DIMOSTRAZIONE. Ladifferenza u = u; —u, di due soluzioni uy, us dello stes-
so problema soddisfa I'’equazione omogenea con dati iniziali nulli. Quindi ad u
si applica il lemma precedente e si ricava é(¢) < 0 per ogni (X, f); ma avendo
dati iniziali nulli & anche e(0) = 0, da cui, essendo e(¢) = 0, ricaviamo che e(t) =0
per ogni t € [0, #]. Per continuita segue che u(xy, fp) = 0 necessariamente. ([

In verita abbiamo dimostrato un risultato piu forte. Fissato (xo, fp) siano uy,
U due soluzioni del problema (8.1) di dati iniziali g, h; e g, hy e forzanti fi, f>
tali che

g§1(x)=g(x), hi(x)=ha(x)  VXxE€Be,(xo),
Hx, D= falx, 1) VY(x, 1) € Cyy e

Lo stesso argomento implica in questo caso che u;(xg, fo) = uz2(xp, fp). Quindi
la velocita di propagazione di un segnale (o perturbazione) e finita e stimata
dal parametro c. Altrimenti detto, se modifichiamo dati iniziali e forzanti al di
fuori del cono retrogrado di un punto (xy, ) la soluzione in quel punto rimane
invariata.
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8.2. Separazione delle variabili per problemi in domini limitati

Per risolvere il problema di Cauchy-Dirichlet (o0 Neumann-Dirichlet) omo-
geneo in un dominio limitato Q2 con condizioni al bordo omogenee si puo pro-
cedere (almeno formalmente) con il metodo di Fourier come fatto nel caso del-
I'equazione della corda finita. Per brevita limitiamoci a considerare il caso del-
I'equazione delle onde pura (y = 0) ed omogenea (f = 0). Si cerca pertanto la so-
luzione come espansione in un sistema di autofunzioni per il relativo problema
agli autovalori. Tale problema & ovviamente

Av=Av in Q,
(8.6)
v(x)=0 per xedQ,
per il problema di Dirichlet, e
Av=Av in Q,
(8.7)

@(x)—o er xeoQ
ov p ’

per il problema di Neumann.

Se determiniamo un insieme numerabile {A,,, v, (x)} di autofunzioni e auto-
valori possiamo provare a cercare la soluzione nella forma

u(x, 1) =) W) v, (x),

con W, (1) soluzione di W, (1) = 1,c®>W, (). Le condizioni iniziali W, (0), W, (0)
sono supposte essere determinate richiedendo che

0 .
gx) = u(x,0) =) Wy(0)v,(x), hm=£um=2mmmmm

Pur non entrando nella teoria generale sul problema agli autovalori, segnaliamo
che sotto opportune ipotesi di regolarita sul dominio Q & possibile dimostrare
che entrambi i problemi (8.6) e (8.7) ammettono un sistema di autofunzioni e
autovalori {v,(x),A,} con le seguenti proprieta:

(Dirichlet): 0> A1 > A2 >...> A, — —o0, [odxv;(x)vi(x) =0se j # k.

(Neumann): 0= Ay > A1 > Ay > ... > A, — —o0, v(x) = 1, [dxvj(x)vi(x) =
O0se j#k.

In particolare, le W, (¢) per n = 1 sono oscillatori armonici di frequenza w,, =
v/ —Anc?. Inoltre, per l'ortogonalita delle autofunzioni, i dati iniziali W, (0) e
W,,(0) sono effettivamente determinati in termini di g e h, precisamente,

Jodxhv,
Jodx vy,
Alcune delle proprieta sopra esposte seguono dal fatto che il laplaciano con

le condizioni al bordo di Dirichlet/Neumann omogenee € un operatore simme-
trico non positivo sullo spazio di Hilbert L?(Q) delle funzioni su Q a quadrato

Jodxgvy,

R AOE

Wn 0) =
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sommabile. Infatti, se la coppia v, ¢ € C2(Q) soddisfa le condizioni di Dirichlet
omogenee oppure quelle di Neumann omogenee allora

fdxu/mp:f dawa—('b—fdew-V(pz—fdez//-ng.
Q 20 ov Ja Q

Pertanto, riscrivendo la precedente identita invertendo i ruoli di ¢, vy, conclu-
diamo che

dewa(p:dewagb:—dewa-V(p,

che dimostra la simmetria e la non positivita (ovvero che [,dxwAy < 0 per ogni
1 che soddisfa le condizioni di Dirichlet/Neumann omogenee). In particolare,
se supponiamo esistere il sistema {1, v, (x)}, deve aversi

/lnfdxvnvk=fdxAvnvk=—fdevn~Vvk Vunk,
Q Q Q

da cui

) (A —Ak) Jodx vy v =0, che implica [,dx v,vi =0 per n # k.

i) A Jodx v2 = - [dx|Vvyl?, che implica A, < 0. Inoltre A,, = 0 & possibile
se e solo se v, & costante, che nel caso delle condizioni di Dirichlet implica la

soluzione banale v,, = 0, dunque I'assenza dell’autovalore nullo, mentre nel caso
delle condizioni di Neumann I’autovalore A¢ = 0 con vy(x) = 1 & presente.

Concludiamo la sezione con l'analisi delle vibrazioni libere di una mem-
brana rettangolare, in cui il metodo di separazione delle variabili permette di
calcolare la soluzione formale del problema in modo esplicito. Precisamente,
consideriamo il problema di Cauchy-Dirichlet,

FTe =c?Au ; in QxR,,
u(x,0) = g(x), 6—?()@0) =h(x) per x€Q, 8.8)
ulx,t)=0 per (x,1) €0Q x[0,00),

dove Q = {x e R?: x; € (0,L;), X2 € (0,L5)} con L;,L, >0 assegnati. Dobbiamo
quindi cercare tutte le soluzioni (A, V) del problema agli autovalori,

{AV(x):/lV(x) se xeQ, 8.9)

V(x)=0 se xeoQ.

Cerchiamo anche la soluzione di tale problema per separazione delle variabili.
Se V(x) = X(x1) Y (xy) e soluzione allora

{ X"(x1)Y (2) + X (x1) Y (x2) = AX (x1) Y (x2),
X(0)=X(L1)=Y(0) =Y(L2) =0.

Laddove X (x1) Y (x2) # 0 possiamo riscrivere la prima equazione nella forma

X" (x1) - Y (x2)
X(x) YY)
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Pertanto i due membri della precedente equazione devono essere uguali ad una
costante. Detta y tale costante concludiamo che X, Y sono soluzioni dei proble-
mi agli autovalori,

X" (x1) = uX(x1), Y'(x) =(A— )Y (x2),
X(0)=X(L) =0, Y(0)=Y(L) =0,

Sappiamo risolvere questi problemi, precisamente

X (x)—sin(nnx) = n'n’ n=1
n\Al) = Ll 1/, HMn= L% ’ =1
C (km k22
Yi(x2) =sin|—x» |, )L,,k—,un:——z, k=1.
Ly ’ L2

Troviamo in tal modo un'infinita di soluzioni (V;, ¢, A,,x) del problema (8.9), in-
dicizzata dai due interi n, k=1,

Vi, k(X) sin(—nﬂx )s'n(—knx ) A 2 _nz + —kz
= 1 y =7 .
mk Ly ! Ly 2 mwk L% Lg
La soluzione del problema (8.8) si puo cercare quindi come sovrapposizione,

ux, 0= Y Wyr(0)Vyr(x),
n,k=1

con W, (1) soluzioni di Wn, k() =2y, € W, 1 (2), ovvero
Wi,k (£) = Ap ik cOS(Wy, i 1) + By Sin(wy, k 1), Wpk=TC|—t—

Le costanti A, , By i si determinano imponendo le condizioni iniziali e sono
pertanto legate ai coefficienti dello sviluppo in serie doppia di seni delle funzioni
g(x) e h(x).

8.3. Soluzione fondamentale dell’equazione delle onde in d =3

Cerchiamo la funzione di Green soluzione del problema di Cauchy
0°K
a2

0K
K(x,y,0)=0, E(x,y,O) =6y(x) per t=0.

= c?AK in RxR,,

Comenel casoind =1siha
K(xyy’ t) :K(x_yyoy t) :K(x_y’ t))

con K(x, t) soluzione del problema analogo con y = 0. Calcoliamo K(x, t) attra-
verso la sua trasformata di Fourier rispetto alla variabile spaziale,

K& n=2K(n) = fde(x, ne T, feR.
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Poiché
62 3 ) )
FAT) = 219( 52 7)= Y. (6 F () = -IKPF D),
i= i=
deduciamo che, analogamente al caso d =1, deve aversi

)
F(f,t)=—c2|5|21?(f,r) in RYxR,,

~

N 0K
K(,0)=0, E(E’O) =1 per r=0.
ovvero (oscillatori armonici di pulsazione w = c|¢])
sin(ct|¢))
clgl

La distribuzione K(x, ) € allora individuata dall’equazione
(Rwy)=(K.§) Vyes®).

K& 0=

Si ha ora
s1n(ctlvf|) . sin(ct/¢|)
K d =1 dé ————
V)= f ‘g Y@ AE}O <A ¢ clg| ve
o sin(ct|¢]) iEx
A IEIsAdf clé| (271)3] X
L 1 sin(ct|¢|) ig.x] N
_}Er.}ofdx 2m)3 fmsAdé clé| e
=[{im fdeA(x, nY(x),
dove

1 sin(crgl) e
t d§ ———
Qalx, 1) = (2”)3flsl<A § aa©

Per calcolare Q4(x, t) eseguiamo I'integrazione rispetto alla variabile { mediante
le coordinate sferiche in cui ’asse verticale ha direzione e verso di x. Dunque

¢ =(rsinfcosg,rsinfsing,rcosf), dé= r?sin@ drdfde,¢-x =r|x|cosH,

cosicché

1 A i t 2n b 1 )
QA(X, f= W[ dr r2 sin(c 7’)[ d(Pf do Sineelrlxlcosg

fdrrsm(ctr)f dnel"1n

(27T)2
e1r|x| _ e—1r|x|
f drrsin(ctr) -
(271)2 ir|x|
dr sin(ctr)sin(r|x
2n20|x|[ (ctr)sin(r|x|).

Scrivendo infine

1 1
sin(ctr)sin(r|x|) = Ecos[r(lxl ct)] — Ecos[r(lxl +ct)]
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ed eseguendo l'integrazione nella variabile radiale r otteniamo
1 (sin[A(IxI—ct)] sin[A(|x| + ct)]
4m2c|x|

Qalx, 1) =

|x|—ct |x|+ct

Dobbiamo ora calcolare il limite per A — oo dell’integrale
fdx Qalx, DY (x) = fo dr fs (O)do(q) Qalq, DY (q)

=f drr? do(n) Qalrn, DY (rn),
0 51(0)

dove nell’'ultimo passaggio siamo passati dall’'integrazione sulla superficie sferi-
ca di raggio r a quella di raggio 1. Inserendo la forma esplicita di Q(x, t) (che
dipende solo da |x| =r) si ha

f dxQalx, HY(x)
b r sin[A(r —ct)] sin[A(r + ct)]
:f dr ( -
0

) do(n)y(rn)
$1(0)

4n2c r—ct r+ct
00 inlA(r — o) inlA
:f drsm[ (r Ct)]G(r)—f drsm[ (r+ct)]G(r),
0 r—ct 0 r+ct
avendo posto
G(r) = do(n)y(rn).
4m2c $,(0) v

Eseguiamo la sostituzione z = r — ct nel primo integrale e z = r + ct nel secondo.
Otteniamo in tal modo

f dx Qalx, D) = J1(A) + J(A),

con
¢t sinAz
Ji(A) = dz

—ct

J2(A) =f dz
ct

G(z+ct),

sin Az

[G(z+ct)— G(z—c1)].

Calcoliamo separatamente il limite per A — oo di J1(A) e J2(A).
(i) Scriviamo

¢t sin Az ¢ sin Az

J1(A) = G(ct) dz dz [G(z+ct) — G(ct)]
—ct Z —ct
ctA : ! ct in A
—Glen [ dZ 2+ | dzE G+ en - Glen)l.
—ctA z —ct z

Per A — oo, il primo integrale tende a 7 mentre il secondo tende a zero poiché
G e Z(R) (dopo averla estesa, ad esempio a supporto compatto suR_). In realta
basta G € L' (R) n C!(R), vedi la dimostrazione del Teorema 6.2 sulla formula di
inversione. Quindi

lim J;(A) =nG(ct).

A—o0
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(ii) Scriviamo, integrando per parti,

cosAz G(z+ct)— G(z—ct)|®
A z

T (A) =f dzw[G(z+ ct)—Glz—ct)] = —

_f dz cos Az-L d G(z+ct)— G(z—ct)’
dz z

ct

da cui, essendo G(0) = G(co) =0,
d G(z+ct)— G(z—ct)

B < C2 2 [Tz |2
2 T CctA Aot dz z

Poiché G € #(R) l'integrale a destra € convergente. Concludiamo che

lim J,(A) =0
A—o00
In conclusione, abbiamo ottenuto

R)== [ domiten=— [ do@i
v ~4n Js, 0 v An(ct)? Js,.0 PV,

ovvero
(K,y) = tMy (0, cn),

avendo introdotto la notazione

My(z,1):=
»(z,1) 1

per indicare la media aritmetica della funzione ¢ sulla superficie sferica S; (z).

Una scrittura equivalente della formula trovata e la seguente:
(Ry) = f dr6(r—ct) yp t)zf do(q)¥(q)

o0 1 6(r—ct 1 6 —ct) .
:fo dr— (r C)f do(q)(q) = fd Mw(x),

nc | x|

da cui
1 6(x|—ct) O X
K(x, 1) = (Ixl=cp) _ SCI(O)Z( ).
amc | x| dmc-t

avendo introdotto, assegnata una superficie regolare S, la distribuzione 65 €
' (R3) definita dall’integrale di superficie

(6sv)= [ do@v@).

Tornando al problema con impulso iniziale & y(x), abbiamo infine

1 6(x—yl—ct) Os,)x)
4mnc |x -yl 4mc4t

’

ovvero

(K,w) :fde(x,y, Dy (x) = tMy (y, ct).
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8.4. Formula di Kirchhoff

In questa sezione costruiamo la soluzione esplicita del problema di Cauchy
globale per 'equazione delle onde omogenea in dimensione d = 3.

TEOREMA 8.5. Siano g € C3(R3) e h € C2(R3). Allora l'unica soluzione in
C?(R3 x [0,00)) del problema di Cauchy
02
—chzAu in RxR,,
ot ou (8.10)
u(x,0) = g(x), E(x,O) =h(x) per xeR3,

e data dalla formula di Kirchhoff,

0
ulx, t)=—

3 do(y)gy)

1 1
_ +— d h(y).
47T62tfsct(x) Amc?t ./;C[(x) o) h(y)

Scomponiamo la dimostrazione in tre lemmi.

LEMMA 8.6. Sia ¢ € C>(R3). Allora l'unica soluzione in C?(R3 x [0,00)) del
problema

’u 2 : d
=7 =¢ Au in R xR,
ot (8.11)

ou d
u(x,0) =0, E(x,O)z(p(x) per xeR“?.

Wy (x, 1) = fdyK(x, DY) = tMy(x, ct).

DIMOSTRAZIONE. Siha

6W¢ 0
—— (x, 1) = My(x,ct) + t&Mw(x,ct)

ot
e quindi
0*W, ] 0
FYE (x,0) = Za—tM(p(x,ct) + ta_ﬂM‘p(x’Ct)'

Calcoliamo le derivate della media, che scriviamo nella forma

1
M, (x,ct) = d :—f d +ctn).
o(x,cr) g ey ar Js o o(n)e(x+ctn)

]. f

iM (x cz‘)—i do(n)Ve(x+ctn)-n=
ar ¢ Ty 14 B

do(y)V .
TJS10 Amct? fsm(x) a(MVey)-v(y)

- davsew)
" 4ncr? Bn(x)y L
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con v(y) lanormale esterna a S.;(x) nel punto y ed avendo applicato il teorema
della divergenza nell'ultima uguaglianza. Pertanto

azM(xct)—a L f dA()]
a2 P ot | Amce? B (%) Yooy
2 1 1 0 [ct
=—— dyA +——— d d A
t 47TCt2j];’c,(x) y <p(y)] 4mct? 0l‘f0 r S, (%) 7N Aey)
0
:———M y t d A »
(oMo e0t fsm(x) 7 Ae)
cosicché
oWy =L do(y) A
52 (x, )—4]” . o(¥)Ap(y).
D’altra parte
1 1
AMy(x,ct) =A— do(n)p(x+ctn) = — do(n)Ap(x+ctn)
4m Js,0) 4 Js, o)
! f do(y) Ap(y)
=— o .
47 (ct)? Ser() Y aely
Quindi
AW, (x, 1) = tAM,,(x, ) = f d()A()—laZW“’( )
7] X, - 7] X, )_ 47TtC2 S”(x) o y (p y - Cz atz X, 1),

ovvero W, (x, ) € soluzione dell’equazione delle onde.
Verifichiamo infine i dati iniziali:
Wi (x,0) = lir(r)l tMy(x,ct) =0,
—0*

Wo

1
—(x,0)=1i My,(x,ct) + —— dyA = .
5; (%0 = lim | M (x,c )+4nctf3”(x) y w(y)] P(x)
(I'integrale a destra e di ordine 3 per t —0%). |

LEMMA 8.7. Se W, € C3(R3 x [0,00)) allora v(x,t) = %(x, t) e l'unica solu-
zione in C?(R3 x [0,00)) del problema

0%v

or2

ov d
v(x,0) = @(x), E(x,O):O per xeR“.

=c®Av in Rde+,

DIMOSTRAZIONE. Derivando ambo i membri dell’equazione per W, rispet-
to al tempo, dal Lemma 8.6 segue che v(x, t) soddisfa I'’equazione delle onde.
Ovviamente, v(x,0) = ¢(x). Infine, essendo per ipotesi W, due volte derivabile
con continuita fino alla frontiera,

v 0*W, . 0°W,
a—t(x,O) = W(X,O) = [hm

—0+ QOt?
dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che W,,(x,0) = 0 per ogni x € R3. (]

(x, 1) = lim c® AW, (x, 1) = ¢* AW, (x,0) =0,
t—0*
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X

FIGURA 8.3. Distanze minima e massima del punto x dall’insie-
me compatto K.

La dimostrazione della formula di Kirchhoff & ora immediata. Infatti se & €
C2([R?) e g € C3(R%) allora W), € C2(R® x [0,00)) e Wy € C3(R® x [0,00)). Possia-
mo allora applicare i lemmi precedenti. Per il principio di sovrapposizione, la
soluzione del problema (8.10) € quindi

OWg 0
i, ) = —= 060+ Wi (x, 1) = o [tMg(x,ct)] + tMp(x, ct),
che e la formula di Kirchhoff. ([

Una scrittura equivalente della formula di Kirchhoff € la seguente. Notiamo
che

ot d === d +ct
ot 4”02ffsct(x) U(y)g(y)] ot [471 s B e
t
=— | domg+etm+— | domVg+crn) n
41 Js, 0 41 Js, 0
1 1
= d I d \V (7=,
amcr? /Sct(x) Wt fsct(x) TWVE) =)
cosicché

1
(e, 0= fs AP0 [0+ V80 =0+ th(].

Concludiamo con tre osservazioni:
1) Poiché appare Vg, la soluzione puo essere meno regolare dei dati iniziali.
2) La formula di Kirchhoff ha senso anche se g € C!(R®) e & & limitata, quindi
si presta a fornire una soluzione generalizzata dell’equazione delle onde.

3) Sussiste il Principio di Huygens: La soluzione nel punto (x, t) dipende solo
dai valori di g e h sulla superficie sferica S¢;(x). In particolare, se g e h hanno
supporto in un compatto K di R3, allora u(x, t) & diversa da zero solo per t €
[#min, Imax] con

d D
tmin=—, =—, d=min|y—x|, D=max|y-x|.
min c max c y€K|y | TR |y |
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(vedi Figura 8.3). Se definiamo il fronte d’'onda (anteriore) al tempo ¢ come la
superficie che separa i punti che gia oscillano da quelli che non oscillano ancora,
questa e I'inviluppo esterno dell’'unione delle superfici sferiche di centro in K e
raggio ct. Si puo definire anche un fronte d’onda posteriore. I fronti si muovono
con velocita c¢. Il tempo tyin € il passaggio del fronte d’onda anteriore per il
punto x, il tempo fmax quello del passaggio del fronte posteriore. Dopo fiax il
punto x torna in quiete a u = 0. Ricordiamo che in dimensione d = 1, se h # 0,
per t > tmax la soluzione in x torna in quiete ma con u # 0. Vedremo che in
dimensione d =2 il principio di Huygens non vale.

EsERCIZIO 8.1. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

0%u . 3
67=2Au in R°>xR,,

0
u(x,0) = |x/|?, a—lz(x,O)ZO per xeRS.

ESERCIZzIO 8.2. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

62u—4Au in R¥xR
ﬁ_ +
2

_ ou _ 2 3
u(x,0) =0, at(x,O)—xl x;, per xeR’.

ESERcCIZIO 8.3. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

Fu_ru in R3xR
— X
atz +

_ u — alxP 3
u(x,0)=0 E(x,O)—e per xe€R’.

ESERCIZIO 8.4. Dimostrare che se i dati iniziali hanno simmetria radiale, ov-
vero g(x) = §(|x|) e h(x) = h(|x|), allora anche la soluzione u(x, t) definita dalla
formula di Kirchhoff ha simmetria radiale.

ESERCIZIO 8.5. Dimostrare che se i dati iniziali hanno simmetria radiale, ov-
vero g(x) = g(|x|) e h(x) = h(|x|), allora anche la soluzione u(x, f) dell’equazione
delle onde generalizzata omogenea in dimensione d = 2,3 ha simmetria radiale.

ESERCIZIO 8.6. In base all’Esercizio 8.4, la soluzione di dati iniziali a sim-
metria radiale ha la forma u(x, t) = @(| x|, t). Determinare @i(r, t) in termini della
soluzione di un opportuno problema di Cauchy-Dirichlet per '’equazione delle
onde in dimensione d = 1.

EsERcIzIO 8.7. Ricalcolare le soluzioni degli Esercizi 8.1 e 8.3 utilizzando la
strategia dedotta nell’Esercizio 8.6.
8.5. Formula di Poisson

Dalla formula di Kirchhoff segue anche la formula risolutiva di Poisson per
I’equazione delle onde in dimensione d = 2.
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TEOREMA 8.8. Siano g € C3(R?) e h € C3(R?). Allora l'unica soluzione in
C?(R? x [0,00)) del problema di Cauchy

u ' )

=7 =C Au in R°xR,,

ot ou (8.12)
u(x,0) = g(x), E(X'O) =h(x) per xeR?

e data dalla formula di Poisson,

(x,1) 9
ulx,t)=—
ot

1 1 h
—f dy S {0 + —f dy LS .
2ncJB.x) T /R —|x-yl2| 27mCIBux) T /22 —|x—y|?
Prima di dimostrarlo premettiamo un lemma.

LEMMA 8.9. Sia $ € C(R3) tale che (x,x3) = ¢(x), dove x = (x1,X2) € R® e
¢ € C[R?). Allora anche la media Mg non dipende da x3, precisamente

o)

1
— [ =
2nr JBx) T /12— |x—yl?

Mg (x,x3,1) =

(dove B, (x) e il disco diR?).
DIMOSTRAZIONE. Siha

1
Mg (x,x3,1) = — do(n) p(x) +rny, X2 +1rny)
4m Js, 0

1

= — do(n) @(xy+1ny, X2 +1rny)
21 Js, 0+

dove S1(0)" = {(n1,nz,n3) € S1(0): n3 = 0} & la calotta sferica superiore. Ma su

tale superficie n3 =4/1— nf - n% e pertanto 'elemento di area ¢

dn;dn
dU(n):#,
2 2
l—nl—n2
per cui
1 X1+1rny,Xxo+rn
Mg(x,x3,1) = — dnldng(’o(1 D72 2)
27 JB,(0) 1-n?—n3
1
d @)

“onr Y VI —lx—yI?
[l

Possiamo ora dimostrare la formula di Poisson. Definite g(x,x3) = g(x) e
ﬁ(x, x3) = h(x), indichiamo con %(x, x3, ) 1a soluzione del problema (8.10) di da-
ti iniziali &, 7. Dal lemma precedente e dalla formula di Kirchhoff segue che
ii(x, x3, t) non dipende dalla variabile x3 e pertanto, come funzione delle varia-
bili (x, 1) € R? x [0,00), & soluzione del problema (8.12). Inoltre, usando I’espres-
sione per le medie trovata nel lemma, vediamo che la formula di Kirchhoff si
riduce in questo caso alla formula di Poisson. ([
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Anche ora abbiamo una scrittura equivalente per la soluzione. Notiamo a
tal fine che

0 1 1 0 +ct
ot | 2ncJp,v) ~ /22— |x—yl2| 2mcotl Jpo  V1-n?

1 d gx+ctn) ct Vgx+ctn)-n

=— n +— n
27 JB,(0) V1-n2 2w JB,0) V1-n?
1 f d gy+Vgy-(y—x
Bct(x) '

 2mct |y
Pertanto la soluzione del problema (8.12) si scrive,

f 4y ENFVEW) - (y—x) + th(y)
Bey(x) V2 —y—xP? :

Come nel caso della formula di Kirchhoff la formula di Poisson mostra che la
soluzione puo essere meno regolare dei dati iniziali; inoltre tale formula si presta
ad essere interpretata come soluzione generalizzatase g€ C 1(R2) ed h & limitata.

ulx,t) =
(x, 1) 2nct

Per quanto riguarda la dipendenza dai dati iniziali, vediamo che ora la solu-
zione in un punto (x, ) dipende dai valori dei dati iniziali in tutta la palla piena
B.:(x). In particolare non vale il Principio di Huygens in d = 2: se g, h hanno
supporto in un compatto K di R?, definiti fmin, fmax come nella sezione prece-
dente, la soluzione u(x, ¢) inizia ad oscillare per ¢ > tyi, € continua in generale a
variare nel tempo, anche per t > .. In particolare, se ¢ > fax il compatto K e
contenuto nel dominio di integrazione B.;(x), cosicché

u(x, ) = 5 L tf d EN+VeW) (y—x) + th(y) Yt > tmax-

/Czt2_|y_x|2

Solo per t — oo si ha u(x, t) — 0. Questo ¢ il motivo per il quale, ad esempio,
mentre si possono inviare segnali luminosi istantanei nello spazio (cioé con un
inizio e fine segnale), se invece si tira una sasso in uno stagno, un tappo di su-
ghero, dopo essere stato raggiunto dal fronte d’'onda, inizia ad oscillare sul pelo
d’acqua senza tornare al riposo in un tempo finito (in verita questo poi succede
a causa di fenomeni dissipativi non descritti dall’equazione delle onde).

8.6. Potenziali ritardati

Utilizzando il metodo di Duhamel si puo dimostrare che le soluzioni del pro-
blema di Cauchy globale per I'’equazione d’onda con dati iniziali omogenei e
forzante f = f(x, t) regolare,

0%u

F:CZAu-i-f in RdXR+,
0

u(x,0) = 0, 6—”;(x, 0)=0 per xeR4,
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sono, rispettivamente,

f(y,t—lx yl)

— y
anc? JB,, |x—yl

1 ¢ )
u(x, t) = —[ dsf dy 1.9 se d=2.
2ne Jo Bu-y@) ~ \/C2(t—$)%2—|x—y|?

Limitiamoci all’analisi del caso d = 3. In base al metodo si Duhamel, scri-
viamo la soluzione cercata nella forma

u(x,t) = se d=3,

t
U3 (x) t) = f ds W(x, , S)»
0

con w(x, t, s) soluzione della propagazione libera di un impulso pari a f(x,s) al
tempo s < f: w(x,t,s) = mfsm y(x)da(y)f(y, s). Dunque

r—s
47 (c(t - s))?

et 1 r
= d d t——
fo r47'[62r S (x) U(y)f(y c)

1 et f(y, x;yl) 1 f(y,t— - y')
- 2/ dr do(y) = Zf dy —.
4rcs Jo S, (x) lx =yl 4me” JB., lx =yl

La soluzione Us(t) viene anche detta potenziale ritardato, in quanto la solu-
zione nel punto x al tempo ¢ e individuata dai valori della forzante (o sorgente)

f(y,s) per ye Bct(x) valutati agli istanti precedenti s = ¢ — X y |, Inoltre, il tem-

t
Us(x, 1) :f ds f do(y) f(y,9)
0 Sc(t—v)(x)

po di ritardo =¥ ¢ quello necessario al segnale uscente da y per raggiungere
x. In partlcolare Us(x, t) dipende unicamente dai valori di f(y, s) sulla frontiera
laterale del cono di influenza retrogrado

0Cy: =1, 9): ly—xl=c(t—3), t€[0, = |J Sc—s ) x {1
se(0,1]

Si osservi che nei casi d = 1,2 la soluzione U,(x, t) dipende invece dai valori
di f(y,s) in tutto il cono Cy ;.

8.7. Sullavelocita di propagazione

Consideriamo I'’equazione d’onda generalizzata su R,
0’u 2 0’u
= u,
oz~ “ax2 )
e cerchiamo soluzioni della forma U(x, t) = Acos(kx — wt), ovvero onde viag-

gianti armoniche. Sostituendo nell’equazione si verifica immediatamente che
Ul(x, t) € soluzione se e solo se i parametri k, w soddisfano la relazione

w=w(k)=1\/c?k?+Y,
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detta relazione di dispersione per 'equazione in esame. Nel caso dell’equazione
d’onda pura (y = 0) tale relazione € lineare (w = ck) ma se y > 0 questo non e il

caso e siha
JEETY
. .

Quindi ogni onda armonica viaggia con una propria velocita ¢ (dipendente dal
numero d’onda k) e tale velocita & in modulo strettamente maggiore del para-
metro ¢ che appare nell’equazione. Quest’'ultimo fatto comporta un’apparente
contraddizione con i risultati della Sezione 8.1, in base ai quali il parametro c €
una stima dall’alto della velocita di propagazione dei segnali. In verita non vi &
alcuna contraddizione, poiché quei risultati si applicano a dati iniziali localizza-
ti in regioni finite dello spazio, mentre il profilo U(x,0) = cos(kx) € distribuito in
modo periodico su tutto I'asse R.

U(x,t) = Acos[k(x — c1)], Ck =

Per meglio comprendere questo fatto é utile analizzare la propagazione di
un segnale localizzato, quando questo sia espresso nella forma di un “pacchet-
to d’'onda”. Piu precisamente, supponiamo che il dato iniziale abbia la forma
seguente,

u(x,0)=gx) = fdkA(k) cos(kx),
ou (8.13)
E(x,O) =h(x) = fdka)(k)A(k) sin(kx),

con A € #(R) reale. Osservando che la funzione w(k) & C* con crescita al pit li-
neare e derivate limitate, si deduce che entrambe le funzioni g, h appartengono
a .#(R). Pertanto, sebbene non a supporto compatto, interpretiamo g, h come
dati iniziali localizzati, in virtu del loro rapido decadimento all'infinito. Si osser-
vi che stiamo assumendo, per brevita, che la funzione g sia pari. Nel caso piu
generale avremmo richiesto che

g(x) :fdkA(k) cos(kx)+fdkB(k) sin(kx),

ovvero, ricordando la teoria della trasformata di Fourier discussa nel Capitolo 6,
g=RF (A+iB).

Dalla (8.13), per il principio di sovrapposizione la soluzione si scrive
u(x,t) = fdk A(k)coslkx —w(k)t]. (8.14)

Infatti, per le ipotesi sulla funzione A(k), il membro di destra puo essere derivato
sotto il segno di integrale un numero arbitrario di volte rispetto alle variabili x, ¢,
da cui si verifica in particolare che soddisfa I'equazione ed i dati iniziali. Da
questa espressione si comprende il motivo del nome “relazione di dispersione”
per w(k). Infatti, se tale relazione non e lineare, la velocita di ciascuna armonica
e diversa ed il pacchetto si “disperde” durante la sua evoluzione: al tempo ¢ > 0
la soluzione u(x, t) non & una semplice traslazione del profilo iniziale g(x).
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D’altra parte, se la funzione A(k) e molto piccata intorno ad un valore ko,
solo le armoniche vicine a kg contribuiscono in modo significativo all'integra-
le, cosicché per tempi non troppo lunghi il pacchetto viene deformato poco e la
sua evoluzione consiste principalmente in una traslazione. Vogliamo allora ve-
rificare che tale traslazione avviene con una velocita inferiore a ¢, dunque com-
patibile con la stima sulla velocita di propagazione. Per fissare le idee, scegliamo
il pacchetto d’onda con

(k- ko)?

A(k) = Ag (k) = L exp [ .

Ve

Dunque, con la sostituzione k = ky + V¢,

], e>0.

(k- ko)?

gx) :fdk\/%exp cos(kx) :qu %e_qz cos(kox +veqgx)

- cos(kox)qu %e_qz cos(veqx) —sin(kox)qu %e_qz sin(veqx)
7 T

= cos(kox) exp 2

’

1
——EX
4

avendo applicato la (6.2) (con a =1, x = q e ¢ = y/ex) nell’'ultimo passaggio.

Vogliamo ora studiare I’evoluzione quando ¢ & piccolo. Infatti, per ¢ — 0 la
funzione A, (k) tende alla delta di Dirac centrata in kj, mentre g(x) si deloca-
lizza e tende all’armonica pura cos(kpx). Sostituendo in (8.14), sviluppando nel
parametro piccolo /€ e ragionando analogamente a sopra si ha,

RY
—M cos(kx—w(k)t)

u(x,t) :fdk\/%exp
= qu Le“’2 cos [(ko + Veq)x —w(ko + Veq)t]
VT

= qu %e_qz{cos [kox —w(ko) t + (x — ' (ko) 1) VEq] + O(eg?)}

= cos[kox — w (ko) t] qu %eqz cos[(x — ' (ko)1) Veq] + O(e),
T

dove O(¢) = [dg \/iﬁe‘qu(eqz). Pertanto, utilizzando nuovamente la (6.2) (con
a=1,x=qe=e(x—w'(ky))

u(x, t) = cos[kox — w (ko) t] exp —ie(x —w' (ko) t)2 +0(e).

Nell’evoluzione del pacchetto distinguiamo quindi due differenti grandezze ci-
nematiche: la velocita di fase cy, = w(ko)/ ko € la velocita di gruppo cg = ' (ko).
La prima e la velocita con la quale si muovono, ad esempio, le creste delle oscil-
lazioni all’interno del pacchetto. La seconda invece € la velocita con cui trasla il
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132 EQUAZIONE DELLE ONDE IN DIMENSIONE d > 1

pacchetto nel suo insieme. Come preannunciato,

2
k

\/ 2k +y

(dove 'uguaglianza sussiste solo nel caso dell’equazione pura, quando y = 0).

8.8. Soluzione di alcuni esercizi

SOLUZIONE ES. 8.1. Applichiamo la formula di Kirchhoff che, essendo /& =0,
siriduce a

0 t
ulx,t) = E Wfsct(x)da(y) g(y)

Sostituendo i dati del problema (c = V2, glx)= 1x]2),

_ f do () Iyl
4n(V26)2 Js 5,0 YT

Per calcolare l'integrale, scriviamo

u(xt)—i
"ot

lyl2=1x+y—xI*=|xI* +|y - xI* +2x- (y - x),

cosicché
t

47 (\V/21)?

avendo usato che, per ragioni di antisimmetria,

f do(P) 1y* = t(x> + (V20)?) = t|x|* + 213,
Sﬁ[(x)

f da(y)2x~(y—x)=2(\/§t)3 do(n)x-n=0.
Syz: () $1(0)

Dunque
u(x, 1) = |xI* + 612,

SOLUZIONE Es. 8.2. Applichiamo la formula di Kirchhoff con g(x) =0 e
h(x)= x:f — x5, quindi eseguiamo la sostituzione y = x +2n:

r
u(x,t)=—f do(y) (5 = y3) = t(x% — x5)
4202 Js, V1= 1~ %2
t t
+— do(n)4t(x1ny —xo2no) + — da(n)4t2(nf—n§).
4m Js, 0 4 Js, (0)

Ma per ragioni di disparita e simmetria,

do(n)xin; = do(n)x,n, =0,
$1(0) 51(0)

do(n)n? = do(n)n3.
$1(0) $1(0)
Quindi
u(x,t) = t(xf - x%).
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8.8 SOLUZIONE DI ALCUNI ESERCIZI 133

SOLUZIONE ES. 8.4. La soluzione di scrive in termini della media M (x, r)
valutata per ¢ = g, h e con r = ct. Osserviamo ora che se ¢(x) = ¢(|x|) allora

~ 1 -
My(x,1) = )da(y)¢>(|yl) =i )da(n)<p(|x+ rnl)

4mr? Js, x $1(0

1 .
=— | domeWIx*+r?+2r-n)
47Tfsl(0) ooV |xlc+r r-n

1 2n b3 5
= —f d(pf dO sinf ¢(v/|xI2 + r2 + 2r|x| cosH)
4 Jo 0

1! _
= 5f_ldng{)(\/lxlz+r2+2r|x|n),

avendo eseguito l'integrazione nella variabile n mediante coordinate sferiche
con asse verticale diretto come x. Dunque My(x,r) dipende da x per il solo
tramite di | x|.

SOLUZIONE Es. 8.5. Dobbiamo dimostrare che la soluzione del problema
0%u
or?

~ ou - d
u(x,0) = g(lx)), E(x.O) =h(lx]) per xeR%.

:czAu—yu in R?xR,,

halaforma u(x, t) = ii(| x|, t) per qualche #(r, £), r = 0. A tal scopo mostriamo che
le rotazioni sono una simmetria per I'’equazione, dopodiché il risultato segue per
I'unicita della soluzione. Tale proprieta di simmetria segue dal fatto che, pit1 in
generale, I'operatore di Laplace commuta con il gruppo delle isometrie di R?.
Questo significa che se definiamo, per ogni funzione f su R¢, vettore a € R e
matrice ortogonale R, f,; r(x) = f(a+ Rx), allora

Afar(x)=Af)gr(x).
In effetti,

o 0 ) of
D? j(X)==—=—f(a+Rx)=—) Ry j——(a+R
(D” fa,R)i,j(x) % axjf(a x) ox; & 5 e (a+ Rx)

o*f T 2
=> Ry iRy, ——— Rx)=(R"D Rx)R); i
;h k,j h,laxhaxk (a+Rx)=( f(a+ X) )l,]

da cui, usando la ciclicita della traccia e che RRT =1,
Afar(x) =Tr[D? fu r(x)] = Tr [RT D? f(a+ RX)R]
=Tr[D’f(a+Rx)| =Af(a+Rx) = (Af)qr(x).
In particolare, posto ug(x, t) = up r(x, t) siha
% ug 0?

o= a—t;‘mx, 1) = AAWR(X, ) — yur(x, 1

= ®Aug(x, t) —yug(x, 1),
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con up(x,0) = g(Rx)) = g(x)) e 2% (x,0) = h(Rx|) = h(x|). Pertanto u(x,?)
e ug(x,t), essendo soluzioni del medesimo problema di Cauchy, coincidono
per unicita. Dunque u(x, ) = ug(x, t) = u(Rx, t) per ogni rotazione R, ovvero
u(x,t)=1u(x|,1.

SOLUZIONE ES. 8.6. Sappiamo che la soluzione del problema

0%u 9 . 3
ch Au in R°xR,,

_ ou - 3
u(x,0) = g(lxl), E(X,O)zh(lxl) per x€eR’.

ha la forma u(x, t) = @(|x|, t). Dobbiamo caratterizzare ii(r, t) in termini della
soluzione di un opportuno problema in dimensione d = 1.

In generale, se ¢p(x) = y(|x|) allora

. e x ' (1x)) y'(Ix]) .
Ap(x) =divVy(|x|) =div |w (|x|)|x| =V ] - X+ ] divx
_ " X / X 3
= |y (I)CI)—|x|2 -y (le)—|x|3 'x+—|x|1// (1xD)
0 + 29 = L pry
| x| rdr2 rixl

Quindi #i(r, t) soddisfal’equazione

0% c* 0%(ri)
o2 r or?

ovvero la funzione v(r, t) = rii(r, t) soddisfa il problema di Cauchy-Dirichlet sul-

la semiretta

v ,0% , .
ﬁ—c ﬁ . in (0,+00) xRy,
v(r,0)=rg(r), E(r,O) =rh(r) per r=0,
v(0,1)=0 per t=0,

che possiamo risolvere con il metodo delle riflessioni, prolungando la soluzione
(e quindi i dati iniziali) per disparita a valori r < 0. Determinata v(r, t) rimane
da verificare che ii(r, t) = v(r, t)/r € ben definitain r = 0.

SoLUZIONE Es. 8.7. Limitiamoci alla soluzione dell’Esercizio 8.3. Il proble-
ma ausiliario &

Fv_ v in (0,400) xR
o2~ or? ’ o
v(r,0) =0, a—l;(r,O) —re"” per r=0,
v0,)=0 per (=0,
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8.8 SOLUZIONE DI ALCUNI ESERCIZI 135

Lestensione per disparita consiste semplicemente nel considerare il problema
di Cauchy globale in cui v(r,0) =0e % (r,0) = re " per ogni r € R. Per la formula
di D’Alambert,

1 [r+2t L e—(r+2t)2 _e(r+2t)2 1 2 .0
v(r,t) = A_If dzze ® = 5 =Ze =4 ginh(4rt)
r—2t

1
e dunque u(x, t) = a(lxl, ) = |xI " v(lx], ) = me"x'z““z sinh(4]x).
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CAPITOLO 9
Equazioni di Laplace e Poisson

9.1. Considerazioni generali

Affrontiamo qui lo studio dell’equazione di Laplace Au = 0 e della sua ver-
sione non omogenea, |'equazione di Poisson Au+ f =0, dove u = u(x) e la fun-
zione incognita, x € R ed f = f(x) & una funzione assegnata. Le soluzioni di tali
equazioni descrivono, ad esempio, le posizioni di equilibrio di una membrana
(d = 2) o di un solido elastico (d = 3) sottoposti alla forzante f, oppure il campo
di temperatura di un corpo in equilibrio termico in presenza della sorgente di
calore f. Ma tali equazioni emergono in svariati altri contesti della Fisica. Un
esempio fondamentale € fornito dal potenziale newtoniano/coulombiano u ge-
nerato da una distribuzione di massa/carica p che, come vedremo pilt avanti,
soddisfa '’equazione di Poisson Au +4mp = 0.

Come gia visto per I'’equazione d’onda, e come suggerito dalle varie inter-
pretazioni fisiche possibili delle soluzioni dell’equazione, siamo condotti a for-
mulare il problema in domini Q c R e per la buona posizione del problema oc-
corre aggiungere delle condizioni al bordo (o condizioni limite). In particolare,
consideriamo il problema di Dirichlet,

{Au+f=0 in Q, 9.1
u(x)=g(x) per xeoQ,
ed il problema di Neumann,

Au+f=0 in Q,

Z—Z(x) =b(x) per x€0dQ, (9:2)

dove g(x), b(x) sono funzioni assegnate e g—ﬁ ¢laderivata normale di u sulla fron-
tiera come definita in (8.3), avendo indicato con v(x) la normale alla frontiera 0Q)
nel punto x € 0Q, diretta verso I'esterno di Q. Qualora Q = R4 o piu in generale
Q sia un dominio illimitato di R%, occorrera specificare anche il comportamento
della soluzione per |x| — oo, ad esempio u(x) — C quando |x| — oo per qualche
costante C assegnata.

Studieremo qui solo il problema di Dirichlet (9.1), il problema di Neumann
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138 EQUAZIONI DI LAPLACE E POISSON

presenta maggiori difficolta. E sufficiente considerare separatamente il proble-
ma omogeneo con condizioni al bordo non omogenee,

Au=0 in Q,
9.3)
u(x)=g(x) per xeoQ,
ed il problema non omogeneo con condizioni al bordo omogenee,
Au+f=0 in Q,
(9.4)
ux)=0 per xe0Q,

poiché allora u = u; + up, con u; soluzione di (9.3) ed u, soluzione di (9.4), &
soluzione di (9.1).

Una soluzione classica del problema (9.1) e una funzione u € C2( Q) nCQ)
che verifica I'’equazione in Q e soddisfa le condizioni al bordo su 0Q.

DEFINIZIONE 9.1. Una funzione u € C*(Q) é detta armonica nel dominio Q
se ivi soddisfa l'equazione di Laplace Au = 0.

Dunque risolvere (9.3) equivale a determinare una funzione armonica nel
dominio Q, che sia continua fino alla frontiera ed ivi assuma il prefissato valore
g(x).

9.2. Analisi del problema unidimensionale

Nel caso unidimensionale, senza perdere di generalita, possiamo assumere
Q=(0,L), L>0, cosicché iproblemi (9.3) e (9.4) si scrivono in questo caso,

u"=0 in (0,0),
{ u(0) = ay, u(l) = ay, (9.5)
W'+ f=0 in (0,L),
{ u(0)=0, u(L)=0. (9.6)
1l problema (9.5) ha banalmente soluzione u(x) = a; + —“22“1 x. Per il problema

(9.6) osserviamo che I'equazione u” + f = 0 ha integrale generale

u(x) = C1+C2x+f0 dy(y—-x)f().

Possiamo ora determinare le costanti C;, C; imponendo le condizioni al bordo
u(x) = u(L) = 0. Si trova immediatamente che

1 L
C =0, Q=ZLdNLﬂVWL
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9.2 ANALISI DEL PROBLEMA UNIDIMENSIONALE 139

Pertanto la soluzione del problema (9.6) &

L X
u(x) =%f0 dy(L—- N f ) +f0 dy(y-0f©)

x L— L L—
:f dy X y)+(y—x) f(y)+f dyx( y)f(y)
0 L x L
X L_ L L_
:f dy( x)yf(y)+f dyx( y)f(_')/)
0 L x L

L
=f0 dy G, ) f (),

avendo definito la funzione di Green del problema,

x(L-y)
—— se x<},

G =1 10y
7 se x>J.

Vogliamo ora mostrare che la funzione di Green puo essere interpretata essa
stessa come soluzione di un’equazione di Poisson, precisamente nel caso in
cui la forzante f e rimpiazzata dalla distribuzione ¢ di Dirac concentrata in y.
Osserviamo che le seguenti proprieta di G seguono immediatamente dalla sua
definizione,

e GeC([0,L] x [0,L]), definendo G(x, x) = (L — x)x/L sulla diagonale (G &
continua su tutto il quadrato [0, L] x [0, L]);

¢ G(x,y) =G(y,x) perogni x,y € [0, L], (G & simmetrica);

e G(0,y) =G(L,y)=0perogniy e [0,L] (Gsoddisfale condizioni al bordo
omogenee);
2
o el (x,y) =0 per ogni x # y (G & armonica fuori la diagonale);
X
oG oG
. a(f,y) - a(y_,y) = —1 (la derivata g—g(x, ¥) ha un salto quando

attraversa la diagonale).

PROPOSIZIONE 9.2. La funzione di Green x — G(x,y) é la soluzione fonda-
mentale del problema di Poisson in 2'(0,L),

G _
W(x,y) +6,(x)=0 x,y€(0,L),

G0,y =G(L,y)=0 ye(0,D),
ovvero
fde(x,y)w”(x)z—t//(y) Vye(0,L) Vyep(0,L),

con
P(0,L) = fy € C*(R): supp(y) < (0, L)}.
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DIMOSTRAZIONE. Come funzione ordinaria la derivata seconda ?;TC{(x, y) e
nulla su tutto 'intervallo [0, L] ad esclusione del punto x = y. D’altra parte, per
XZ£Yy

0G
Sy »=22 ey,
L
con / la funzione di Heavys1de, cosicché
G
Sz = -7 (x—y)=-6,(x) in2'(0,L),

poiché #'(x—y)=0,in2'(0,L) se y € (0, L).
Alternativamente, partendo direttamente dalla definizione di G(x, y) e inte-
grando per parti, per ogni v € 2(0, L),

/de(x,y)u/”(x) f dx ¥ 1// "(x)+ / dx v (x)
_ X=
x(L y) v ) f dxy’ (%)
L x=0
(L_x)y ! ] Xf !
7 v (x) x:y+ I dxy'(x)
L- L-
=Ty - 2y - X By - Ly
:—TI/(J/),
da cui la tesi 0

OSSERVAZIONE 9.1. Si puo derivare il risultato della proposizione in modo
piu astratto, senza ricorrere all’espressione esplicita della funzione di Green.
Osserviamo infatti che se u(x) & soluzione di u” + f = 0 con u(0) = u(L) =0,
allora

L
f dx[u"(x)+ f(O)ly(x)=0  YweR(,L),
0
da cui, integrando per parti,

L
f dxux)y"(x)+ fXyx)=0 VYye2(,L).
0

Se ora cerchiamo la soluzione nella forma u(x) = fOLdy G(x,y)f(y), allora
L
/ dx
0

ovvero
L
fo dyf»

Perché la precedente identita sia verificata per qualsiasi forzante f, 'espres-
sione tra parentesi quadre, che € una funzione continua di y, deve annullarsi

Yy e2(0,L),

L
fo dyGle, fMy" () + f)w(x) | =

L
fde(x,y)w"(x)+u/(y)]:0 Yy e (,L).
0
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identicamente, dunque

L
fde(x,y)u/"(x)+w(y):0 Ywe®0,L) VyeloL],
0

ovvero G(x, y) deve soddisfare

0°G :
W(x,y)+6y(x):0 in2'(0,L).

Inoltre, sempre per I'arbitrarieta di f, la condizione ©(0) = u(L) = 0 implica che
deve aversi anche G(0,y) = G(L,y) = 0 per ogni y € [0,L]. In conclusione: se
esiste un nucleo risolvente G(x, y) allora esso deve necessariamente risolvere il
problema generalizzato.

ESERCIZIO 9.1. Risolvere il problema sulla semiretta,

u” + f =0 in R+,
u(0) =0, suplu(x)|<oo,
x=0
assumendo che f € C([0, +00)) sia tale che f(;’o dy ylf(y)] < co. Dimostrare inoltre
che esiste il limite della soluzione u(x) per x — oco e calcolarlo.

9.3. Approccio al problema in dimensione maggiore di uno

In dimensione d > 1 la soluzione del problema di Laplace-Dirichlet (9.3)
non € immediata come in dimensione d = 1 e sara oggetto di studio. Antici-
piamo pero che la soluzione di questo problema permette di risolvere anche il
problema di Poisson-Dirichlet (9.4) in domini limitati. Infatti, ragionando come
nel caso unidimensionale, questo problema si riduce a determinare la funzio-
ne di Green sul dominio Q con condizioni omogenee, ovvero la funzione G(x, y)
soluzione del problema

{ AGX, ) +6,(x)=0 x,y€Q,

Gx,y)=0 x€0Q,y€Q, ©.7)

nel senso che poi la soluzione di (9.4) si scrivera nella forma

u(x)zdeyG(x,y)f(y)-

Nella prossima sezione calcoleremo esplicitamente la funzione di Green del-
I'equazione di Poisson su tutto lo spazio R%, ovvero una particolare soluzione
G4(x,y) dell’equazione

AcGa(x,y)+84(x)=0,  x,yeR’.

Se cerchiamo ora la funzione di Green soluzione di (9.7) nella forma G(x, y) =
G4(x,y)+7v(x,y), allorala funzione incognita y(x, y) & soluzione del problema di
Laplace-Dirichlet,

Axy(x,y)=0 per x,y€Q,
Y, ¥)=—Gg4(x,y) per xedQ,yeQ,
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ovvero ci siamo ricondotti ad un problema del tipo (9.3). In Sezione 9.9 tale
strategia verra discussa piu in dettaglio.

EsErcizio 9.2. Utilizzando il risultato dell’Esercizio 5.7, applicare la strate-
gia sopra descritta per calcolare la funzione di Green del problema di Poisson
sul segmento (0, L).

9.4. Soluzione fondamentale dell’operatore di Laplacein d = 2,3

Una distribuzione ®(x) € detta soluzione fondamentale dell’'operatore di La-
place se € soluzione del problema

AD(x)+0(x) =

Questo significa che ®(x) & una funzione armonica in R4\ {0} tale che

fdxA(p(x)q)(x) =—y(0) VYye2RY,

Osserviamo che ® non & unica, poiché se u € una funzione armonica allora an-
che @ + u e soluzione fondamentale. Per calcolarla utilizziamo il metodo della
trasformata di Fourier.

LEMMA 9.3. Affinché la distribuzione temperata ® € .%'(R?) sia soluzione
fondamentale dell’'operatore di Laplace é necessario e sufficiente che la sua tra-
sformata di Fourier ® sia soluzione dell’equazione

IE2D(E) = 1.

DIMOSTRAZIONE. Ovvia, essendo F (A®) = —|E2F (D) e F(5) = 1. O

Caso d = 3. Poiché la funzione |¢|~2 & localmente integrabile in R3, una so-
luzione dell’equazione |¢ IZCTD(f) =1in .%'(R3) & fornito dalla distribuzione tem-
perata

1

Q) = e

Calcoliamo la trasformata inversa ® = & ! @), che e caratterizzata dall’equa-
zione

~

(D9)=(D,¥) VyeI®).
Siha

v _ f VO _ f .
o, d - =1 d d &
(@)= f S T A % e T A ‘f|f|2 a3 | X e

1€~x
I
A @n )Bf ¥y HEY |<f|2
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Eseguiamo ora l'integrazione nella variabile ¢ mediante le coordinate sferiche
in cui I’asse verticale ha direzione e verso di x, cosicché

e1r|x|cos6’

<<I) Y) = hm L o )3 fdxw(x)f dr2nr f df sinf ———

ir|xln
A_)OO on )2 fdxw(x)f drf dne
= hm —fdxu/(x)f dr sin(rix))

rII

A|x| 7
|x| q 47| x|

r2

= lim —2
A—o0 27T

Lultima uguaglianza segue per convergenza dominata, in quanto

Px) A""d sin(q) _ 7 §/(x)

(i) lim = Vx#0,
A—oco x| Jo q 2 |x|
Alx| i T
(i) ‘ W(x) dg sin(q) ’ <C lw&f)' (funzione integrabile).

Pertanto una soluzione fondamentale e data dalla distribuzione regolare

1 3
D3(x) = ——, xeR”.
47| x|

Caso d = 2. Poiché la funzione ||~ non & localmente integrabile in R?, es-
sa non & una soluzione dell’equazione |£|?®(¢) = 1. Osserviamo che definisce
invece una distribuzione temperata il valore principale 9#,

1 v (&) —y(0) f w(&) 9
P—-, = dé ———— dé —=, FL(R).
< NE 1//> fmsl ¢ NE ’ €1>1 ¢ 112 ves R

Inoltre

2 2
2gp 1 >:< , > e Sy © -0y () e Sy )
Q“ 22’ m”ﬂw ﬁélf &2 +me 22

=f&w@=0w%

cosicché ;2?’ R e una soluzione di |¢ |2q)(§) = 1. Possiamo quindi scegliere @(6)

@l e Calcoliamo la trasformata inversa ® = &~ (9?’@), soluzione dell’equa-
zione

1 _
<9])|€?,w> =(®,7) VyeF(R.
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1 -
— — 17 16X .
Essendo (&) —w(0) )2 f dxy(x)(e 1) siha

1 w(S) —y(0) f w(S)

P— )= f e | @ =

< &2 w> T o1 R
PxEtr-1 P(x)eld ™
=] defdxte—— 41 dé | dx =2
fmsl TTemrer it igea ) T emier

—;fdxA(X) dgteif.x—_l+ lim ! fdxA(x)f d¢ i
Tt ) Y o T T A @z ) YY) e e

In coordinate polari, in cui l’asse verticale ha direzione e verso di x,

1 1 N 1 21 eir|x|c0s9 -1
<9}’|€?,w> = —(27”2 fdxw(x)fo dr rfo do —

1 R 0o 27 eirlx\cos@
+—(2n)2 fdxt//(x)fl dr rfo do —
1 _ e’}
:ifdxq?(x) f g Jotrixh -1 +f qr JotrxD
271 0 r 1

r
avendo introdotto la funzione di Bessel di ordine zero,

’

1 2m .
Jo(u) = —f dge'“cos?  yeR.
27 Jo
Chiaramente Jy(0) =1 e Jy € C*°(R). Inoltre dimostriamo pil1 avanti che | Jo (u)| <

C/Vu, cosicché il limite A — oo fornisce un integrale assolutamente convergen-
te. Con la sostituzione u = r|x| otteniamo infine

| x| _ 00
<@#’W>:$fdwx) Jo=1, [Tg, 20

du du
1 —~
= g/dx'(//(x)(C() _10g|x|)»

0 u | x| u

avendo posto

1 _ (o)
- [l [, 2
0 u 1 u

Pertanto una soluzione fondamentale ¢ data dalla distribuzione regolare

1 2
Dy (x) = ——log|x|, xeRe.
21

Rimane da dimostrare la stima sull’andamento della funzione di Bessel per
u — +oo. A tal scopo scriviamo, per u = 1,

Jo(u) = lfndgeiucose _ lfldn eln 1 fl dn cos(un)
T Jo mJ_1 O

\/1—n2:; V1-1?

2 1
dn SoSm _ =41+ A ),

:;0 n l_nz_
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con 1
1=u™" " cos(un) 1 cos(un)
A (u):f d , A (u):f d .
! 0 77\/1—172 ’ 1-u™! nvl—nz
Siha ora
1-u™! 1 d sin(un) 1 sin(un) %
Al(u):[ dn & s U
V1-nzdn u 1-n2 u o
1 (=" 2psin(un)
__f d _ 12)3/2
uJo (1-n°)
da cui
A W) < — +1fl_u_ld g 1 11 2
Wl —+= — L <4 =,
! Vi ulo Ta— 2= Va u sl u
D’altra parte
1 1 ! 2
|A(u)|5[ dn——=<-2+/1- =—.
A TV
Dunque
8
< — Yu=1.
[Jo ()| - u

OSSERVAZIONE 9.2. Piu in generale, si puo dimostrare che la soluzione in
dimensione d = 3 si scrive
1

(d=2)04lx|92’
dove o4 e 'area della superficie della sfera unitaria in dimensione d.

Dy(x) =

DEFINIZIONE 9.4 (Funzioni di Green). Si definisce funzione di Green per l'o-
peratore di Laplace in R® la funzione

x,y(—:[Rg, X# .

1
G y = — ]
3(x, ) prp——

Si definisce funzione di Green per 'operatore di Laplace in R? la funzione
1
Go(x,y) =—5-loglx—yl,  xye€ R?, x#y.
Essendo Gg4(x,y) = ®,4(x—y), d = 2,3, per quanto discusso G4(x, y) € solu-
zione del problema
AxGa(x,3)+8,(0)=0 in &' RY). (9.8)

Lequazione (9.8) verra comunque dimostrata direttamente nella prossima se-
zione, vedi 'Osservazione 9.4. La funzione di Green in R (d = 2,3) gode delle
seguenti ovvie proprieta.

» Regolarita: G4(x,y) € C*®su{(x,y) € RYxRY: x # v}
o Simmetria: G4(x,y) = G4(y,x) perogni x, y € Rd, X#Y.
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o Comportamento alla frontiera:
lim Gs(x,y) = +oo, lim Gs(x,y)=0,
|x—y|—0 |x—y|—oc0
lim Gy(x,y) =+oo, | lim Gy(x,y)=—oo0.

[x=y|—0 X—y|—o0

¢ Armonicita: AyGg4(x, y) =0 per ogni x # y.
ESERCIZIO 9.3. Verificare per calcolo diretto che A®;(x) = 0 per ogni x # 0.

9.4.1. Interpretazione fisica delle funzioni di Green. La forza di interazio-
ne gravitazionale che un punto di massa mjg posto in y € R® esercita su un punto
di massa m posto in x € R3 & pari a

xX-y Gmyg
F(x)=-Gmgm 3 =mVU(x), Ux)=——
lx =yl lx =yl
con G la costante di gravita universale. La funzione di Green Gs(x, y) puo allora
interpretarsi come il potenziale gravitazionale nel punto x generato da un punto

materiale di massa mg = 1/(47G) posto in y.

11 significato fisico di G2(x, y) € meno evidente e richiede un calcolo. Con-
sideriamo un filo rettilineo di lunghezza infinita e densita di massa costante p.
Calcoliamo la forza gravitazionale da esso esercitata su un punto materiale P di
massa m situato esternamente al filo.

Per ragioni di simmetria la forza dipende solo dalla componente di OP or-
togonale alla direzione del filo (e sara diretta ortogonalmente alla direzione del
filo). Per calcolarla fissiamo il sistema di coordinate in modo tale che il filo e col-
locato lungo 'asse verticale ed il punto P giace sul piano coordinato orizzontale.
Dunque, dette x = (x1, x2) le coordinate di P sul piano, la forza esercitata dal filo
suPe
X1
X2 |

b= [0 5D g, Or

dz————
|x—zI3 (Ix]2 + z2)3/2

essendo x = (x,0) € R3 le coordinate spazialidi Pe z2=1(0,0,2) € R3 le coordinate
del generico punto lungo il filo.
F(x)

La terza componente della forza & nulla,! quindi F(x) = ( 0

), dove (con le

sostituzioni z = | x|t e quindi ¢ = tanf nell’integrale).

prf dr Gpx [7/? 2Gpx
F(x)=- ——m=L2 | dbcosh=-mZ2EZ
O ==miE ez = T e L, T e

=mVU(x),

con U(x) = —-2Gplog|x|. La funzione di Green G»(x,y) puo allora interpretar-
si come il potenziale gravitazionale nel punto x del piano generato da un fi-
lo rettilineo di lunghezza infinita e densita di massa costante p = 1/(4nG), che
interseca ortogonalmente il piano nel punto y.

15 nulla poiché pari all'integrale della funzione integrabile e dispari z/(|x|% + z%)3/12,
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E interessante notare che se avessimo provato a calcolare direttamente il
potenziale avremmo ottenuto un integrale divergente:

Gp

=00
(|x|2 + Z2)1/2
La contraddizione & solo apparente: il potenziale € definito a meno di una co-
stante additiva che puo dipendere da z. Possiamo sceglierla in modo tale da
eliminare questa divergenza. A tal scopo calcoliamo prima il potenziale di un
filo finito di lunghezza 2 L. Nel farlo aggiungiamo una costante arbitraria dipen-
dente da L:
L G L/|x] G
UL(x):f d —p+Csz de—2>L __1¢

z
L (x]2+2z¥)1/2 Ly A+13)12

U(x) :fdz

L L
=2Gplog| —+1/ —+1|+C;.
| x| | x|

Scegliamo C; = —2GplogL e ritroviamo (nel limite L — oo)

1+1 L+1—2Glo|x|
ERARE progll

OSSERVAZIONE 9.3. In virtu della legge di Coulomb, analoghe interpretazio-
ni si hanno in termini del campo elettrico generato da una carica puntiforme
oppure da un filo rettilineo con densita di carica uniforme.

Ux)= lim Ur(x)= lim 2Gplog
L—+o00 L—oo

9.5. Formule di Green

Le seguenti formule (o identita) di Green saranno utilizzate ripetutamente.
Nel seguito Q & un dominio limitato di R%, d = 2,3, con frontiera dQ regolare

di classe C2. Indichiamo al solito con v = v(y) la normale alla frontiera 0Q nel

punto y € 0Q diretta verso I'esterno di 2 e con % =v-V la derivata normale.

I Formula di Green. Se u € C2(Q) n CH(Q), v e C1(Q) allora

fdxv(x)Au(x)=f do(y) U(y)a—u(y)—fdeU(x)-Vu(x).
Q 4Q ov Q

II Formula di Green. Se u, v € C2(Q) n C!(Q) allora

fdx[v(x)Au(x)—u(x)Av(x)] =f do(y)
Q Q.

()6_u()_ ()@( )]
vyl —uly) == -

11 Formula di Green (o Formula di rappresentazione integrale di Green). Se u €
C2(Q) n C(Q) allora

u(x) = f do(y)
0Q

Gatt, ) ) - u(y 284 )—fdc( ) Au(y)
1) 52 0) =) F )| = | dyGatw ) duiy),

dove chiaramente G;4(x,y) = Py(x—y) e aa%(x, ¥) =VyGa(x, ) -v(y).
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Be(x)

Qg = Q\ Be(x)

FIGURA 9.1. Il dominio Q, = Q\ B.(x).

Per dimostrare la I Formula di Green fissiamo 6 > 0 piccolo e poniamo Qs =
{x € Q: dist(x,0Q) > 6}. Chiaramente Qs € un dominio regolare con Q5 < Q.
Utilizzando l'identita div(vVu) = Vv - Vu + vAu segue che

dxv(x)Au(x):f dxdiviv(x)Vu(x)] — dxVuv(x)-Vu(x).
Qs

Q5 QzF

Poiché vVu € C'(Qs;R?) possiamo applicare il teorema della divergenza e con-
cludere che

ou
dx v(x) Au(x) :f do(y) v(y)—(y)—f dxVv(x)-Vu(x).
Qs 0Q; ov Qs

Essendo ora u, ve C1(Q),

. ou
(lslir(l)[fm&da(y) v(y)a(y)—fgadxvlf(x)-Vu(x)]

ou
zf do(y) v(y)—(y)—fdev(x)-Vu(x).
0Q ov Q

Pertanto la I Formula di Green € dimostrata con I'attenzione sul fatto che I'inte-
grale a primo membro deve essere considerato improprio, ovvero

fdx v(x) Au(x) = lim dxv(x) Au(x).

Q 6—0JQs

Chiaramente se inoltre u € C2(Q) allora I'integrale dex v(x) Au(x) ha senso an-
che come integrale proprio.

La II Formula di Green segue banalmente scrivendo la prima identita per
entrambe le coppie ordinate (u, v) e (v, u) e sottraendole membro a membro.
Rimane da dimostrare la terza. Senza perdere di generalita consideriamo il caso
d = 3 (il caso d = 2 & analogo e viene lasciato come esercizio), e poniamo per
semplicita G(x, y) = G3(x, y), dunque

Glx,y)=—.
%, ) 4m|x -yl
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Fissato x € Q sia € > 0 sufficientemente piccolo in modo tale che la bolla B, (x)
abbia chiusura contenuta in Q, e poniamo Q, = Q \ B, (x), vedi Figura9.1. Ovvia-
mente G(x, y) & una funzione armonica rispetto alla variabile y nel dominio Q..
Pertanto, dalla IT Formula di Green applicata con v(y) = G(x, y), ed osservando
che 0Q; = 0Q U OB (x),

ou oG
f dy G(x, y)Au(y) =f do(y) [G(x, y) — () —u(y) — (x, )]
Q. 90 ov ov 9.9)

+f o) 1) 2 9 - 6 1) L)
0B, (%) TYIRY) 5y Y YV 5y

dove nel secondo integrale v &la normale esterna alla bolla B, (x) e quindi diretta
internamente a Q¢ (da cui il segno opposto). Ma se y € B.(x) allora |y—x|=¢ce
v(y) = g ; pertanto

Gl y) = —— (x y)=— y
’y_4n6’ Y

1
vn=-—5 Yy 0B (x),

cosicché, per il teorema della medla,

f do(y) u(y) (x, y) = do(y)u(y) » —u(x) per e—0,
0B (x)

47!62 8B, (x)

1 ou
f do(y) G(x, y) (y) do(y) — () — 0 per e¢—0.
0B, (x) ame 0B, (%) ov

Infine, avendo G(x, y) in y = x una singolarita integrabile in R3,

limf dyG(x, y)Au(y) = f dyG(x, y) Au(y).
e—0 Q. Q
Passando al limite per € — 0 nella (9.9) troviamo pertanto I'identita cercata.

OSSERVAZIONE 9.4. Mediante la III Formula di Green possiamo verificare
direttamente I'’equazione (9.8). Infatti, fissata una qualsiasi funzione di prova
v € 2(R?), scegliamo Q un dominio regolare contenente il punto y ed il sup-
porto di v, ed applichiamo la III Formula di Green alla funzione 1 nel punto
x = y. Lintegrale sulla frontiera di Q & nullo poiché 0Q & contenuta nell'insieme
complementare del supporto di ¥, dove questa funzione € identicamente nulla.
Analogamente, essendo i identicamente nulla nel complementare di Q, 'inte-
grale di volume su Q pud essere esteso a tutto R?. La Il Formula di Green si
riduce quindi all’'identita

y(y) = —fded(x, 2)Ay(2),

che, vista 'arbitrarieta di ¥, dimostra (9.8).

9.6. Funzioni armoniche

In questa sezione studiamo le principali proprieta delle funzioni armoniche.
In quanto segue indichiamo con Q un dominio (aperto e connesso) di R4 con
frontiera 0Q regolare di classe C2.
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LEMMA 9.5. Sia u € C%(Q) nCY(Q) armonica in Q. Allora

fd()a—”()—o
e

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente applicare la I Formula di Green con v = 1.
O

LEMMA 9.6. Sia u € C*(Q) n CY(Q) armonica in Q. Vale allora la seguente
rappresentazione integrale,

ou 6Gd
u(x)zf do(y) [Gd(x,y)—(y)——(x,y)u(y) .
Q. ov ov

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente applicare la Il Formula di Green e notare
che l'integrale di volume € nullo poiché Au = 0in Q. ]

EsERci1zIO 9.4. Si consideri la formula integrale di Cauchy per la funzione
analitica f,

g f©
f@= Zniﬁdcl—z'

dove y = 0Q) e una curva semplice, frontiera dell’aperto Q del piano complesso
C contenuto nel dominio di analiticita di f. Posto z = x; +ixp, x = (x1,x2) € R2,
f(2) = u(x) +iv(x), dimostrare che le identita delle parti reale ed immaginaria

1 1

u:m(__ d(&), v:g(_.fd(&)
2niJy " (-z 2nily T {-z

sono la rappresentazione integrale delle funzioni armoniche u(x) e v(x).

[Suggerimento: utilizzare le equazioni di Cauchy-Riemann].

LEMMA 9.7 (I Teorema della media). Sia u e C?(Bg(xo)) N C(Bg(xo)) armoni-
ca in Br(xp). Allora,

1
- d
1) = o Gl Jop ST HY)

(dove quindi |0Bg(xo)| & pari a2nR [risp. AmR?] se d =2 [risp. d = 3)).
DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il caso d =3, se d =2 il ragionamento & del

tutto analogo. Fissiamo 0 < r < R ed applichiamo il Lemma 9.6 alla funzione
u € C?(B,(xp)) armonica in B, (xo) per calcolarne il valore nel centro xg. Poiché

Gs(x )—L %(x )=— VY y € 0B, (xg) (9.10)
3 Ory _47'[1', aV O,J’ - y r\A0/), .

4mr?

otteniamo

0
u(xo) = do () a—”(y) + f do () u(y).
v aBr(Xo)

A7r JoB, (xy) 4712
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Ma il primo integrale a secondo membro € nullo per il Lemma 9.5, mentre il
termine rimanente e proprio la media aritmetica di u sulla superficie 0B, (xg).
Abbiamo in tal modo dimostrato che
1
u(xg) = —— do(y) u(y) Vre(,R). (9.11)
|0Br(x0)| JoB, (xo) Yy

Poiché per ipotesila funzione u € continua su Br(xp), possiamo passare al limite
nella precedente uguaglianza per r — R~ ed otteniamo la tesi. ([

LEMMA 9.8 (Il Teorema della media). Sia u € C?(Bg(xo)) N C(Br(xo)) armo-
nica in Br(xy). Allora,

1
u(xg) = ——— dyu(y)
"~ 1Br(xo)] Br(xp) yuy

(dove quindi |Br(xo)| & pari a tR? [risp. 4nR3/3] sed = 2 [risp. d = 3]).

DIMOSTRAZIONE. Segue dal lemma precedente. Moltiplicando entrambi i
membri dell'uguaglianza (9.11) per |0B; (xp)| ed integrando sull’intervallo [0, R],
otteniamo

R R
f dr |6Br(xo)|u(xo)=f drf do(y) u(y),
0 0 0B, (xg)

ovvero, per il Teorema di Fubini,

|Br(xo)] u(xo) = f dyu(y),

Br(xp)

che ¢ la tesi. O

TEOREMA 9.9 (Principio del massimo). Sia u € C2(Q) N C(Q) armonica in Q.
Se u non é costante in Q) allora essa assume il massimo ed il minimo soltanto sulla
frontiera, ovvero

u(x) # cost. = minu < u(x) <maxu VxeQ.
0Q 0Q

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo che se u assume il valore massimo in un
punto di Q allora u & costante. Questo risultato applicato poi alla funzione ar-
monica —u implica I'analoga affermazione nel caso in cui u assuma il valore
minimo in un punto di Q. Supponiamo pertanto che

Ix0€Q: ulxp) =M =maxu.
Q
Sia Bp,(x9) una bolla di centro xo contenuta in Q (ad esempio quella di raggio
pil1 grande). Sappiamo che u(x) < M per ogni x € Bg,(xp). D’altra parte, per il
Lemma 9.8,

u(xo) = dy u(y). (9.12)

|BRO(xO)| Bgy (x0)
Deduciamo da cio che u(x) = M in tutta la bolla Bg,(xp). Infatti, supponendo
per assurdo che esista un punto y € Bg, (xp) tale che u(y) = M -6, cond >0, si
ha per continuita u(x) < M — %5 in tutta una bolla B¢(y) < Bg,(xo) di raggio €
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&y

FIGURA 9.2. Successione di bolle che connette due punti x, ed
x; di Q, tale che il centro di ciascuna e nella chiusura della
precedente.

sufficientemente piccolo. Ma allora la media di u sulla bolla Bg,(xp) non € pit

grande di M — %6 i gz; 82)‘” < M, in contraddizione con 'uguaglianza (9.12).

Sia ora x; un qualsiasi altro punto di Q. Per la connessione di Q possiamo
determinare una successione finita di bolle Bg ’ (zj), j =0,..., N, tutte contenute
in Q e tali che

Z0 = X0, ZN = X1, ZjEBRj_l(Zj—l) ijl,...N.

Poiché z; € Bg,(xo) siha u(z;) = M e quindi, riapplicando il ragionamento sopra
esposto, deduciamo che u(x) = M per ogni x € Bg, (z1). Ripetendo I'argomento
N volte concludiamo che u(x;) = M. Vista 'arbitrarieta del punto x; abbiamo
pertanto dimostrato che u = M su tutto Q. ([

COROLLARIO 9.10. Seu E_C2 Q)N C(Q) éarmonicainQ edu =0 indQ allora
u=0inQ. Seue C>(Q)nCHQ) earmonicainQ e g—z =0indQ allora u e costante
inQ.

DIMOSTRAZIONE. La prima affermazione segue direttamente dal principio
del massimo. Per dimostrare la seconda affermazione utilizziamo la I Formula
di Green con u = v, ottenendo

0
fdleulzzf dau—u:O,
Q 00 ov

da cui Vu =01in Q e dunque u é costante in Q. ([

COROLLARIO 9.11. Ogni funzione armonica e infinitamente derivabile nel
suo dominio di armonicita.

DIMOSTRAZIONE. Euna conseguenza della formula di rappresentazione in-
tegrale delle funzioni armoniche. Sia u € C2%(Q) armonica in Q (non necessaria-
mente limitato). Scelto un qualsiasi xy € Q, siano 6 > 0 e D un dominio limitato
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con frontiera regolare tali che
Bs(xg) <D cDcQ.

Per il Lemma 9.6 si ha, in particolare,

Gal )O_u()_aﬁ( Ju(y) V x € Bs(xo)
dx!y avy a'V x)yuy X 5)60.

u(x) =/ do(y)
aD

Poiché la distanza di Bs(xp) dalla frontiera 0D é positiva, le funzioni G;(x, y) e

aa% (x, y) sono infinitamente derivabili rispetto al parametro x e limitate con tut-

te le loro derivate per (x, y) € Bs(xp) x dD. Pertanto e possibile derivare rispetto
ad x infinite volte I'integrale nel membro di destra della precedente uguaglian-
za, dunque u € C*°(Bs(xp)). Per 'arbitrarieta nella scelta di xy, il corollario & cosi
dimostrato. [l

COROLLARIO 9.12. Una funzione armonica non costante non puo avere mas-
simi o minimi locali all’interno del suo dominio di armonicita.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esista un punto xp nel do-
minio in cui u e estremale. Potremmo allora determinare un opportuno intorno
di xo dove u sia non costante e raggiunga il suo valore massimo o minimo in xy,
in contraddizione con il principio del massimo (applicato in tale intorno). [

COROLLARIO 9.13. Sia u € C2(Q) N C(Q) armonica in Q. Allora
lu(x)| <max|ul VxeQ.
0Q

DIMOSTRAZIONE. Segue dal principio del massimo: se u non € costante
allora

maxu
0Q

’

0Q

|u(x)|<max{‘r51§ilnu }zmaxlul Vxe.
|

COROLLARIO 9.14. Sia u € C2RI\Q)NCR?\ Q) armonica inR*\Q e tale che
u(x) — 0 se|x| — oo. Allora

|u(x)| < max|u| VxeRI\Q.
0Q

DIMOSTRAZIONE. Sia R > 0 sufficientemente grande in modo che Q < Br(0).
Per il Corollario 9.13 applicato in Bg(0) \ Q si ha

lu(x)|< max |u|<max|u|+ max |u| VY x € Br(0)\ Q.
o0Quo R(O) 0Q 6BR(0)
Poiché ar)rglax |u| — 0 per R — oo I'asserto segue nel limite R — oco. O
r(0)

Concludiamo con un teorema di unicita e stabilita del problema di Laplace-
Dirichlet interno per '’equazione di Laplace.
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TEOREMA 9.15. Sia Q un dominio limitato con frontiera regolare e sia g €
C(0Q). Allora il problema Laplace-Dirichlet (9.3) possiede al piit una soluzione
in C*>(Q) N C(Q). Inoltre, assegnate g1, g» € C(0L), se Ug,, Ug, € C*(Q)NC(Q) sono
soluzioni classiche dei corrispondenti problemi di Laplace-Dirichlet, si ha

max|ug, — Ug,| = max|g; — gl
Q 0Q

DIMOSTRAZIONE. L'unicita segue dalla seconda affermazione per g, = g2 =
g. Quest’'ultima affermazione e conseguenza immediata del Corollario 9.13 ap-

plicato alla funzione armonica u = ug, — ug,. U

ESERCIZIO 9.5. Si trovi una funzione armonica u € C2(Q) n C(Q) nel settore
bidimensionale Q = {x € R?: x; >0, x» > 0, X, < x;} tale che, per x € 0Q),

- X1 se x=(x1,0),
u(x) =
xf+2x1 se X1 = Xp.

ESERCIZIO 9.6. Siano u e C2(Q)NnC(Q) eve C?(Qp)n C(ﬁB) due funzioni
armoniche, dove QQ € un dominio (aperto e connesso) del piano e Qg = Q\ B,
con B un disco interamente contenuto in Q. Supponendo che u=v>0in0Q e
v =01in 0B, si dimostri che u = v in Qp.

ESERCIZIO 9.7. Siano Q un dominio limitato la cui frontiera € regolare, g €
C(0Q) e Uy € R. Dimostrare che il problema di Laplace-Dirichlet esterno

Au=0 in R3\Q,
u(x) =gx) per xeo0Q,

Iim u(x) = s
|x|—00

possiede al piu una soluzione in C2R3\Q) NCR3\Q).

9.7. Separazione delle variabili

La questione sull’esistenza della soluzione classica del problema di Laplace-
Dirichlet su un dominio generico non e ovvia e non sara argomento di queste
note. Invece, nel caso di domini con particolari simmetrie, il problema puo
essere affrontato con metodi ad hoc, quali la separazione delle variabili, che
forniscono soluzioni esplicite. Consideriamo due casi in dimensione d = 2.

9.7.1. Problema di Laplace-Dirichlet nel rettangolo. Senza perdere di ge-
neralita possiamo considerare il problema di Dirichlet nel rettangolo 2 = (0, A) x
(0,B), A, B > 0, poiché la soluzione nel caso generale si ottiene da questa con
un’opportuna trasformazione affine. Dunque, assegnata g € C(0%), consideria-
mo il problema

Au:O ln %:(O,A)X(O,B),
u(x)=g(x) per xeoZ.
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Per poter applicare il metodo di separazione delle variabili occorre fare prima
una serie di riduzioni del problema.

Passo 1: Scegliamo a, B,7,6 in modo tale che la funzione armonica polino-
miale
p(x)=ax;+ Pxo+yx1x2+06
soddisfi p(x) = g(x) per x = (0,0), (A,0),(0,B), (A, B).

Passo 2: Cerchiamo la soluzione nella forma u = p + w, cosicché la nuova
incognita w & soluzione del problema

Aw=0 in Z=(0,4)x(0,B)
w(x)=g(x) per xe€ox

con g(x) = g(x) — p(x) tale che
§(0,0)=g(A,0)=g(0,B) = g(A,B) =0.

Passo 3: Possiamo ora cercare w come sovrapposizione w = v+ ¥ con

Av=0 in Z=1(0,A)x(0,B)
) v(x1,0) = g(x1,0) per x; € [0, A]
v(x1,B) = g(x1,B) per xi € [0, A]
v(0,x2) =v(A,x2) =0 per xp€]l0,B]

A =0 in £2=(0,A)x(0,B)
U(x1,0)=0(x1,B)=0 per x;€][0,A]
v(0,x2) = g(0, x2) per x€[0,B]
(A, x2) = 8(A, x2) per x»€[0,B]

Si osservi che: (i) Il dato al bordo nei problemi di v e # sono continui su 0%
poiché g si annulla sui vertici. (ii) I problemi sono equivalenti (basta scambiare
le coordinate).

Passo 4: E quindi sufficiente risolvere il problema

Au=0 in Z=(0,A) x(0,B)
u(x1,0) = g1(x1) per x;€[0,A]
u(xy,B) = g2(x1) per xj€[0,A]

u(0,x2) = u(A,x2) =0 per x€][0,B]
con g1, 8 € C([0, A]) e nulle agli estremi. A tal scopo applichiamo il metodo della
separazione delle variabili.

Cerchiamo dapprima delle funzioni armoniche che abbiano la forma di pro-
dotto di funzioni di una sola variabile,

U(x) = X(x1) Y (x2).
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Sostituendo in AU = 0 si ottiene
X"(x1) Y (x2) + X (x1) Y (x2) = 0.
Dunque, laddove X (x1) Y (x2) #0,

X"(x1)  Y'(xp)
X(x1) Y(x2)
Deve allora esistere una costante di separazione A tale che

X"(x) =AX(x),  Y'(x2) = -AY (x2).

Sull’equazione per X occorre imporre le condizioni al bordo X(0) = X(A) =0,
per cui si ha I'infinita di soluzioni

n’m?

An==—"5

X(x)—sin(ﬂx) neN
’ n\Al A 1) .
In corrispondenza,
. nmn nr
Y, (x2) = a, sinh (ng) + b, cosh (Ixz) .
Abbiamo quindi la famiglia di armoniche
Un(x) = Xpn(x1) Yn(x2)
ciascuna dipendente da due costanti arbitrarie a,, b, e tale che

Un(0,x2) =Un(A,x2) =0  Vx€[0,B].

Cerchiamo ora la soluzione u del problema come sovrapposizione delle Uy,;:

u(x) =y Up(x) =Y Xn(x1) Yy (x2).

n=1 n=1

Le condizioni al bordo sui lati verticali del rettangolo sono soddisfatte, occorre
imporre quelle sui lati orizzontali,

Y VX)) = gi(x), Y Ya(B)Xn(x1) = g2(x1).

n=1 n=1

Quindi Y,(0) e Y, (B) sono i coefficienti dello sviluppo di g; e g» nella serie dei
seni {X,,},,>1. Sostituendo:

2 (A . (N7 ~
by =Yn(0) = Zfo dygi(y) 81n(7y) =&Ln

. nm nm 2 (A . (T
a, smh(IB) + by, cosh(jB) = Zfo dy g(y) s1n(7y) =82,n
e pertanto
82,n— &§1,ncosh (X B)
sinh (% B)
sinh (2 x,) _ sinh(Z(B-x,))
ELn sinh (2L B)

Y, (x2) =

sinh (n—jxg) + 81,ncosh (n—jxg)

& sinh (2L B)
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In conclusione:

_ sinh(ZE(B-x)) _ sinh(Zx)| (o
u(x)—r;1 8l,n sinh (22 B) gz'n—sinh(”—jB) sm(le).

Dobbiamo infine stabilire ipotesi sufficienti su g per le quali che la soluzione
formale appena trovata sia anche una soluzione classica del problema. Analiz-
ziamo a tal scopo le proprieta di convergenza uniforme e derivabilita termine a
termine della serie. Si ha

6h+kUn
hAk
0xy 0xy

d"x, . )dk Yy ) d*y,

dx{’ ! dxéC 2 dxéC

nmyh+k [ cosh(ZEx _ cosh (2 (B—-x2)

= (7) g2,n|.(—,;47,2)+ 1,n ( - e 2)
sinh (% B) sinh (% B)

-

(x2)

Osserviamo ora che, fissato € € [0, B/2], per ogni x; € [¢, B —¢€],

cosh(®Mx,)  cosh(ZE(B-xp))
— 4 4
sinh (2% B) L Sinh (%B)
cosh (% (B —¢))

sinh (2L B)
R R enn(B—s)/A +e—nn(B—£)/A
= (|g1'”| +182,nl) enhB/A _ g—nnB/A

~

|g2,n|

= (|§1,n| + |§2,n|)

—2nn(B-¢)/A
—nnel A l+e

= (81,0l +182,nle " 1—e-2nmBIA

Quindi:

e Se g€ C(OR) allora |81 »| +182,1] < 2llglleo, cosicché la serie di u deri-
vabile termine a termine in £ infinite volte, in particolare Au = 0 in
Z.

e Sege C'(0®) allora ¥ ,,-, |81,n] +182,1] < 00, cosicché la serie di u e
anche sommabile uniformemente in &% e quindi u € C(%) con u = g su
0.

Si osservi che occorrono ipotesi sul dato al bordo piui forti della semplice conti-
nuita (qui abbiamo richiesto C! ma si puo indebolire) poiché si cerca la soluzio-
ne non solo classica ma anche in forma di serie convergente.

9.7.2. Problema di Laplace-Dirichlet nel disco. Senza perdere di generali-
ta possiamo considerare il problema di Dirichlet nel disco Br(0) centrato nell’o-
rigine (la soluzione nel caso generale si ottiene con una semplice traslazione).
Osserviamo che in coordinate polari (r,6) il dato al bordo dipende solo dalla
variabile angolare,

g(y) = g(Rcos@, Rsinf) =: g(0), y € 0BR(0).
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Pertanto possiamo cercare di separare le variabili r e 6. A tal fine occorre espri-
mere 'operatore di Laplace in tali coordinate. Introduciamo i versori

er =cosfe; +sinfey, eyp=—sinfe; +cosbe,,
dove {e}, e»} & la base canonica di R?. In particolare,

_[rcos6) _ de, dey B
x_(rsinB)_ ) @—69, @——er, er-eg=0. (9.13)
Sia ora F(x) una funzione scalare ed indichiamo con F(r,0) lasua espressione in
coordinate polari, dunque F(r,0) := F(r cos@,rsinf). Poiché dx = dre, +rdfey,
siha

dF =VF-dx=(VF-e;)dr+ (rVF-eg)df.

D’altra parte,

oF oF
dF =dF = —dr +—do,
or 00
e pertanto
OF =VF-e E VF.
- =r e
ar a0 o
Altrimenti detto, 'operatore gradiente in coordinate polari si scrive
V= +e L9
~Tor T 60"

Ne segue allora che
AF=divVF =V VF—( 9 —+ ! 6) ( 6ﬁ+ laﬁ)
—avYEE ~(rar T “"or 7 o0
0’F 10F 1 0°F
=t -+t =—,
or2 ror r2002
dove abbiamo utilizzato le proprieta dei versori {e,, eg} dettagliate in (9.13). Con-
cludiamo che I'operatore di Laplace in coordinate polari assume la forma se-
guente,
A—62+16+162 (9.14)
T or2  ror r2oe? '

Cerchiamo ora delle funzioni armoniche nel disco che abbiano la forma
di prodotto di funzioni di una sola variabile, dunque u(r,0) = v(r)x(0). So-
stituendo nell’equazione di Laplace ed utilizzando I'espressione trovata per il
laplaciano in coordinate polari otteniamo

r2U" (N x©) +rv' (Nx©0) + v(y"O) =
da cui, laddove v(r)x () # 0,
'O 2" +rv'(n)
x(6) v(r) '

Deve allora esistere una costante di separazione A tale che

@) =Ax®), V() +rv' )+ Avr) =
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Perché la prima equazione dia luogo a soluzioni 27-periodiche (6 € una variabile
angolare) & necessario che sia A = —n? con n un intero non negativo. Otteniamo
in tal modo la famiglia di soluzioni periodiche

Yn(0) = ancos(nb) + b, sin(nd), n=0.
In corrispondenza a ciascun intero n I'equazione per la funzione v(r) si scrive,
V" (r) +rv'(r) - nv(r) =0.

Per n = 0 sirisolve per separazione delle variabili e si ottiene I'integrale generale
vo(r) = Cy + Dglogr, mentre per n = 1 con la sostituzione di Eulero s =logr si
riduce ad un’equazione a coefficienti costanti il cui integrale generale € v, (r) =
Cnr" + D,r~". Poiché siamo interessati a funzioni regolari anche nell’origine
dobbiamo scegliere D, = 0 per ogni n = 0. In definitiva, rinominando le costanti
arbitrarie, abbiamo ottenuto la seguente famiglia di funzioni armoniche,

A
Uy(r,0) = 70, U,(r,0) =[A, cos(nf) + B, sin(n®)1r", n=1.

Possiamo ora cercare la soluzione del problema con dato al bordo fissato nella
forma di sovrapposizione delle U,

A
u(r,0) = 70 + Y [Ancos(nB) + B,sin(nd)1r",  0<r<R.

n=1
Imponendo le condizioni al bordo troviamo,

g0) = 4o + ) [Aycos(nb) + By sin(nf)|R".

2 a3
Pertanto A,R" e B, R" sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier della
funzione g,
2m 2n
= do g(0) cos(nb), B, =
2R ) g(0) cos(nb) n= TR

Come nel caso del rettangolo cerchiamo le condizioni sufficienti su g per le quali
la soluzione formale & anche classica. Riscriviamo a tal scopo la serie nella forma

Ay dé g(0) sin(nb).

A
u(r,6) = 22 + 3" [AuR" cos(n6) + B, R"sin(n0)] (%)n
n=1

Quindi:

 Se g ¢ una funzione 27x-periodica e continua allora |A,R"| + |B,R"| =
4||glloo, cosicché la serie a secondo membro puo essere derivata ter-
mine a termine infinite volte e definisce una funzione armonica per
0 < r < R (Uesclusione di r = 0 & dovuto al fatto che le coordinate polari
non sono definite nell’origine).
» Se g & una funzione 27-periodica e differenziabile allora
> (14,R"| +1ByR"|) < oo,
n=1
cosicché la serie di u &€ anche sommabile uniformemente per0 < r <R
e quindi u € continua fino al bordo del disco con u = g sulla frontiera.
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Si osservi che come nel caso del rettangolo occorrono ipotesi sul dato al bordo
pit1 forti della semplice continuita (nuovamente, qui richiediamo C! ma si puod
indebolire) poiché si cerca la soluzione non solo classica ma anche in forma di
serie convergente.

9.8. Formula integrale di Poisson

La formula integrale di Poisson fornisce la soluzione in forma chiusa del pro-
blema di Laplace-Dirichlet nel caso di un disco in d =2 e di una bolla in d = 3:
Se Q = Br(xg) e g € C(0Br(xp)) allora

RZ_ _ 2
u(x)sz do () g(y)d, 9.15)
04R 0B (xo) [x—yl
dove
0B, (0) 2n se d=2,
g4= =
d ! 41 se d=3.

Dimostriamo ora la formula di Poisson nel caso d = 2 utilizzando il risultato
ottenuto per separazione delle variabili (il caso d = 3 lo affrontiamo pil1 avanti
con tecniche differenti).

Senza perdere di generalita possiamo considerare il problema di Dirichlet
nel disco Bg(0) centrato nell’origine (la soluzione nel caso generale si ottiene
con una semplice traslazione). Inserendo I'espressione esplicita dei coefficienti
di Fourier e sfruttando 'identita trigonometrica

cos(n0) cos(nd") + sin(n) sin(nd") = cos[n(@ —6")]
siha
w0y == [0 g1+ X 2 [ a0/ 50" costn0- 01 (%)'
’ 2m Jo n=1 0 R
1 2n P . Fan
=5 ] a0 g(@){1+2r§1005[n(6—9)](ﬁ) }

Osserviamo ora che, se a € (0,1),

1+22cos[n(p]a”:1+2§RZ(aei‘/’)n:1+28?[ — — ]
n=1 n=1 1—ae?
1-a°

- 1+a%—-2acos¢p’

Dunque
2 2 2

1 R —r
,0) = — de’' g’ .
u(r, ) 27 Jo 8 )R2+r2—2chos(0—0’)

Osservando che R? + 1% —2rRcos(0 — 0') = |x— y|?> se x = (rcosf,rsinf) e y =
(Rcos6',Rsinf’) e che RdO’ = do(y), tornando in coordinate cartesiane otte-
niamo la formula di Poisson,

R? —|x/? 62)
ulx) = —f do(y) A8 >
2nR  JaBy0) [x—yl
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Nel disco Br(0) questa formula definisce una funzione armonica infinitamente
derivabile. Questo fatto segue da come tale formula é stata derivata, ma ovvia-
mente puo anche essere verificato direttamente. Rimane invece da dimostrare
che u(x) — g(&) se x — £ € 0Br(0) per ogni g € C(0Bg(0)). A tal scopo notiamo
chese g e C'(0BR(0)) tale affermazione & vera in virtit dalla convergenza del-
la serie di Fourier di g. Scegliendo allora g = 1, per il principio del massimo
u(x) = 1 e pertanto sussiste la (non ovvia!) identita

R? —|x|? 1
1= —f do(y) 5 (9.16)
2nR  JaBgo) lx—yl

che ora utilizziamo per dimostrare la continuita fino al bordo della soluzione di
Poisson. Fissato ¢ € 9Bg(0) e scelto € > 0 sia I' € B (0) I'arco di circonferenza di
lunghezza 26 e centrato in ¢ tale che |g(y)—g(¢)| < € per ogni y € . Assumiamo &
piccolo a sufficienza perché si abbia |y —¢| = %6 perogni y € 0Bg(0)\T e fissiamo
x € Bg(0) tale che |x—¢&| < ié. Si ha allora,

_|R*—|x? 8§ -8
lu(x) — gl = WfaBR(O)da( )W = LX)+ L(x),
dove
R —|x? 18(y) - 8@l
Il(x)_Wde( )W,
RZ—IXsz 1g(y) - gl
L) =20 do(y) 2850
2(x) 2nR  JoBro)\r o) lx— yI?
Si ha ora
R2—|X|2

1
I(x)sg—f do(y) —— =¢,
! 2R JoBro) Y lx - yI?

avendo utilizzato la (9.16) nell'ultimo passaggio. D’altra parte, essendo

o
Ix—ylzly—fl—lx—rflzﬁ Vy€odBgr(0)\T,

siha

R%2—|x|? 144 288|igll
28 (R? - 1xP?).

I <2 ———— —-10Br(0) \T'| =
2(x) =2 8lloo 7R 62| RO\ =

Pertanto I, (x) — 0 se x — &, cosicché

limsup|u(x) — gl <e.

x—¢

Vista I'arbitrarieta nella scelta del parametro € concludiamo che u(x) — g(&) per
x—¢. O

Urn’importante conseguenza della formula di Poisson é I'inversione dei teo-
remi della media, cosicché la proprieta di media risulta essere caratteristica per
le funzioni armoniche.
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DEFINIZIONE 9.16. Una funzione u € C(Q) possiede la proprieta di media in
Q se

1
= d =
u(x) 198, (0] Jos, ) gy uy) oppure u(x)

per ogni (x,r) tali che B, (x) c Q.

dy u(y)
| B (x)| JB,x) yuy

TEOREMA 9.17. Seu € C(Q) ha la proprieta di media inQ allora u e armonica
inQ.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo preliminarmente che nella prova del princi-
pio del massimo abbiamo utilizzato unicamente la proprieta di media delle fun-
zioni armoniche, pertanto anche le funzioni con la proprieta di media soddisfa-
no tale principio. Fissata ora una qualunque bolla B c Q, sia v e C>(B)nC (B)
la funzione armonica in B che coincide con u sulla frontiera dB. Lesistenza
di tale funzione e garantita dalla formula integrale di Poisson. Poniamo ora
w(x) = v(x) — u(x), x € B. Chiaramente w ha la proprieta di media in B ed &
nulla sulla frontiera 0B, pertanto w(x) = 0 per ogni x € B come conseguenza del
principio del massimo. Altrimenti detto, # = v in B, ovvero u € armonica in B.
Per I'arbitrarieta nella scelta di B concludiamo che u € armonica in tutto Q. [J

TEOREMA 9.18. [Disuguaglianza di Harnack] Sia u € C?(Br(0)) n C(Bg(0)
armonica e non negativa in Br(0). Allora
R©2(R—|x) RT2(R+|x))

R+ |x|)d_1 u0) <u(x) < WU(O) VY x € Bg(0).

DIMOSTRAZIONE. Segue facilmente dalla formula di Poisson. Osserviamo
infatti che se y € 0Bg(0) allora R—|x| < |y—x| < R+|x| per ogni x € Bg(0), cosicché

R? —|x|? u(y)  R+|x| 1
—f do(y) 14 =< d_lf do(y) u(y)
04R  JaBr0 [x—yl o4R (R—|x|) dBR(0)

ulx) =

_ RY2(R+1x)) “(0)

CR-Jxpdt
avendo applicato il I Teorema della media nell’'ultima uguaglianza. Analoga-
mente,

R—|x| 1

= d =
ulx) = o4R (R+|x|)d‘1faBR(0) 7y uly) (R+|x])a-1

0
Ne segue un importante corollario.

TEOREMA 9.19. [Teorema di Liouville] Se u & armonica in R? ed & limitata
superiormente (oppure inferiormente) allora u é costante.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente considerare il caso u(x) < M per qualche co-
stante M, I'altro caso segue considerando la funzione armonica —u. La funzione
w(x) = M — u(x) € armonica non negativa su tutto R4 , pertanto la disuguaglian-
za di Harnack si applica per ogni x € R? ed ogni R > |x|. Ma nel limite R — oo
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sia la stima dal basso che quella dall’alto tendono a w(0), da cui w(x) = w(0) e
dunque la tesi. U

ESERCIZIO 9.8. Si determini una funzione armonica u nella regione piana
B1(0)\ {0} (il disco di raggio unitario privato del centro)? tale che, espressa in
coordinate polari, u = u(r,0), si abbia u(1,0) = sin(50) ed inoltre verifichi

u(r,0
im (r.6) =2
r—0t logr

ESERCIZI10 9.9. Sirisolva I’equazione di Laplace nel semidisco B;’(O) ={xe€
R2: |x| <1, x» > 0} con condizione al bordo

0 se x=(x1,0), |x1=<1,
g(x) = .
1-e2 se |x|=1, x,>0.
ESERCIZIO 9.10. Sia Q un dominio limitato ed # una funzione armonica su

R3\ Q tale che u(x) — 0 per | x| — oo. Si dimostri che esiste allora una costante
positiva a > 0 per cui

a
lu(x)| < — se |x|=a.

| x|
ESERCIZ109.11. Calcolare la funzione armonica u nella corona circolare Q) =
{x e R?: 1< |x| <2} tale che
selx|=1
u(x) =
X1X2+2xy sel|x|=2
ESERCIZIO 9.12. Calcolare (se esiste) la funzione armonica u« nel dominio
illimitato Q = {x € R?: |x| > 2} tale che
u(x) = x1 X% + x5 -2 se x| =2, lim wu(x)=0.
|x|—00

9.9. Equazione di Poisson in domini limitati

Consideriamo ora il problema di Poisson-Dirichlet in un dominio limitato e
regolare Q) c R d=2,3,

{Au+f=0 in Q,
9.17)

u(x)=g(x) per xeoQ.
Analizziamo in modo pili approfondito la strategia esposta brevemente in Se-
zione 9.3. Vogliamo esprimere la soluzione mediante un’'opportuna funzione

di Green, definita come segue. Nel seguito indichiamo con G(x,y) = ®(x - )
la soluzione fondamentale del laplaciano in R? (omettendo il pedice d per non

2Suggerimento: Siano (1, 60) le coordinate polari nel piano, abbiamo dimostrato nella sezione
precedente che le funzioni della forma

Uy(r,0) = Co+ Dglogr,
Uy (r,0) = (Cpr™ +Dypr ™ (Apcosnf + By sinnf), n=1

sono armoniche per r # 0.
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appesantire la notazione). Una funzione ¥4 (x, y), (x,y) € QxQ, & detta funzione
di Green in Q) per 'operatore di Laplace se soddisfa le seguenti condizioni:
1) Perogni y € Qsiha¥(x, y) = G(x, y)+y(x, y), con x — y(x, y) una funzione
armonica in Q e continua in Q.
2) Siha % (x,y) = 0 per ogni (x, y) € 0Q2 x Q.
Ne segue che ¥ soddisfa 'equazione Ay%4(x, y) + 0 y(x) = 0 in Q con condizioni
di Dirichlet omogenee al bordo. Nel caso d = 3 pud quindi essere interpretata
come il potenziale elettrostatico generato da una carica puntiforme di intensita
ﬁ postain y € Q, con Q l'interno di una superficie conduttrice 0Q messa a terra.
Osserviamo inoltre che, per ogni fissato y € Q, la funzione y(x, y) € soluzione del
problema
Ay(,y)=0 in Q,
ey 9.18)
Y(x,y)=-G(x,y) per xeodQ,
pertanto la funzione di Green ¢ € unica (se esiste).

La funzione y(x, y) rappresenta la “parte regolare” di ¢ ed e una funzione
g)ntinua in Q x Q. Infatti, per il principio del massimo, per ogni (x, y), (xo, o) €
QxQ,

[y (x, ¥) — v (X0, yo)| = |y (x, ¥) =y (X0, Y)| + |y (X0, ¥) — ¥ (X0, Yol
<Iy(x y) =y (xo, y)| + max IG(X, y) = G(x', yo)l,
X

e 'ultimo membro tende a zero per (x, y) — (xo, yo)-

LEMMA 9.20. La funzione di Green possiede le seguenti proprieta.
)9 (x,y) =%4(y,x) perognix,y€Q.

i)9(x,y) >0 perognix,ycQ.

iii) Sed =3 allora4(x,y) < G(x,y) perognix,y€Q, x # y.

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo con il dimostrare la simmetria di ¢. Applichia-
mo la I Formula di Green alle funzioni armoniche u(z) = ¥4(z,y) e v(z) = ¥4 (z, x)
nella regione Q\ (B (x) U B¢(y)) con & piccolo

0= f do(z)
0B (x)

+f do(z)
0B (y)

Lasciamo al lettore la prova del fatto che per € — 0 il primo integrale tende a
—%(x,y) ed il secondo a ¥ (y,x). Per dimostrare la positivita della funzione di
Green osserviamo che se € > 0 & sufficientemente piccolo allora 4(x, y) > 0 nella
bolla B.(y) (poiché la parte singolare G(x, y) € positiva grande e domina sulla
parte regolare y(x, y)). Ma allora ¢4(x, y) € una funzione armonica in Q\ B.(y),
nulla su 6Q e positiva su 0B, (y), pertanto positiva anche in Q\ B, (y) per il princi-
pio del massimo. Infine, se d = 3 allora y(x, y) < 0 per x € 8L, da cui, applicando
di nuovo il principio del massimo, y(x, y) <0in Q, ovvero 4(x,y) < G(x,y). U

Y (z, y) (z X)—%9(z, x)—(z ¥)

4z, y) (z X)— Eﬁ(z,x) (z .
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Nella dimostrazione della simmetria di ¢4 (e in quanto segue) stiamo ta-

. . ] .
citamente assumendo che la derivata normale a—Z(x, y) esista regolare su 0Q,
affermazione vera ma che non dimostriamo.

TEOREMA 9.21. Seu € C%(Q) N C(Q) é soluzione del problema (9.17) allora
0%
u(x) = —f do(y) —(x,»)8(1) +f dy<x,nf), xXeQ.
00 ov Q
DIMOSTRAZIONE. (traccia) Per la III Formula di Green,

u(x):[ do(y) +fdyG(x,y)f(y).
0Q Q

D’altra parte y(x, y) € armonica anche rispetto alla variabile y per la simmetria
di ¢, pertanto, applicando la IT Formula di Green alle funzioni u e y — y(x, y),

—fdyy(x,y)f(y)zf do(y)
Q 0Q

Sommando membro a membro le ultime due uguaglianze ed utilizzando che,
sempre per la simmetria di ¢, G(x,y) + y(x,y) = 0 per y € 0Q, si perviene al
risultato. Si osservi che nella dimostrazione abbiamo utilizzato la II Formu-
la di Green, la cui applicabilita andrebbe dimostrata mediante uno studio del
comportamento delle derivate di u e y in prossimita della frontiera di Q. ([

ou oG
G(x,y) E(y) -g() E(x, ¥)

(x )a—u()— ()al(x )
Y »J/avy gyav Y

Per costruire la funzione di Green in domini di R® con elevata simmetria
risulta efficace talvolta il cosiddetto metodo delle riflessioni o metodo delle cari-
che immagine. Esso consiste nel cercare una posizione y = y(y) € R3\ Q ed una
carica q = q(y) € Rtali che

Y (x,y)=G(x,y) +qgG(x,).
Poiché gG(x,y) € armonica in €, il problema si riduce a cercare y e g tali che
G(x,y)+ qG(x,y) =0 per ogni (x, y) € 0Q x Q.

Applichiamo tale metodo nel caso importante in cui Q = Br(0). Occorre
quindi richiedere che

I q
x-yl lx=7l
da cui, passando all’'uguaglianza dei quadrati e sviluppando,
2x-F-q*y) = (1 -qHR* - ¢*lyl* + 7.
Solo il membro di sinistra dipende dall’angolo che il vettore x di modulo R forma

cony—q?y, per cuila prima scelta naturale & che siay = g%y, dopodichéla carica
q rimane fissata dalla condizione

Rz—quz—q2|y|2+q4|y|2:0 — (qz—l)(qzlylz—Rz):O.

Vx:|x|=R,

Poiché la carica immagine deve essere posta all’esterno di Q2 dobbiamo esclude-
re la scelta |g| = 1, pervenendo cosi alla soluzione

R R?

61=—m»
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Sostituendo troviamo
| Riyl
4m|x—y| 4nllyl2x—R2%y|’

G(x,y) =

che ha senso anche per y — 0 (sebbene |y| diverga), precisamente
1

Am|x| 4nR’

4 (x,0) =

Questo risultato permette di derivare la formula integrale di Poisson per I'e-
quazione di Laplace nella sfera. Infatti, posto r = |y| ed indicando con 6 ’angolo
tra le direzioni x e y, la derivata normale di ¢ sulla superficie sferica e

0w 1 _ife
ov Y yi=r 47 | OF \/|x2 + 2~ 2|x|r cosB =R
_L|e R
47 | Or \/1x|2r2 + R* = 2R?|x|r cos0 r=R

1 |x|? - R?

~4nR (1x]2 + R2 - 2]x|R cos6)°*?

1 [Ix*-R?

S anR L=y e

Pertanto la soluzione del problema di Laplace-Dirichlet (ovvero (9.17) con f = 0)

nella sfera e ) 5
R% —|x| »
ulx) = —f do(y) &y 3
4R JaB0) [x—yl

che ¢ la formula integrale di Poisson per d = 3.

EsERrcizIO 9.13. Calcolare la funzione di Green per 'operatore di Laplace
nel disco Bg(0) cercandola nella forma

1 1
Glx,y) = —-—loglx—yl+ —log(qlx - yI)

con j = j(y) ¢ Br(0) e g = q(y) > 0. Dedurre quindi da questa la formula di
Poisson in d = 2.

ESERCIZI10 9.14. Calcolare la soluzione del problema di Poisson-Laplace nel
disco B; (0) con condizione al bordo g(x) = 0 e forzante f(x) = |x|*.

9.10. Equazione di Poisson in R3

Assegnata f = f(x) € R su R® limitata e integrabile, la funzione

1
u(x) =fdyG(x,y)f(y)=fdy— /)

47 |x -yl
viene detta potenziale volumetrico e si interpreta come il potenziale newtonia-
no/coulombiano generato dalla distribuzione di massa/carica g = f/(4m), as-
sumendo unita di misura in cui sia la costante di gravitazione universale che la
costante dielettrica nel vuoto sono pari a uno.

(9.19)
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Per le ipotesi fatte su f la definizione di u(x) € ben posta, nel senso che
I'integrale a secondo membro € assolutamente convergente:

L Ifl L [fnI
()sf dy— +f dy—
()| B (%) y47r|x—y| R3\B; (%) y47r|x—y|
Lorr 1 1
S”f”oof dr —+ — dylfmI< = (1 flloo + I1fllL1).
0 r ) 2

47 JR3\B, (x

(9.20)

dove [ fll; = fdy|f(y)| &€lanorma L! della funzione f-

Formalmente, u(x) risolve 'equazione di Poisson
Au+f=0 in R

il che suggerisce in particolare un metodo alternativo al calcolo dell’integrale
(9.19) per determinare per calcolare il campo generato dalla distribuzione f: ri-
solvere direttamente '’equazione di Poisson. Passo preliminare ¢ individuare
ipotesi sufficienti su f tali che u(x) sia soluzione classica (e non solo formale)
di tale equazione. Il problema & chiaramente la derivazione sotto il segno di
integrazione del potenziale volumetrico.

9.10.1. Distribuzioniregolari. Iniziamo con lo stabilire condizionisu f che
consentano una derivazione rispetto ad x del potenziale volumetrico.

LEMMA 9.22. Se f(x) & una funzione limitata ed integrabile in R® allora u(x)
e una funzione differenziabile e limitata in R3, le cui derivate si possono ottenere
derivando sotto il segno di integrazione,

Vulx) = f dy VG (x, 1) (7).

DIMOSTRAZIONE. Poiché V,G(x, y) = V@(x—y) hauna singolarita integrabi-
lein y = x ed ha modulo decrescente per | y| — oo, I'integrale a secondo membro
€ ben definito (converge assolutamente). Introduciamo ora una regolarizzazio-
nedi G(x, y),

D(z) per |z|>¢€,
Ge(x,)) =@e(x—-y), DPe(2)=4 1 (3 |z?
E z—g—g per |z|<e.
In particolare @, € CL(R3) ed inoltre
| D (2)] = [D(2)], VO, (2)| = |VD(2)] VzeR3\ {0}

e le derivate seconde di @, sono funzioni limitate: | D?® o < co. Sia quindi

Ug (x) zfdng(x,y)f(y).

Osserviamo che u,(x) & una funzione limitata e differenziabile con

1
Ve (x) =fdnyGe(x,y)f(y), lue ()] = > (If oo +1£11),
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dove la stima su |ug(x)| si ottiene analogamente alla (9.20) essendo |D.(z)| <
|D(z)|, mentre la differenziabilita si deduce dalla seguente stima

Ug(x+h) — ug(x) — h-fdnyGg(x, Ny

= Udy [Ge(x+ R, y) = Ge(x,y) = V4G, (x,¥) - h f(y)‘
sfdz|d>g(z+h)—d>g(z)—vq>g(z)~h||f(x—z)|

1
< 5||D2<1>g||oo||f||y|h|2.

Lasserto del lemma segue allora se dimostriamo che
1) ug — u per € — 0, uniformemente in R3;
2) Vu, — v per € — 0, uniformemente in R3, con v(x) = JdyViG(x, ») f(y).

Infatti, per i teoremi di derivazione di successioni di funzioni, questo garantisce
che v € C(R3;R3) e che v = Vu. Per quanto riguarda il punto 1) si ha,

[u(x) — ue (x)| = [B()dy[fb(x—y)—@e(x—y)]f(y)
1
<2/ flloo dz—— = || flleo€® — 0.
e | 02 gz = Wl 5

Analogamente, per il punto 2),

[v(x) = Vue(x)| = UB ( )dy[VdD(x—y) —Vd%(x—y)]f(y)‘

1
=2 dz——=2 e —0.
1o | oY g =M e

Il1lemma e pertanto dimostrato. O

TEOREMA 9.23. Sia f € CY(R®) tale che f eV f siano limitate ed integrabili.
Allora u € C*(R®) ed & l'unica soluzione dell’equazione di Poisson Au+ f =0 in R3
che si annulla all’infinito.

DIMOSTRAZIONE. L'unicita segue dal teorema di Liouville. Infatti, se u,, up
sono due tali soluzioni allora w = u; — uy € una funzione armonica limitata e
dunque costante. Ma w(x) — 0 se |x| — oo, per cui cui w = 0, ovvero u; = up.

Dimostriamo ora che u € C?(R3); 1a difficolta rispetto al lemma precedente &
che le derivate seconde di G(x, y) hanno una singolarita non integrabile in y = x.
Fissato un qualsiasi xq € R% ed un raggio £ > 0 scomponiamo u(x) = ug(x) + 1 (x)
con

U (x) =f dyG,nfy), wmx) =f dyGlx, ) f»).
Be (xo) R3\ B, (xg)
Notiamo che u; (x) € una funzione armonica in B (xp). Infatti, ragionando come

nella dimostrazione del Corollario 9.11, u; € C*°(B:(xp)) e le sue derivate si ot-
tengono derivando sotto il segno di integrazione; in particolare Au, (x) = 0 per
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ogni x € B¢(xg) essendo A,G(x,y) = 0 per x # y. Consideriamo ora la funzione
up(x) con x € Be(xp). Per il Lemma 9.22 applicato alla funzione f(x)x g, (x,)(x)
sappiamo che uy e C 1(R3), con

Vg (x) :f dyV.G(x, ) f().
Be(x0)
Notiamo ora che

VG, M f () =VO(x - f(y) =-Vy[@x - fNI+Px— V().
D’altra parte,

0
—[@x -y fM=div(®(x—y) f(e)l,
Oy]-

dove ej, j = 1,2,3, sono i versori coordinati. Ma applicando il teorema della
divergenza si ha

0
f dy —I[@(x—-y) f(»] =f do(N@x—y) f(yej-v(y),
Bexp) ~ 0Yj 0B.(xp)
cosicché, sostituendo nell’espressione di Vi,

Vuo(x)sz( )dyG(x,y)Vf(y)—fa do(y) G(x, y) fF(v(y).

B, (x0)
Analogamente a quanto stabilito per u;(x), 'integrale di superficie a secondo
membro definisce una funzione in C*°(B,(xp)). Riguardo l'integrale di volume,
possiamo applicare di nuovo il Lemma 9.22, questa volta a ciascuna componen-
te della funzione V f (x) ¥ B, (x,) (X), € dedurre che esso definisce una funzione in
C!(®3). Vista I'arbitrarieta nella scelta di x, ed €, concludiamo che u € C?(R3).

Dobbiamo ora calcolare il laplaciano di u. Nuovamente per l'arbitrarieta
nella scelta di xj e sufficiente calcolare Au(xg), e per far cio possiamo utilizzare
la precedente scomposizione. Poiché u; € una funzione armonica in B, (xp), si
ha Au(xy) = Aug(xg) = divVug(xp), dunque

Au(xo)=fB( )dnyG(xO,y)-Vf(y)—fa do(y) VxG(xo, ) - vV f(¥)
e (X0

B (xo)
f dz—2 .V f(xp+2) - — do(2) f(xo + 2)
= Xo+2 o(z) f(xo+2),
B Azl ane? Jop, )

avendo utilizzato (9.10) (con r = €) per ottenere 'ultima espressione dell’inte-
grale di superficie. Il primo integrale e infinitesimo per € — 0 poiché

dz V(x+z)<Voofdr——Voo
fBg(O) 47‘£|Z|3 fxo IVFI IVFI

Il secondo integrale converge invece a — f (xo) per il teorema della media. Dun-
que Au(xp) + f(xo) =0 V xo € R® come richiesto.

Rimane da verificare che u(x) — 0 per |x| — oo. Fissato x € R3, per ogni
O<e<R= %le scomponiamo,

u(x)zf dyG(x,y)f(y)+f dyG(x,y)f(y)+f dyGx, N f ().
Br(0) R Be(x)

3\(Br(0)UB, (X))
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Se y € Bg(0) allora |x — y| = |x| — |yl = 2R — R = R, cosicché possiamo stimare

1 1
s — d <— — 0.
7R Joo) yIFl R”f”l P

‘f dyG(x, 1) f()
Br(0)

D’altra parte, poiché fBR(O)dy [fMI— 1l flly <ooper R— oo,

dy G, nNfy)

1 f
= dylf(y)|——0.
fuqzs\(BR(O)uBg(x)) are Jwos,0 yIfly =

Infine,

1 1 1
<1 f loo— dz— = =l flleo €%
4am Jp.o) lzl 2

dyGle, »fy)
Be(x)

Nel limite | x| — oo (ovvero R — oo) deduciamo che

1
limsup |u(x)| < = fllog®  VeE>O,
x| —00 2

da cui, per I'arbitrarieta nella scelta di ¢, u(x) — 0 per |x| — co. |

9.10.2. Distribuzioni discontinue. Per descrivere un corpo massivo/carico
che occupa una regione dello spazio € naturale considerare distribuzioni f con
discontinuita di prima specie su una superficie limitata e regolare (il bordo del
corpo). Una domanda naturale é se il potenziale newtoniano/coulombiano ge-

nerato dal corpo

4 |x—y|
€ ancora caratterizzabile come soluzione di un problema di Poisson. La risposta
é affermativa: ripercorrendo la dimostrazione del teorema precedente sul caso
di distribuzioni regolari si deduce facilmente il seguente risultato.

TEOREMA 9.24. Sia Q un dominio limitato con frontiera 0Q) = X superficie
regolare e sia f € C*(R3\ X) con discontinuita di prima specie su X e tale che f e
Vf siano limitate ed integrabili. Allora il potenziale volumetrico

1 f»
ue :fdyﬂlaj:—yyl

e l'unica soluzione del problema
Au+f=0 in R3\X
ue C}R3\2)n CH(R?)
lim) oo u(x) =0

Mostriamo come applicare questo risultato al calcolo del campo generato
da un corpo omogeneo di forma sferica, quindi

£ = {Q se|x|<R

0 sel|x|>R

conpeReR>0.
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Invece di calcolare direttamente I'integrale volumetrico risolviamo il pro-
blema di Poisson descritto nel teorema, osservando che per la simmetria del
problema la soluzione € radiale, ovvero u(x) = (| x|).

Per scrivere il problema associato alla funzione incognita # ricordiamo !'e-
spressione (9.14) del laplaciano in coordinate polari (vedi anche soluzione del-
I'Esercizio 8.6), cosicché che se ¢(x) = w(|x|) allora
d2
——(ry(r

a2 (ry(r)

r=|x| r=|x|

02 10
Ap(x) = ( ar)"’(”

Ne segue che i & soluzione del problema
d2
—m(i’ﬂ(r)) +0=0 se re(0,R),

2

< —F(ru(r))— se re(R,+o00),

i€ C%([0,R) U (R,00)) N C1([0,00)),

lim @(r) =
r—00

Osserviamo ora che
(rﬂ)"+9r=0 = ()= +C—=—
r

~\ /I ~ CZ
(ria)" =0 <= u(r):T+C3

La regolarita in r = 0 implica Cy = 0 e l'asintotica all'infinito implica C3 = 0.
Determiniamo C; e C, imponendo il raccordo Clinr=R:

R C oR?

fi(R™) = a(R"Y) aG-2-=2 C==-

= 6 R = 3

i'(R7) = @' (R¥) _OR_ G o, = o

3 R? 2773
Quindi, abbreviando Br(0) = Bg,
2 | |2 Q 3
u(x) = (7 - ?)XBR (x) + 3] = AR3\ B (X)

Si osservi che nel caso della forza di gravita, se M € la massa del corpoe G e

la costante di gravitazione universale, il potenziale newtoniano e
GM 1 3GM 1
Brl Js, Y 1x—yl ~ 4nR3 fs e

dunque p = 3MG/R3 da cui

V(x) = (ﬂ - G—M|x|2) Koy (0 +
2R 2R3 R | x|
In particolare, un corpo sferico avente densita uniforme e massa M esercita

Vix)=

X[RS\BR (x).
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(i) su una particella all’esterno una forza gravitazionale pari a quella di una
particella puntiforme di massa M posta nel suo centro.

(ii) su una particella al suo interno una forza elastica di richiamo verso il
centro di costante elastica K = GM/R3.

OSSERVAZIONE 9.5 (momento di dipolo). Se il corpo non e perfettamente
sferico ed omogeneo il campo al suo esterno non ¢ pari a quello generato da
un punto materiale di uguale massa, ma nel limite di |x| molto grande questa
€ una buona approssimazione. Supponiamo quindi supp(f) < Br(0) e |x| > 2R,

1
cosicché € = % < > Allora, sviluppando in serie di Taylor fino al prim’'ordine,
X
1 1 1 1
lx=yl VIxP+lyP-2x-y |xl /{7 P _2xy
x> xf?
1 1
i == 3 4 0 )
X 2_ocx Y |x X
\/1+e 2e; 1 4
- L Y iy con 1@< WyeBRrO)
Tx R Y POV TYERRED
Dunque
1 M .
u(x):fdy— 1A% :—+Q—;C+<%(x)
dmx—yl x| |xl
con

1

M= P f dy f(y) (massa/carica totale)
1

Q= ye f dy f(»)y (momento didipolo)

1 C
Z(x) = EfdJ/f(}’)e%l(X,J/) = |Z(x)|= P

La denominazione “momento di dipolo” deriva dall’interpretazione della solu-
zione come potenziale coulombiano. In elettrostatica, un dipolo € un sistema di
due cariche elettriche di uguale intensita g e carica opposta, e si definisce mo-
mento di dipolo il vettore d = g(y; — y2), dove y; [risp. y»] & la coordinata della
carica positiva [risp. negatival. Questa situazione corrisponde al limite singo-
lare in cui f(y) = 4ngby,(y) —4ngb,,(y). Siha allora M =0 e Q = d, cosicché il
potenziale elettrostatico generato dal dipolo si scrive

w) = L5 200,
|x3

9.11. Equazione di Poisson in R?

In maniera analoga si tratta il caso del potenziale logaritmico generato da
una distribuzione di carica f nel piano,

1
u(x) =fdsz(x,y)f(y) = —gfdyloglx—ylf(y), xeR?.
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Analogamente al caso tridimensionale, G»(x,y) e V,G2(x, y) possiedono una
singolarita integrabile in y = x. Invece, rispetto al caso tridimensionale, abbia-
mo ora che G, (x, y) — oo per |x — y| — oo, per cui occorre richiedere condizioni
piu forti di decadimento di f all’infinito perché u sia ben definita. Inoltre, u(x)
non e infinitesima, ma anzi divergente, per |x| — co. Il caso piut semplice da
trattare € quello in cui la distribuzione di carica f ha supporto compatto.

TEOREMA 9.25. Sia f € CHR?) a supporto compatto. Allora u(x) e l'unica
soluzione classica di Au+ f = 0 inR? tale che il suo comportamento per|x| — co
e il seguente,

M 1
u(x) = 2ﬂloglxl+0(|x|), M—[dyf(y).

DIMOSTRAZIONE. L'unicita della soluzione segue di nuovo dal teorema di
Liouville poiché la differenza di due soluzioni con questo comportamento & una
funzione armonica infinitesima all’'infinito, dunque nulla. Non ripetiamo la pro-
va che u € C?(R?) e che u soddisfa I'equazione, essendo del tutto simile a quella
del caso tridimensionale. Mostriamo invece che sussiste I’asintotica dichiarata.
Sia K = {x: f(x) # 0} il supporto di f e sia R > 0 tale che K < Bg(0). Allora, per
|x| > 2R,

M 1 | x|
ux)y=——-=1o |x|+f dy—log—— f(y).
27 8 Bg(0) y27‘[ & Ix—ylf Y

Inoltre, per y € Bg(0), essendo |x| - R < |x— y| < |x| +R,

| x| | x| R 2R
log <log =log|1+ < =—,
|x—yl lx| =R lxI-R) [x[-R ||
| x| [ x| R R R
log >log =log|(1- = - = ——.
[x—yl |x|+ R |x|+ R |x|+ R | x|

Pertanto,

M
u(x) + —log|x|
b4

2R cost
=—|d =—
2 lef yIFl x

9.12. Formulazione variazionale del problema di Laplace-Dirichlet

Lesistenza di soluzioni classiche del problema di Poisson-Dirichlet (9.17) su
domini qualsiasi non viene trattato in queste note. Vogliamo invece accennare
ad un approccio differente al problema, che mediante una formulazione varia-
zionale permette di dimostrare 1'esistenza di soluzioni deboli del problema. Per
fissare le idee consideriamo il caso omogeneo.

Losservazione chiave & la seguente. Consideriamo una soluzione del pro-
blema (9.17) omogeneo (f = 0). Poiché & una soluzione stazionaria dell’equa-
zione delle onde, possiamo aspettarci che essa minimizzi I’energia potenziale

1
H(v)=—fdx|Vv|2,
2 Ja
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definita sullo spazio Ky = {v € ClQ): v(x) = g(x) Yx€0Q}. In effetti, se u €
C%(Q)NC'(Q) & soluzione del problema (9.17) con f =0ese v=u+hconhe Ky
allora

1
H(v)—H(u):fdeu-Vh+—fdx|Vh|2
Q 2Ja

1
- daha—u—fdthu+—fdx|Vh|2
oQ ov Q 2 Ja

1
= —f dx|Vh|* =0,
2Ja

avendo usato nell'ultima uguaglianza che h € nulla sulla frontiera di Q e che
u € armonica in Q. Quindi possiamo cercare u come soluzione del problema
variazionale

u =argmin H(v).
veKy

In effetti, se tale u esiste allora

d
EH(u+£h)

=fdeu-Vh=0 V h € Ky,
£=0 Q

da cui, se anche u € C?(Q), integrando per parti,
fdthu:O VY h e Ky,
Q

e pertanto Au = 0 in Q per il lemma fondamentale del calcolo della variazioni.
In verita sappiamo solo che H = 0, per cui esiste m = 0 tale che

m= inf Hv) = 3I{ux}<Kg: lim H(uy) = m.

VeK, k—o0
La strategia ¢ allora quella di considerare uno spazio di funzioni pit grande, I?g -
Kg, tale che la sequenza {uy} € ivi compatta, ovvero si possa estrarre una sotto-
successione {uy,} convergente, diciamo uy, — u € I?g per j — oo. Seil funzionale
H(v) e semicontinuo inferiormente nella topologia di I?g allora m = H(u). Ma
se anche tutto questo riesce, poiché sappiamo solo che u € I?g, tale funzione
potrebbe non essere due volte differenziabile e quindi definire solo una “solu-
zione debole” del problema. La parte successiva & allora dimostrare che (sotto
opportune ipotesi sui dati al bordo e sul dominio) tale funzione ¢ effettivamente
regolare.

9.13. Soluzione di alcuni esercizi
SOLUZIONE ES. 9.1. Lintegrale generale dell’equazione differenziale &

u(x)=Cy + sz+f0 dyyf(y) - Xfo dy f(y.

Affinché u(0) = 0 ed u(x) sia uniformemente limitata € necessario e sufficiente
che

C1 = 0, Cg =j(; dyf(y)
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Infatti la necessita di tale scelta € ovvia, mentre per la sufficienza osserviamo che
per tale scelta di C, si ha

sup
x=0

X
sz—x/0 dy f(y)

<supr dylf I =sup | ~dyylf )
>0 Jx

Sfo dyylf(y)] <oo.

Pertanto la soluzione del problema e

X o0 o0
u(x)zfo dyyf(y)+xf dyf(y)=f0 dy G f ),

con
X se x<y

G(x,y) = {

y se x>y'

Chiaramente Z§ (x, y) +6,(x) = 0, G(0, y) = 0, G(oo, y) = y. Infine,

u(oo):gggou(x) =f0 dyyf(y),

poiché x [ °dy f(y) & dominato in modulo dalla coda [ °dy y|f(y)], che tende a
zero per x — oo essendo I'integrale [;°dy y|f(y)| convergente per ipotesi.

SOLUZIONE Es. 9.4. Vogliamo esplicitare le identita delle parti reale ed im-
maginaria della formula integrale di Cauchy,

flz )__f (f(()

dove y = 0Q & una curva semplice, frontiera dell’aperto Q del piano complesso
C contenuto nel dominio di analiticita di f. Posto z = x; +ixp, x = (x1,x2) € R2,
(=& +iép, E=(E1,E) €R?, f=u+iv,siha

u(x) +iv(x) = —f(délﬂd'fz)'gt - 561 —x1 —1($2 — x2)]
=—f(d§2—id51) €1 xl)u+(€z—xz)v+i[(s:1—xl)v—(éz—xz)u]
2n J, ¢ — x|
Quindi
)_if (€1 —xD)u+(E2—x2)vlds2 + [(§1 —x1)v = ($2 — x2) uld<y
2 € - x|?
I (¢ —x)v— ({2 —x)uldSr — [($1 — x)u+ (§2 — x2)v]dé,y
= o & — %P2

Osserviamo ora che, detta 7(¢) la tangente a y (verso antiorario), v(¢) la normale
esterna a Q2 e do(¢) I'’elemento di arco di curva, si ha:

1
7§)do(§) = (jﬁ;) v©)do(¢) = (32) N (—djél)

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



176 EQUAZIONI DI LAPLACE E POISSON

cosicché
1 LN §-x |
ut = - ﬁ 4o (©) uld) 5 v + 5 72 do(©) V) 5 T
_ 1 ST -t -x
v(x)= o ﬁda(ﬁ) v($) e vl - fyda(f) u(¢) e (&)

Dunque, essendo Gz (x,¢) = —% log|x —¢l,
oG oG
U = - f do (@) 22 (x, &) u(e) - f do (@) v©) 22 (x,6)
¥ ov ¥ ot

0G 0G
V) = - § dot@) 2 O + § dotO ud S 2 6
¥ ov ¥ or
Integrando per parti nel secondo integrale di ciascuna identita si ottiene

oG 0
u(x) = —fda(f) —2 (%, &)ulé) +j£d0(€) —U(f)Gz(x,f)
¥ ov y ot

oG P
v(x) = — f do(€) a—Z(x, Ev(E) - f do (&) 22 (&) Gy (x, )
y v y ot

Infine, per le equazioni di Cauchy-Riemann,

Vu=Nv)t, Vv=-(Vw?,

3 3
90&) = V() - 7(&) = ~(Vu@): - 7(&) = V@) - v(©) = 2 &)
ot ov

3 P
&) = V@) -1(8) = (Vo@) 1) = —VuE@) (@) = — 22 (@)
ot ov

cosicché

0G: 0
w(x) = - f do© 22 (v, ey u(e) + f do© 2266 (x, )
¥ ov ¥ ov

0G 0
v(x) = —jgda(f) —2 (%, () +j£d0(€) —U(€)Gz(x, ¢)
y ov ¥ ov

che sono le rappresentazioni integrali delle funzioni armoniche u e v.

SOLUZIONE Es. 9.5. Cerchiamo la funzione armonica nella forma di un
polinomio di secondo grado nelle variabili x = (x1, x2), dunque

ulx) = axf + ,6x§ +yx1x2+ 06X +€X2+C.
Imponendo la condizione di armonicita Au = 0 siricava che deve essere a + § =
0, per cui

u(x) = a(x% - xg) +yx1x2+0x) +€x2+C.
Imponendo ora le condizioni al bordo devono essere verificate le ulteriori rela-
zioni,

axf+6x1+c:x1, yxf+(5+e)x1+c=x%+2x1,

che implicanoa =0,6 =1, c=0, Yy =1, § + € = 2. La funzione cercata & quindi
u(x) = x1x + X1 + Xxo.
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SOLUZIONE Es. 9.6. Per il principio del massimo la funzione u & positiva in
Q, in particolare u > 0 in 0B. D’altra parte, la funzione w = © — v & armonica in
Qp con w=uindB e w =0 in 0. Dunque w = 0 in tutto 0Qp, da cui, per il
principio del massimo, w = 0 in Qp, ovvero u = v in tale dominio.

SOLUZIONE ES. 9.8. Cerchiamo la soluzione nella forma
u(r,0) =Y Un(r,6)
n=0

con

Uy(r,0) = Cy+ Dyglogr,

U,(r,0) = (Cpr + Dpr ™ (Apcosnb + By sinnf), n=1
La condizione sul comportamento per r — 0* implica che deve aversi

Dy =2, D,=0 Vn=1
La condizione sul bordo r = 1 diventa allora (ridefinendo le costanti C,, A;, — A,
Can — By)
Co+ Z (Aj cosnf + By, sin nf) = sin560

n=1

da cui Cy =0, A5 =1 e tutti gli altro coefficienti nulli. Pertanto

u(r,0) =2logr + 2 sin56.

SOLUZIONE ES. 9.9. Consideriamo la formula di Poisson per il disco Bj (0),

1-—]|x?
u(x) = "f do(y) EL
2m JoB,(0) lx =yl

e supponiamo che il dato al bordo g sia una funzione antisimmetrica rispetto
all’asse delle ascisse, ovvero g(Sy) = —g(y) dove Sy = (y1,—¥2) per y = (¥1, 2).
Allora, con la sostituzione y = Sy/,

1—|Sx|? W
u(Sx) = —f do(y) Lz
2 Jo,0) |Sx — yl

1-|x? Sy’
_ | x| f do(Sy) g(Sy’) '
2 JoB, 0 [S(x—yNI

1—IxI2f =8N
= do(y) =—u(x).
2n JoB, 0 Y lx—y'I?

avendo usato che |Sz| = |z| e do(Sy’) = do(y). Dunque anche u & antisimme-
trica rispetto all’asse delle ascisse, in particolare u(x;,0) = 0 per |x;| < 1. Se
scegliamo allora

) 1-e*2 se |x|=1, x>0,
x) =
& —l+e™ se |x|=1, x,<0,

la funzione cercata e la restrizione di u al semi-disco Bl+ (0).
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SOLUZIONE ES. 9.10. Sia a > 0 sufficientemente grande perché Q < B;(0) e
|u(x)| <1 se|x| = a. Posto allora w4 (x) = u(x) + % siha

wy(x)=0, w_(x)<0 se |x|=a.

D’altra parte, poiché w. (x) — 0 per |x| — oo, per ogni R > a si ha
wy(x)=—€gr, w_(x)<ep se |x|=R,
con £ > 0 ed infinitesimo per R — co. Ne segue, per il principio del massimo
applicato alle funzioni armoniche w. nel dominio {x € R3: a<|x| <R}, che
wy(x)=—€r, w-(x)<eg se a<|x|<R,

ovvero, vista I'arbitrarieta nella scelta di R > a,

wy(x)=0, w_(x)<0 se |x|=a,

ovvero, per la definizione di w.,

a a
——=<ulx)<— se |x|=a.

x|~ x|

SoLUZzIONE Es. 9.11. Utilizziamo le coordinate polari (r,8) e cerchiamo la
soluzione nella forma

u(r,0) =Y Un(r,6)
n=0
con

Up(1,0) = Cyp+ Dyglogr,
U,(r,0)=(C,r"+D,r ™ (A, cosnf + B,sinnf), n=1
Notiamo che se | x| = 2 allora

X1X2 +2Xxy =4sinf cosO +4sinf =2sin20 + 4sin0.

Quindi le condizioni al bordo si scrivono:

u(1,0) =Co+ Y_ (Cy+Dp)(Apcosnf + B, sinnb) =0,

n=1

u(2,0) = Co+ Dolog2+ Y (Cy2" + Dy27") (Apcos nf + By sin nb)

n=1

=2sin26 +4sinf.

Dalla prima segue che Cy =0 e D, = —C, per ogni n = 1. Inserite nella seconda
si ottiene

Dolog2 + Z C,(2" —2"™)(A,,cosnf + B, sinn0) = 2sin260 + 4sinb,

n=1

da cui Dy =0, A;, =0 per ogni n = 1, %ClBl =4, %Cng =2 e B, =0 per ogni
n#1,2.

In conclusione, la soluzione &

8 8
u(r,0) = g(r —r Hsinb + 1—5(r2 - r_z) sin26
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ovvero, espressa in coordinate cartesiane,

B (1 1 )+16 (1 1 )
ux)==x(l-—|+—=x1x(1-—
37U T ) TRl T ae

SOLUZIONE ES. 9.12. Procediamo come nei casi precedenti e cerchiamo la
soluzione in coordinate polari (r,8) nella forma
u(r,0) =y Uy(r,6)
n=0

con

Uy(r,0) = Cy +D010g1‘,

U,(r,0)=(Cpr"+D,r ™) (A,cosnf + B,sinnf), n=1
La richiesta u(r,8) — 0 per r — oo impone Dy = 0 e C, = 0 per ogni n = 0.

Dunque
u(r,0) = Z D,,;r"(A, cosn@ + B, sin n).

n=1
Calcoliamo il dato sul bordo in coordinate angolari: se |x| = 2 allora

X1X2 + x% —2=4sinfcosb +4sin’6 — 2 = 2sin 260 — 2 cos 26.
Possiamo ora imporre la condizione sul bordo

u(2,0) = Z D,27"" (A, cosnf + B, sinn0) = 2sin20 — 2 cos 20,
n=1
che sono soddisfatte scegliendo A, D, = -8, BoD» =8 e D,, =0 per n # 2.
In conclusione

8(sin20 — cos 20 16(x1 %2 + X2 —2)
w(r,6) = (sin 2cos ) — ul= 1X2 + X5 .
r

| x4

SOLUZIONE Es. 9.13. Dobbiamo imporre che 4(x, y) = 0 se |x| = R qualsiasi
sia y € Bg(0), dunque

1lo |x |_110(|x vl)
o g J/—ZH glg y
da cui
lx-yP =g 1x-7° <= 2x-(¢*7-y) =@ -DR*+¢*|71> -1y

Procediamo come nel caso tridimensionale: poiché il membro di destra non
dipende dall’angolo tra le direzioni dei vettori coinvolti scegliamo

= % — (@P-DERGP -1y =0

e quindi, per avere y ¢ Br(0), g =|yl/R. In definitiva
R%*y
lyl?

|

1 1 |yl
G(x,y) = 2ﬂloglx y|+2nlog(R‘x

1 Rlyllx—yl
=5l
2r TllylFx— Ryl
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Si ritrova infine la formula di Poisson sfruttando il fatto che la soluzione del
problema di Laplace-Dirichlet si scrive

0%
u(x) = —f do(y) —(x, )8
Br(0) ov

Si ha
09 1[0
—(x,y) =—— [—log\/lx|2+ r2 —2|x|rcos0
ov lyl=R 27 | Or r=R
N 1|0 log| © |x|2+R4—2R2|x|COSQ
on |or 8| R r2 r
r=R
1[0
=—-— [—log(lxl2 + 12 =2|x|rcosf)
4 | Or r=R
1 0 2.2
+— —log(lx| r +R2—2|x|rcosﬁ)
4w | Or R? =R
Sviluppando le derivate si trova
a@( ) 1 |x|? — R? 1 |x>-R?
—-— X, = =
av Y ly=k 2R |x|*+ 72 =2|x|rcosf 27R |x-yl?

da cui la formula di Poisson

R? —|x/? gWw)
u(x) = —f do( .
( 2R JBy0) Y) |x — yI?

SoLuUzIONE Es. 9.14. Non e necessario conoscere la soluzione dell’Esercizio
9.13. Infatti la forzante € invariante per rotazioni che sono quindi una simmetria
dell’equazione. Essendo il dato al bordo invariante per rotazioni allora anche la
soluzione u & invariante, ovvero u(x) = #(|x|). Sfruttando I'espressione (9.14)
del laplaciano in coordinate polari dunque I'equazione Au + |x|* = 0 formulata
nell’incognita i si scrive

1
@'+ -d(+rt=0 = @) @)+r°=0
-

= i G_r — r)=Cy+(C;l r°
ur)y=—-— u(r) = ogr— —
r 6 0+ t1I087 58

Poiché cerchiamo una funzione armonica in tutto il disco deve essere C; = 0,

dopodiché imponiamo la condizione al bordo:

1 1
i(1)=Co——=0 = Cop=—.
u(l) 036 0= 36
Quindi
u(x) = il
36

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



CAPITOLO 10
Equazione del calore

10.1. Considerazioni generali

In questo capitolo studiamo un’altra delle equazioni fondamentali della fi-
sica matematica, '’equazione del calore o equazione della diffusione,

a—u(x t)=DAu(x,t)
6t ) - ) )

per la funzione incognita u = u(x, t), x € R re R,,cond=1,2,3e D >0unaco-
stante assegnata, detta coefficiente di diffusione. Il nome di equazione del calore
proviene dal fatto che essa fu introdotta per la prima volta nella descrizione del-
la propagazione del calore in un mezzo solido, isotropo ed omogeneo. In realta
tale equazione (e sue generalizzazioni) descrive un’ampia classe di fenomeni fi-
sici e biologici noti come processi di diffusione. Un esempio tipico, gia discusso
in Sezione 1.3, ¢ il trasporto di materia in un mezzo dovuto al moto molecolare
disordinato del mezzo in cui essa si trova. Vedremo pili avanti una derivazio-
ne microscopica e probabilistica di tale equazione, che rendera piu chiaro il ti-
po di dinamica microscopica che puo dar luogo ad un’equazione di evoluzione
macroscopica di tipo diffusivo.

Nonostante le diverse analogie tra I’equazione delle onde e quella della dif-
fusione, quest’ultima si differenzia notevolmente dalla prima, in particolare ri-
guardo il comportamento asintotico nel tempo delle soluzioni, ed in effetti de-
scrive fenomeni evolutori profondamente diversi. In particolare notiamo che
come l'equazione delle onde essa e lineare, pertanto sussiste il principio di so-
vrapposizione, ed € anch’essa invariante rispetto a traslazioni spazio-temporali.
Viceversa, non ¢ invariante sotto riflessioni del tempo: se u(x, t) risolve I'’equa-
zione del calore allora la funzione v(x, ) = u(x,—t) & soluzione dell’equazio-
ne aggiunta % + DAv = 0. In altri termini, esiste una direzione privilegiata del
tempo, questa equazione descrive fenomeni irreversibili.

10.2. Derivazione euristica

Consideriamo un solido omogeneo ed isotropo di densita p costante. Su
di esso non si compie lavoro meccanico, ma assumiamo che possa scambiare
energia termica con una sorgente esterna in modo distribuito sulla sua estensio-
ne (ad esempio per irraggiamento, o per energia rilasciata da reazioni chimiche
al suo interno). Sia r = r(x, t) il tasso di calore scambiato per unita di massa con
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tale sorgente. Assumendo che ciascun elemento di volume infinitesimo sia al-
I'equilibrio termico locale, I'’energia interna per unita di massa in un volumetto
attorno x al tempo ¢ € una funzione e = e(x, t), proporzionale alla temperatura
assoluta 6(x, t) nello stesso elemento; la costante di proporzionalita, detta calo-
re specifico a volume costante ed indicata con C,, & assunta indipendente dalla
posizione e dal tempo, cosicché

e(x,)=C,0(x,1).

Per il primo principio della termodinamica, poiché non si compie lavoro sul so-
lido, la variazione di energia interna in un qualunque suo volume V & pari al
flusso di calore che attraversa la frontiera 6V sommato al calore scambiato in
V con la sorgente esterna. Pertanto, indicando con J = J(x,1) € R3 il flusso di

calore, deve aversi
d
—fdxpe=—f da]-v+fdxpr.
dr Jv av 1%

Possiamo ora ragionare come fatto in Sezione 1.3: poiché f ovdoJ-v= f ydxdiv ]/,
la precedente equazione si riscrive nella forma

0
[dx(p—e+divj—pr)=o YV,
14

ot
da cui
Oe )
P&(x, D +div(x, 1) =pr(x, 1),
OVVero,
0 1 |
a—gt(x, 1+ °C, divJ(x, 1) = f(x,1) (Con flx 1) = r(xvt)

Per ottenere un’equazione chiusa nel campo di temperatura 6 occorre postulare
una legge che metta in relazione il flusso di calore con la stessa temperatura. As-
sumiamo allora la legge di Fourier, del tutto analoga alla legge di Fick (1.3), che
si dimostra essere valida in condizioni “normali” (quali ad esempio gradienti
non troppo elevati di temperatura). Tale legge stabilisce che esiste una costan-
te K > 0, detta conducibilita termica, che dipende unicamente dal materiale in
esame, tale che
J(x, 1) =—-KVO(x,1).

Sostituendo nell’equazione di bilancio energetico sopra derivata otteniamo in-
fine 'equazione del calore in presenza di una sorgente f,

@(x ) =DAO0(x,t)+ f(x,01) (con D= )
at ) - ’ ’ _pCU .

Vale la pena osservare che se il solido considerato non & omogeneo, il calore
specifico C, e la conducibilita termica K dipendono dalla posizione x, nel qual
caso I'equazione di diffusione del calore assume la seguente forma pit1 generale,

00 1)
—(x, =
ot

0o div[K(x)VO(x, D]+ f(x, 1),

dove, in caso di anisotropia del solido, la conducibilita K(x) € una matrice d x d.
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OSSERVAZIONE 10.1. Anche nel caso della diffusione di una sostanza in un
mezzo discusso in Sezione 1.3, possiamo considerare la versione non omogenea
dell’equazione per la concentrazione c(x, t), ovvero

dc

3 (x,t) = DAc(x, t) + f(x, t).

In questo caso f rappresenta un termine di sorgente della sostanza stessa (ad
esempio se essa viene creata nel mezzo attraverso qualche reazione chimica).

Nei casi piu generali D puo dipendere anche da x e ¢, mentre f puo dipen-
dere anche da c, x, t, il che conduce ad una particolare EDP non lineare, detta
equazione di reazione-diffusione,

oc .
a(x, 1) =div[D(c(x, 1), x)Vc(x, )] + f(x,c(x, 1), ).

Ad esempio, se c(x, t) = n(x, t) indica la concentrazione di una popolazione con
crescita logistica f = rn(1— %n), dove r e detto il tasso lineare di riproduzione
e k la capacita dell’habitat, si ottiene 1'equazione di Fisher-KPP (Kolmogorov-
Petrovsky-Piskounov):

On (v 1= DAn(x, B+ ra(x, B - ~n(x, 072
—(x, 1) = DAn(x, ron(x, t)——n(x, D).
ot k

10.3. Problemi ben posti e principio del massimo

Osserviamo innanzitutto che, a differenza dell’equazione delle onde, essen-
do quella del calore del primo ordine rispetto alla variabile ¢, & necessario asse-
gnare solo il valore della funzione u al tempo ¢ = 0 per fissare le condizioni ini-
ziali del moto. In presenza di un dominio limitato con frontiera, possiamo consi-
derare sia le condizioni al bordo di Dirichlet che di Neumann: nel linguaggio del
calore, questo significa, rispettivamente, assegnare una temperatura prestabili-
ta sul bordo, ovvero assegnare il flusso di calore attraverso il bordo (chiaramente
hanno senso anche altre condizioni al bordo, ma ci limitiamo in queste note a
trattare solo le precedenti). Prenderemo in esame quindi i seguenti problemi.

(1) Problema di Cauchy globale. La funzione incognita u = u(x, r) & definita
su tutto lo spazio, pertanto il problema corrispondente &
0
a—'; —DAu+f in RIxR,,
ux,0)=g(x) per xe€ R4,

(10.1)

(2) Problema di Cauchy-Dirichlet. Sia Q c RY un dominio regolare limi-
tato con frontiera dQ di classe C!. La funzione incognita u = u(x,t) &
soluzione dell’equazione del calore su Qr = Q x (0, T) ed il suo valore
a(x, t) sulla frontiera di Q € preassegnato. Il problema corrispondente
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€ pertanto
ou .
3 DAu+f in Qrp,
u(x,0)=g(x) per xeQ,
u(x,t)=ax,t) per (x,1)edQx[0,T).

(10.2)

(3) Problema di Cauchy-Neumann. Come in (2), con la differenza che vie-
ne assegnato il valore b(x, t) della derivata normale della funzione in-
cognita sulla frontiera di Q2. Otteniamo cosi il problema

ou .
i DAu+ f in Qr,
u(x,0) = g(x) per xeQ, (10.3)

ou
E(X' H=>b(x,t) per (x,t)edQx[0,T).

Dimostreremo I'unicita e, in alcuni casi, I'esistenza della soluzione di questi pro-
blemi. Vale la pena sin d’ora rimarcare una differenza di fondo con il caso della
propagazione ondosa. Definiamo frontiera parabolica di Q7 I'insieme

3,Qr := (ﬁx (r= 0}) U 0Q x [0, T])
={(x,1): xeﬁ, r=0luilx,t): xeoQ, te[0,T]}.

Osserviamo allora che la buona posizione dei problemi (10.2) e (10.3) significa
che la conoscenza di u(x, t) sulla frontiera parabolica determina univocamente
u(x, t) in tutto Q7. Invece, nel caso dell'equazione delle onde, poiché I'asse-
gnazione della velocita iniziale %(x, 0) puo sostituirsi con il valore u(x, T) (si
pensi alla formulazione variazionale), la soluzione rimane determinata in tutto
Qr solo se & nota su tutta la frontiera 0Qr di Q7. Questa differenza & legata all’ir-
reversibilita dei processi descritti dall’equazione del calore: il futuro rimane de-
terminato dal passato (il principio di causalita rimane pertanto valido) ma non
e vero il viceversa, ovvero il valore della soluzione u al tempo ¢ non determina il
suo valore ai tempi precedenti.

Analogamente, nel problema globale (10.1) definiamo la frontiera paraboli-
ca
0,RYxRy) =R x {t =0} = {(x,) eR? xRy.: £ =0}
e la conoscenza di u(x, t) su tale insieme determina univocamente la soluzione
su tutto R? x R,.

I teoremi di unicita per I'’equazione del calore sono basati su una proprie-
ta fondamentale delle soluzioni, nota come principio del massimo parabolico,
che e conseguenza delle leggi di Fourier/Fick per le quali il calore/sostanza flui-
sce sempre verso regioni a temperatura/concentrazione piu bassa. Formule-
remo questo principio e le sue conseguenze dapprima nel caso di un dominio
limitato.

In quanto segue CZ’I(QT) indica I'insieme delle funzioni numeriche su Qr
che sono differenziabili con continuita due volte rispetto al complesso delle va-
riabili x = (x1,...,x4) ed una volta rispetto alla variabile temporale . Inoltre
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C(Qr7) [risp. C 1(Qr)] denota I'insieme delle funzioni numeriche su Q7 continue
[risp. derivabili con continuita] fino alla frontiera.

TEOREMA 10.1 (Principio del massimo). Sia w € CZ'I(QT) n C(G) tale che

ow .
E—DALUSO in Qr, (10.4)

con D una costante positiva. Allora il massimo di w é assunto sulla frontiera
parabolica, ovvero

max w = max w.
Qr 9,Qr

DIMOSTRAZIONE. Perla continuita fino alla frontiera della funzione w e suf-
ficiente dimostrare che

maxw=maxw VT €(0,T).
QT’ a/DQT’

Fissiamo quindi T’ < T e ragioniamo per assurdo, assumendo che

M :=maxw > max w =: m.
QTr apQT’

Scelto 0 < € < @, poniamo u(x, t) := w(x, t) + €(T" — t). Per la scelta fatta del

parametro € si ha

my:=maxu<m+eT <M.
0,Qr

D’altra parte, poiché u = w (su Qrv),

M, :=maxu= M.
Qr

Dunque M, > my, il che implica I'esistenza di un punto (xy, ty) € Q x (0, T'] tale
che M, = u(xy, tp). Mostriamo che questo conduce ad un assurdo. Infatti, la
condizione di massimo implica che

Ou( ) =0 sel0<iy<T,
— (xp,
or " 150 se to=T',

mentre, essendo Xy interno ad Q, Vu(xy, ty) = 0 e Au(xy, ) < 0. Ne segue che
ou
— (x0, tp) — DAu(xp, tp) = 0,
ot

che contraddice l'ipotesi (10.4), poiché in ogni punto (x, t) € Q x (0, T'] si ha

O e - Dau =Y 6. 0) - DAw(x, ) —e < —£ <0
ot e ’ - ‘

|
COROLLARIO 10.2. Sia w € C>1(Qr) n C(Qr) tale che
W  pAw=0 in Q
— —-DAw=0 in ,
ot r
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con D una costante positiva. Allora il minimo di w e assunto sulla frontiera
parabolica, ovvero

min w = min w.
Qr 9,Qr

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente applicare il Teorema 10.1 alla funzione —w.
d

PROPOSIZIONE 10.3. Sia w € Cz’l(QT) N C(G) soluzione dell’equazione del

calore omogenea,

W _ paw=0 in Q
ot B T

Allora
minw < w(x,t) <maxw V(x,1)eQr.
pQT pT

DIMOSTRAZIONE. Ovvia conseguenza del Teorema 10.1 e del Corollario 10.2.
O

Osserviamo che la precedente proposizione implica che se w ha un segno
definito sulla frontiera parabolica allora w possiede il medesimo segno su tutto
il dominio Q7.

TEOREMA 10.4. Siano uy,u, € C>'(Qr) N C(Qr) soluzioni dell’equazione del

calore con uguale coefficiente di diffusione e forzanti fi, f> € C(Qr) rispettiva-
mente. Allora sussiste la seguente stima,

max |u; — uz| < max|uy — up| + Tmax|fi — fal. (10.5)
Qr 0pQr Qr

In particolare, il problema di Cauchy-Dirichlet (10.2) possiede al piit una solu-
zione in C>1(Qr) N C(Qr).

DIMOSTRAZIONE. Posto
M :=max|fi - fl

Qr
definiamo
uy(x,t):i=uy(x, 1) —ux(x, t) £ Mt,

cosicché

Ouy

T (x,8) = DAus(x,t) = ilx, 1) — folx, £) + M.
Pertanto, dalla definizione di M,
% pau.<o, ™ _pau.>0  inQp
ot ot

Possiamo allora applicare, rispettivamente, il Teorema 10.1 alla funzione u_ ed
il Corollario 10.2 alla funzione u. . Si ottiene in tal modo che

max(u; — up — Mt) =max(u; — up — Mt),

Qr 9,Qr
min(u; — up + Mt) = min(u; — up + Mt).
Qr pQr
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Dalle precedenti disuguaglianze segue che, per ogni (x, t) € Qr,
ur(x,t) —up(x,t) — Mt <max(u; — up) <max|u; — Uy,
ap T pT
ur(x,t) —up(x,t) + Mt = min(u; — up) = —max|u; — usl,
pQT pQT

che equivalgono a
[uy (x, ) — up(x, 1)| < max|uy — up| + Mt,
0,Qr
da cui la tesi (10.5). Lunicita del problema di Cauchy-Dirichlet & ovvia conse-
guenza della stima (10.5). O

OSSERVAZIONE 10.2. L'unicita del problema di Cauchy-Neumann 10.3 puo
essere provata con questi criteri di confronto, purché si dimostri una versione
piu forte del principio del massimo, assieme ad un’altra proprieta delle solu-
zioni nota come Principio di Hopf. Non tratteremo tali risultati in queste no-
te. Osserviamo pero che un risultato di unicita per entrambi i problemi di Diri-
chlet e di Neumann nella classe delle funzioni differenziabili fino al bordo di Qr
puo essere facilmente ottenuto con il seguente metodo dell’energia. Assegna-
ta w € C>'(Qr) n C'(Qr) soluzione dell’equazione del calore omogenea in Qr,
calcoliamo la derivata temporale della funzione

E(t)zlfdxw(x, 2, te[0,T).
2Ja

Si ha, applicando la I Formula di Green,

. 0 0
E(t)zfdxw—wzfdewAw=D daw—w—Df dx|Vw/?.
Q ot Q 00 ov Q

Se ora u; e uy sono due soluzioni del medesimo problema (10.2) o (10.3) nella
classe CZ'I(QT) nct (G), allora la loro differenza w = u; — u, € soluzione del
problema omogeneo con w%—';’ =0su0,Qr. Pertanto E(t) <0 per ogni t € [0, T]
e dunque, essendo E(0) = 0 ed E(¢) =0, si ha E(t) = 0 per ogni t € [0,T]. Ne
segue che per ogni t € [0, T] si ha w(x, t) = 0 per quasi ogni x € Q. D’altra parte
we C(G) per cui deve essere w =0 su @, OVVEro U = Uy.

Consideriamo ora il problema di Cauchy globale (10.1), di cui dimostreremo
I'unicita nella classe delle funzioni limitate utilizzando la seguente estensione
del principio del massimo.

TEOREMA 10.5 (Principio del massimo globale). Consideriamo una funzione
we C>L(RY x (0, 7)) N C(RY x [0, T)) tale che
ow . d
E—DAwsO in R*x(0,7), (10.6)

con D una costante positiva. Supponiamo inoltre che esista C < +oo per cui
w<C in R?x[0,T].

Allora

sup w = sup w(x,0).
R4x[0,T] xeRd
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DIMOSTRAZIONE. Posto

My :=sup w(x,0), C;:=C-M,,

xeR4

definiamo, per ogni L > 0,

2dCy x?
z(x,t) ;= ——|—+Dt|+ M,.

12 \2d
Poiché Ax? = Z?:l % =2d si ha %(x, t) — DAz(x,t) = 0. Pertanto dall’ipotesi
(10.6) segue che l
0(z—w) . d
T—DA(Z— w)=0 in R"x(0,7).

Applichiamo il Corollario 10.2 alla funzione z — w, scegliendo come dominio la
bolla Q; := {x € R?: |x| < L}. Posto Qrr:=Qr x(0,T), otteniamo

min(z— w) = min (z—w) =min{ min (z—w); min (z—w) .
Q1 QL Q< {1=0} 0Q,x[0,T]
Essendo C; =0 ed My = w(x,0) per ogni x € R%, siha

C1x2
1z + My — w(x,0)

min (z-— w)=min >0.

Qp x{t=0} |x|<L

D’altra parte, essendo Cy + My — w(x,t) = C— w(x, t) = 0 per ogni (x, ) € R x
[0, T'], si ha anche

) . . [2dC (x*
min (z— w)=min min —+Dt|+My— w(x,t)
00, x[0,T] Ixi=Ltei0,1| L2 \2d
. . 2dC1D
=min min |C; + t+My—w(x,t)| =0.
Ix|=L te[0,T) L2

Quindi min(z — w) = 0, ovvero

QrL
w(x z)<2dc1(x2+m +My  V(x,0eQLx[0,T]
< — , x [0, T].
) 72 |24 0 L
Nel limite L — +oo otteniamo w(x, t) < My per ogni (x,t) € R% x [0, T}, che & la
tesi. (]

COROLLARIO 10.6. Sia w € C*1 (R x (0, T)) n C(R? x [0, T]) tale che
ow . d
E_DAWEO in R*x(0,7),

con D una costante positiva. Supponiamo inoltre che esista C > —oo tale che
w=C in RYx[0,T).

Allora

inf w= inf w(x,0).
R4 x[0,T] xeR4
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DIMOSTRAZIONE. E sufficiente applicare il Teorema 10.5 alla funzione —w.

O
TEOREMA 10.7. Il problema di Cauchy globale,
0
a—"; —DAu+f in Rix(0,T),

ux,0=gx Vxe Rd,

possiede al piit una soluzione limitata in C>' (R x (0, T)) n C(R? x [0, T]).

DIMOSTRAZIONE. Siano uj, up soluzioni dello stesso problema di Cauchy;,
allora w = u; — uy & una funzione limitata che soddisfa I'’equazione omogenea
con dato iniziale w(x,0) = 0. Pertanto, dal Teorema 10.5 e dal Corollario 10.6 si
ha

0= inf w(x,0)= inf w(x, )< sup w(x,t)=supw(x,0)=0.
xeR4 R4 x[0,T) R4 x[0,T) xeRd

Dunque w(x, ) =0 in R% x [0, T1. ([

OSSERVAZIONE 10.3. Ricordiamo che I'unicita si puo dimostrare in uno spa-
zio piu grande, noto come classe delle funzioni di Tichonov, costituito dalle fun-
zioni u € C*'([R? x (0, 7)) n C(R? x [0, T]) per ciascuna delle quali si possano
determinare delle costanti K, @ > 0 tali che

lu(x, 0] < Ke®™  V(x,1)eRx [0, T).

Lunicita invece non sussiste se si ammette una crescita maggiore. Ricordiamo
al riguardo I'esempio di Tychonov. Sia 7(x, 1), (x, ) € R x [0, +00), la funzione
definita come segue,

00 h(k) (1) ok

T(X, )= )

X
= b

)

dove

)y =
() dtx 0 se t=0.

Si dimostra che 7(x, t) € continua fino alla frontiera R x {t =0} e che 7(x,t) — 0

per t | 0. Inoltre si puo dimostrare che per ¢ > 0 la funzione 7(x, ) soddisfa

. 2 .
I'equazione del calore omogenea % = %. Dunque, oltre alla soluzione banale

u(x,t) =0, anche 7(x, t) € soluzione del problema di Cauchy globale con dato
iniziale nullo. D’altra parte si puo verificare che, per opportune costanti ¢, ¢ >

0,

d*h(o) hm._{e_m2 se t>0,

52
T(X, 1) ~expy—C1— +Co—
P{ 1 2 2 : }
per |x| — oo e t | 0. In particolare, 7(x,t) non ammette una stima del tipo
2 . . .
|T(x, £)| < Ke** in nessuna striscia R x [0, T'].

Si noti che, almeno formalmente, ¢ facile verificare che 7 e soluzione dell’e-
quazione del calore. Infatti, derivando termine a termine la serie di potenze che

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



190 EQUAZIONE DEL CALORE

la definisce, si ha

62_[ oo (k)(t) 2k 00 h(k+1)(t) 2k
— ()= 2k(2k —1)x2k~ = .
ppioiL) kgl 2o kk—1)x kZ:O o ( )

10.4. Soluzione fondamentale

Procediamo analogamente al caso dell’equazione delle onde e cerchiamo la
soluzione fondamentale I'(x, y, t), ovvero la soluzione del problema

or d d
E(x,y,t)=DAxF(x,y,t) per (x,y,1) eR*xR* xR,

['(x,y,0)=6y(x) per (x,y) € R? x R4
Anche in questo caso per I'invarianza sotto traslazioni si ha
I'x,y)=Tkx-y00=Tx-y1)

con I'(x, t) soluzione di

E(x, 1) =DAI'(x,t) per (x,t)eR* xRy

I['(x,0)=6(x) per xeR4

Calcoliamo I'(x, t) attraverso la sua trasformata di Fourier rispetto alla varia-
bile spaziale,

&, 0=FTC0) = f dxT(x, De &%, feRd,
Ricordando che & (AT) = —|{12.% (T) deduciamo

%(&t):—lelzf(f,t) in RYxR,

T¢0=1 per £=0.
Dunque
0, 1) =e Pllt,
da cui
I'x, 1) = fd{els x-DIEfr _ ﬁ i d(f'eiéjxj_D‘f?t
T end Hog ) e
d d 2
=HL 7 (75) cxp = %2
J=1 127 j=1 4Dt
LI |x|?
=  _eX = .
anDndz P | 4D¢
In conclusione:
T,y ) =Tx-y, 0= ————5ex _|x—y|2]
- 2= anDnar aDr |’
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LEMMA 10.8. La soluzione fondamentale gode delle proprieta seguenti.

(1) T(x,5,0>0 V(x, 1,1 eRI xR xR,

@) T'(x, 3,0 =T(,x1 V(1) e RE xR xR, (simmetria).

(3) Te C¥[R4 xR? x R,).

(4) (x,t)— I'(x,y,t) esoluzione classica dell’equazione del calore su R4 x R,,

or
_(x) yv t) = DAxr(x)y) t)
ot
(5) Sia g € C(RY) una funzione limitata. Allora valgono i limiti
(5a) lirgl fdyl“(x, gy =gk VxeR,
—0+

(5b) tlir(r)1+ fdxf(x, »1gx) =gy VyeR.

DIMOSTRAZIONE. I punti (1), (2), (3) e (4) seguono banalmente dalla forma
esplicitadiT. Per il punto (5), in virtl1 del punto (2), & sufficiente dimostrare (5a).
Con il cambiamento di variabile z = (y — x)/v4Dt siha

1
fdyl"(x, »Hgly = Wfdze_'zlzg(x+ zv'1),
/4

da cui la tesi per il teorema della convergenza dominata. (]

OSSERVAZIONE 10.4. La funzione I'(x, ¢) &€ una soluzione dell’equazione del
calore di autosimilarita (o autosimile):

1 X d
F(x,t):ml"(%,l) V(x, t)eR" xR,.
Ovvero, il suo profilo spaziale al tempo ¢ si ottiene da quello al tempo ¢ = 1 me-
diante un riscalamento per un fattore 1/ 42 della funzione e 1/v/7 del suo ar-
gomento. Vale la pena notare che tale proprieta si deduce anche senza la cono-
scenza esplicita della funzione I'(x, ). Infatti, assumendo 'unicita, se eseguia-
mo una dilatazione parabolica (x,t) — (ax,a’t) di un fattore a > 0, la nuova
funzione

T'ylx,0)= adl“(ax, a’r)

€ anch’essa soluzione fondamentale, in quanto

or or
at“ (x, 1) = adﬂa(ax, a@?t) = a®?DAT (ax, a®t) = DAT 4 (x, ),

T, (x,0) = aT(ax,0) = a?6(ax) = 5(x).

Dunque
T(x,0) = a%T(ax,a’t) Y(xta) eR? xR, xR,.

Scegliendo a = 1/+/f otteniamo la proprieta di autosimilarita.
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10.5. Problema di Cauchy globale

10.5.1. Problema omogeneo. Dai risultati della precedente sezione otte-
niamo facilmente il seguente risultato di esistenza ed unicita per il problema
di Cauchy globale omogeneo.

TEOREMA 10.9. Assegnata g € C(R?) limitata, il problema di Cauchy globale
omogeneo

ou

at

u(x,0)=g(x) per xeR4,

=DAu in RYxR,,

ha un'unica soluzione u(x, t) nello spazio delle funzioni

weCH'RIxRHNCRY % [0,00) 1 sup |w(x,B)]<oco VT >0.
R4 x[0,T)

Tale soluzione e data dalla seguente formula integrale,
u(x,t) = fdyl“d(x—y, ng). (10.7)
Infine, ue C®(RY x R,).

DIMOSTRAZIONE. Lunicita segue dal principio del massimo globale. Sotto
le ipotesi su g € possibile derivare sotto il segno di integrale nella (10.7) rispetto
alle variabili (x, £), cosicché u € C>! (R4 x R, ) & una soluzione classica dell’equa-
zione. La continuita al tempo ¢ = 0 segue dal punto (5a) del Lemma 10.8. Infine,
poiché |u(x, t)| < l|glleo, la soluzione u appartiene alla classe di unicita. Lultima
affermazione, ovvero che u € C®R? x R.), segue dai classici teoremi di deri-
vazione sotto il segno di integrale applicati all'integrale nel membro di destra
della (10.7). In effetti tale integrale puo essere derivato infinite volte rispetto ad
x e t, in quanto si verifica facilmente che, per ogni multi-indice (ng, ny, ..., n4)
di interi positivi, I'integrale

a\nlrd(x_y, f) d
d , dove |n|:=) n;|,
f Y amaxm oxm 8V ve =2 m

converge assolutamente ed uniformemente al variare dei parametri (x, t) in sot-
toinsiemi compatti di R? x R, (]

OSSERVAZIONE 10.5. Poiché I';(x,t) > 0 si ha u(x, t) > 0 per ogni x € R e
t > 0 purché g = 0 e g(xp) > 0 in almeno un punto xo € R?. Tale proprieta rap-
presenta I’analogo del principio di massimo forte nel caso del problema globale.
Significa che la massa iniziale, per quanto concentrata, si diffonde immediata-
mente in tutto lo spazio R4. Altrimenti detto, il valore della soluzione u(x, t) al
tempo ¢ > 0 dipende dal valore di g in ogni punto, ovvero la velocita di propaga-
zione di una perturbazione iniziale € infinita. Vale pero la pena osservare che se
g(x) =0per|x| >R, R>0, allora u(x, t) & esponenzialmente piccola nel quadra-
to di |x| — R. Infatti, dalla (10.7) e dalla definizione di I' ;(x, 1), si trova facilmente
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che

Iglloo| Br(0) _(xl —R)z]
e D= ppar apt |’

dove |Bg(0)| & il volume della bolla Br(0) di raggio R e centro I'origine.

OSSERVAZIONE 10.6. La formula (10.7) ha senso anche per funzioni g non
continue e illimitate, ad esempio con una crescita non superiore ad e’ con
Y < 2. Non solo, ma anche in questo caso u(x, t) e regolare (anzi C*) per ogni
t > 0. Dunque, a differenza dell’equazione delle onde, I'equazione del calore
regolarizza molto i dati iniziali (la stessa soluzione fondamentale I';(x, t) € in-
finitamente derivabile per ¢ > 0 ed ha come dato iniziale una distribuzione).
Chiaramente, maggiore ¢ la irregolarita del dato iniziale, pitt debole sara il senso
in cui tale dato e assunto dalla soluzione. Ad esempio, nel caso della soluzio-
ne fondamentale, I'identita I" ;(x,0) = 6 (x) sussiste nel senso delle distribuzioni,
ovvero

tlirgfdxrd(x, DX =p0) Vee2RY.

OSSERVAZIONE 10.7. Dalla formula (10.7) seguono facilmente stime di con-
tinuita rispetto ai dati iniziali; ad esempio [|u;1 (-, 1) — U2 (-, Dllco < 181 — &2llco PET
ogni £t =0.

OSSERVAZIONE 10.8. Se il dato iniziale ha una crescita della forma g(x) ~
(cost)e“'x|2 con a > 0, allora la formula (10.7) fornisce una soluzione locale fino
al tempo ¢, = (4Da)~!. Ristretta ad un intervallo [0, T] con T < ¢, essa fornisce
quindi 'unica soluzione nella corrispondente classe di Tychonov (cfr. I'Osserva-
zione 10.3).

10.5.2. Problema non omogeneo. Il problema non omogeneo (10.1) puo
essere risolto con il metodo di Duhamel. Cerchiamo la soluzione nella forma

u(x,t) = fdyrd(x— »gWY) +wlx, 1),

con w(x, t) soluzione del problema con condizioni omogenee,

oW _ pa in RYxR
5 ~PAw+f in + (10.8)
w(x,0)=0 per xe[RRd,

che pensiamo ottenuta come somma di infiniti contributi infinitesimi relativi
alla diffusione della distribuzione di materia f(x, s)ds rilasciata o assorbita ai
tempi s < ¢. Dunque,

t
w(x,t) =f dsw(x, t;s), w(x,t;s) =fdyfd(x—y,t—s)f(y, s).
0

Formalmente si vede facilmente che w(x, t) & soluzione del problema (10.8). In-
fatti w(x,0) = 0 e, assumendo lecite le operazioni di derivazione sotto il segno di
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integrale,

ow t ow ¢
—(x,1) =f ds—(x,t;8) +w(x, t;0) =f dsDAw(x, t;8)+ f(x, 1)
ot 0 ot 0

t
:DAf dsw(x, t;8)+ f(x, 1) = DAw(x, 1) + f(x, 1).
0

Perché tali operazioni siano corrette occorrono pero ipotesi di regolarita sulla
forzante. Infatti

ard( " 1 1 (x2 d)
“dix b= - —ex
at (@272 4zpydz \4pr 2 )P

x2

4Dt

B 1 G X
T a2 ﬁ’

avendo definito
2

z d
G(Z) = (E - E) Fd(z, 1)

Pertanto, con la sostituzione z = (y — x)/ vt -5,
L 0 td
f ds—w(x,t;s):f —Sfde(z)f(x+Z\/t—s,s),
0 ot )

che in generale pud essere infinito essendo (# — s)~! non integrabile sull’inter-
vallo (0, t). Ad esempio, la semplice continuita di f non e sufficiente ad esclu-
dere tale evenienza. Se pero f e sufficientemente regolare I'integrale puo esse-
re convergente, come si evince notando che nel caso limite in cui f & costante
I'integrazione nella variabile z € nulla, essendo

fd Lty n=4
“ap 1PV T o

TEOREMA 10.10. Siano g € C[R?) limitata ed f € C*°(R% x [0, T]) tale che
£,V f, DAf limitate in R% x [0, T]. Allora

t
u(x, r) :fdyl"d(x—y, L‘)g(y)+‘[0 dsfdyl"d(x—y,t—s)f(y,s)

e l'unica soluzione del problema di Cauchy globale non omogeneo nella classe
delle funzioni w € C*>' (R x (0, T)) N C(R? x [0, T1) limitate.

Dimostrazione. Lunicita segue dal principio del massimo globale. Posto ora
t
Vix,t) :f dsfdyl"d(x—y, =) f(ys),
0

occorre verificare che V € C>!(R% x (0, T)) ed & soluzione del problema (10.8).
Con la sostituzione z= (y— x)/v/t—ssiha

t
V(x,t):f dsfdzl"d(z,l)f(x+Z\/t— ,S),
0

da cui
t
—(j;t/(x,t) = fi(x, t)+f0 ds[dz%z-Vﬂx+Z\/t—s,s).
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Si osservi che la derivazione sotto il segno di integrale & legittima poiché, per

ogni (x, t) € R x [0, T1,
t Ta(z,1) t I'4(z,1)|z]
ds[dz <|V oofdsfdz—
fo V1o | - —

2ViE—s

z-Vf(x+zx/th,s)

=C|VfllooVT < 00,
con

C= fdzl“d(z,l) lzl,  IVflleo=  sup  [Vf(x Dl
(x,0)€R? %[0, T

Dall’espressione esplicita del nucleoI';(z,1) sihaT' 4(z,1)z = —2DVTI'4(z,1). Per-
tanto, essendo

VI4(z,1)-Vf(x+zVi—s,8) =div,[T4(z, DVf(x+2Vi—-5,9)]
—Taz, DVE—sAf(x+zVt-s5s,s),

otteniamo

t
%—Z(x, 1) = flx, t)+Df dsfdzl“d(z,1)Af(x+Z\/t—s,s)
0

t
—fo ds\/tDTSfdzdivz[Fd(z,1)Vf(x+zx/t— ,9)].

11 primo integrale nel membro di destra converge assolutamente ed uniforme-
mente per (x, t) € R? x [0, T] poiché abbiamo assunto le derivate seconde Dif
limitate. Quindi,

t t
[dsfdzl‘d(z,1)Af(x+Z\/t—s,s):Af dsfdzl“d(z,l)f(x+zvt—s,s)
0 0
=Aw(x,1).

D’altra parte, per il teorema della divergenza,
fdzdivz [Talz, DVf(x+2ViE-s,9)]

= lim dzdiv,[T4(z, DV f(x+2Vi-5,9)]
R—00JBR(0)

= lim do@) T4, H)v)-Vf(x+{Vi-s5,s)

R—00J9BR(0)
=0,

dove Bg(0) € la bolla in R4 di centro l'origine e raggio R, v({) = {/R &la normale

esterna alla bolla, mentre I'ultima uguaglianza segue dalla stima

||Vf”oolaBR(0)| e_RZ/(4D)
(4nD) dal2 :

fa o dTOTAE VO e+ LVT5,9)| <

Dunque %—‘t/ (x,1) = f(x,)+AV(x, ). Con stime analoghe, che omettiamo, si mo-
stra che V (x, t) & continua in R x [0, T] e che le derivate seconde DfCV(x, t) sono
continue in R? x (0, T), il che conclude la dimostrazione del teorema. O
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EsERrcizIo 10.1. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy globale
ou 0*u

e
u(x,0)=xe ™™ per xeR.

in RXR+,

Determinare inoltre, al variare di k > 0,

e(x) = lim_ Fux, 1.

EsERrcizio 10.2. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy globale

Ou_0u +efcosx in RxR

_—= X ’
at ~ ox? "
u(x,0) =cosx per xeR.

ESERCIZIO 10.3. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy globale

ou . . . .
E:Au(x)+smtsmxlslnx2 in R%xR,,

ulx,0)=1 per x € R2,

10.6. Risoluzione di problemi con il metodo delle riflessioni

La soluzione generale del problema di Cauchy globale permette di calcola-
re anche la soluzione di alcuni problemi con bordo. Considereremo nel segui-
to problemi in dimensione d = 1 e porremo, per brevita di notazione, I'(x, t) =
I'i(x,1).

EsEMPIO 10.1. Prendiamo in esame il problema di Cauchy-Dirichlet omo-
geneo,

ou 0%u . 0.1) xR

— =D— in ,L) x ,

ot 0x? + 109
u(x,0) = g(x) per x€l[0,L], (10.9)

u,f)=u(L,t)=0 per t=0.

Cerchiamo una funzione g : R — R, che coincida con g sull’intervallo [0, L] e sia
tale che la soluzione i#i(x, t) del problema di Cauchy globale di dato iniziale g si
annulli, identicamente nel tempo, per x = 0 ed x = L. Chiaramente, la restrizione
di @i(x, t) all'intervallo [0, L], ovvero la funzione

u(x, 1) = f dyTx—y,0g(),  (x,0€0,L]x[0,00), (10.10)

fornisce allora la soluzione del problema (10.9).

Asseriamo che la funzione cercata si ottiene prolungando g per disparita
in [-L, L] e quindi per periodicita in tutto R. Altrimenti detto, § &€ determinata
imponendo

g(x):{g(x) se x€]0,L],

o(x)=g 2L) V R
-g(=x) se xe€[-L,0], gL =glx+20) xe
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(si osservi che g € C(R) poiché g(0) = g(L) = 0). A tal scopo dimostriamo che
anche a tempi positivi ¢ > 0 la soluzione #i(x, t) € una funzione dispari e 2L-
periodica di x (il che implica in particolare (0, #) = #(L, t) = 0 per ogni ¢ = 0).
Tale proprieta segue dall’invarianza rispetto a traslazioni e riflessioni dell’equa-
zione del calore. Osserviamo infatti che le funzioni

vi(x, ) ==xi(—x,1), ve(x, ) =u(x+2L, 1) (10.11)
sono anch’esse soluzioni dell’equazione del calore, di dati iniziali rispettivamen-

te §+(x) = xg(—x) e §1.(x) = g(x+2L). Ma per la definizione di g(x) & chiaramen-
te g§_(x) = g1(x) = g(x). Ne segue, per I'unicita della soluzione, che

i(x,t)=—t(-x,1)=a(x+2L,1) Y (x,1) €R x [0,00).
Notiamo infine che & possibile esprimere esplicitamente la soluzione u in ter-

mini del dato iniziale g. Infatti, sfruttando la periodicita di g possiamo scrivere

(2n+1)L

u(x, t) = f dyT(x-y,08(») =) dyT(x-y, 08y
nezJ(@n-1)L

L
Y | dyTx-y-2nL 0g(y+2nL)
nezJ-L

L
> deyF(x—y—ZnL, ngwy).

nez

Poiché g in [-L, L] & il prolungamento dispari di g, si ha inoltre
L
deyF(x—y—ZnL, ngy)

L 0

=f0 dyT'(x-y—-2nlL, t)g(y)—deyF(x—y—ZnL, ng-y)
L L

=f dyT'(x—y—-2nlL, t)g(y)—f dyT'(x+y—-2nL,t)g(y)
0 0

L
:f dyl(x—y-2nL,t)-T(x+y—-2nL,t)lg(y).
0

Pertanto
L
u(x, 1) = f dyGp(x,y,)8(y), x€l0,L], >0,
0
avendo definito la soluzione fondamentale del problema di Cauchy-Dirichlet,

Gp(x,y,t) = Z Hx-y-2nLt)-TI'(x+y-2nL,t)], x,yel0,L], t>0.
nez
Vale la pena notare che il calcolo precedente ¢ in effetti valido per ogni x e R e
che Gp(x, y, t) € una funzione 2L-periodica e dispari rispetto alla variabile x (la-
sciamo al lettore la verifica di quest’ultima affermazione). Dunque la soluzione
del problema globale si scrive nella medesima forma,

L
ft(x,t)=f dyGp(x,y,)8(y), xeR, >0,
0
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da cui si deduce anche a posteriori che essa & una funzione 2L-periodica e di-
spari della variabile x.

EseEmPiO 10.2. Consideriamo ora il problema di Cauchy-Neumann omoge-
neo,

ou 0%u . 0.1) xR

> =D in (0,L) xR+,

ot 0x? +

u(x,0) = g(x) per xe€[0,L], (10.12)
ou

—(0 t)—a—u(Lt)—O er t=0
ox P T P -

In questo caso la funzione g si ottiene prolungando g per parita in [-L,L] e
quindi per periodicita in tutto R, ovvero

~x_{g(x) se x€l0,L],

g(x)=§ 2L) VxeR.
g(=x) se xe€l[-L,0], g =glx+al) vxe

Notiamo che g € C!(R) assumendo, compatibilmente con il problema di Neu-
mann, che g € C'([0,L]) con g’(0) = g’(L) = 0. Ragionando come nell’esempio
precedente, ora sulla coppia di funzioni v, (x, f) e vz (x, t) in (10.11), si dimostra
che I'equazione del calore preserva la parita e periodicita del dato iniziale, e si
conclude infine che la soluzione del problema (10.12) si scrive nella forma

L
u(x,t)=f dyGn(x,y,0)8(y), x€l0,L], t>0,
0

avendo definito la soluzione fondamentale del problema di Cauchy-Neumann,
Gn(x,y,0)= Y [[(x—y-2nL )+T(x+y-2nL 1], x,yel0,L], t>0.
nez

Lasciamo al lettore il dettaglio della prova e la verifica diretta che Gy(x,y,t) &
una funzione 2 L-periodica e pari rispetto alla variabile x.

EseEmPIO 10.3. Analogamente si trattano i problemi di Cauchy-Dirichlet e di
Cauchy-Neumann sulla semiretta,

ou_p%u o RxR

ot 0x? o 10.13
\ u(x,00=g(x) per xel0,00), (10.13)
u,1n)=0 per t=0,

Ou_p0u R xR

ou_,ou o

ot 0x? T

1 u(x,0)=g(x) per xe[0,00), (10.14)
0

—u(O,t)=0 per t=0.

0x

La funzione g si ottiene prolungando g, rispettivamente, per disparita e parita
in tutto R. Si trova in tal modo,

o0
u(x,t)=f dyGp(x,y,0g(), x=0, >0,
0
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per il problema di Dirichlet e

o0
u(x,t)=f dyGn(x,y,0)8(y), x=0, >0,
0

per il problema di Neumann, dove ora

G y ,t =F - ;t _F ;t)
{ p(% 1) (xX=%0 (x+3.0 x,y=0, t>0.

10.7. Risoluzione di problemi con il metodo di Fourier

Per risolvere i problemi di Cauchy-Dirichlet e Cauchy-Neumann con con-
dizioni al bordo omogenee si pud ragionare esattamente come fatto in Sezione
8.2, cercando la soluzione formale nella forma

u(x, 1) =) Wp(t)v,(x),

dove {v,(x),A,} e il sistema completo di autofunzioni/autovalori (che suppo-
niamo noto) per il relativo problema agli autovalori. In questo caso W,(f) &
soluzione dell’equazione del prim’'ordine W, (t) = A,,DW,,(¢), cosicché W,,(¢) =
W, 0)e* P! e le condizioni iniziali W,,(0) sono determinate richiedendo che

g(x) = u(x,0) =) Wi (0)v,(x),
n

da cui, per I'ortogonalita delle autofunzioni,

Jodxgvy,

Jodx vy

In particolare, nel caso unidimensionale, ovvero della propagazione del calore
in una sbarra, i sistemi di autofunzioni sono forniti dalla teoria delle serie di
Fourier e possiamo quindi risolvere esplicitamente tutta una serie di problemi,
esattamente come fatto nel caso della corda vibrante. Vediamone alcuni esempi
significativi.

Wn 0) =

ESEMPIO 10.4. Prendiamo in esame il problema di Cauchy-Dirichlet omo-
geneo (10.9) dell’Esempio 10.1. In questo caso v,(x) = sin(%x] el,= —%,

n = 1, pertanto la soluzione si scrive nella forma

n’n?D nim 2 (L nm
=28 - t|sin|—x|, g, =-[ d in{—y|.
u(x, 1) glgnexp( 2 )sm( T x) gn Lfo yg(Wy) sm( 7 y)

Dal teorema di Fourier sappiamo che se g € C Lo, L) e g(0) = g(L) = 0 allora
Y n=118nl < 0o, per cui u & continua su tutta la striscia [0, L] x [0,00) ed il dato
iniziale viene assunto uniformemente. D’altra parte notiamo che sotto la sola
ipotesi di integrabilita locale di g i coefficienti della serie soluzione convergono
a zero esponenzialmente in n? ed uniformemente per ogni ¢ = t, con f, fissato.
Quindi u € C*°([0, L] x R;) e la sua serie puo essere derivata termine a termine
infinite volte. Ritroviamo in tal modo anche in questo contesto la forte proprieta
regolarizzante dell’equazione del calore: I'evoluta di un dato iniziale anche solo
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integrabile é infinitamente derivabile ad ogni tempo positivo. Possiamo infine
dedurre il comportamento asintotico nel tempo della soluzione. Infatti, per ogni
t=1,

lu(x, )] < ex ( nZD(t 1)) Y |8nlex ( nznZD)—Cex ( nth)
’ = exp LZ = 8n P Lp_ - p LZ
cioé u(x, t) — 0 esponenzialmente in ¢ ed uniformemente su [0, L], con un tasso
pari a D volte il modulo del primo autovalore.

EsEmMPIO 10.5. Prendiamo in esame il problema di Cauchy-Neumann omo-

geneo (10.12) dell’Esempio 10.2. In questo caso v, (x) = cos( ) eld, = —"L—?,
n=0, pertanto la soluzione si scrive nella forma

n?n®D nm 2t d nm
u(x,t) = ? + n;lgnexp( L—t) cos(Tx), gn= Zfo v8(y) cos(Ty).
Dal teorema di Fourier sappiamo che se g € CY([0,L]) e g'(0) = g'(L) = 0 allora
Y n=0l8nl < 0o, per cui u & continua su tutta la striscia [0, L] x [0,00) ed il da-
to iniziale viene assunto uniformemente. D’altra parte, ragionando come nel-
I’Esempio 10.4, sotto l'ipotesi di semplice integrabilita locale di g deduciamo
che u € C*°([0, L] x R;) e che la sua serie puo0 essere derivata termine a termine
infinite volte. Infine, in questo caso, per ogni ¢ = 1,

2 2D nzD
<exp(——(t—l)) Z Ignlexp( 72 ) = CeXp(—Ft),

n=1

/\

ulx, t)— =

cioe u(x,t) — % fOLd vy &(y) esponenzialmente in ¢ ed uniformemente su [0, L],
con un tasso pari a D volte il modulo del primo autovalore non nullo. Il fatto che
converga alla media del dato iniziale non deve sorprendere. Infatti le condizioni
di Neumann omogenee implicano che la massa totale fOde u(x, t) & conservata,
ovvero

ded x, 1) Dde 62u( n=p|%%wo-"%00
—_— X ux, = X —= X, = - y - = Y,
dr Jo 0 0x2 0x 0x

pertanto se u(x, t) tende ad una costante questa deve essere pari alla media del
dato iniziale.

ESEMPIO 10.6. Le versioni non omogenee dei problemi (10.9) e (10.12) pos-
sono risolversi con il metodo di Duhamel, che puo essere applicato sia nel con-
testo del metodo delle riflessioni che in quello di Fourier. Ad esempio, nel caso
del problema di Cauchy-Dirichlet con dati al bordo omogenei e forzante f(x, t)
possiamo esprimere la soluzione formale nella forma (cfr. 'Esempio 10.1)

L t L
u(x,t)=f0 dyGD(x,y,t)g(ny0 deO dyGp(x,y,t=9)f(,9),

oppure, supponendo che la forzante sia espandibile in serie di seni,

. 2 rL o nn
f(X;t) an(t)SIH(—X) fn(lf):z‘/‘0 dyf(y’t)sn*l(?y),

n=1
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nella forma

ulx, t) = Z Wn(t)sin(%x)

n=1

dove, posto W;,(0) = 2 [-dy g(y)sin (22y),

Wi (£) = Wi (0) (—MﬁD4+fﬁ (—MHDU—JA()
() = Wy, (0) exp B , sexp B )| fn(8).

Analogamente, nel caso del problema di Cauchy-Neumann, (cfr. 'Esempio
10.2)

L t L
u(x,t)=f0 dyGN(x,y,t)g(ny0 deO dyGn(x,y,t=9)f(,9),

oppure, supponendo che la forzante sia espandibile in serie di coseni,

fo() 7T N nmn
foen== +an(f)005(7x) f”m_ffo de(y,t)COS(Ty),

n=1

nella forma

Wo(r)

u(x, 1) = + ) Wi(D) cos(n—;x)

n=1

dove, posto ora W,,(0) = £ fo dyg(y)cos(22y),

%m=%@+£mﬁm

) furon 2

Tutte le soluzioni sopra trovate sono non solo formali se sono lecite le opera-
zioni di derivazione (unarispetto a t e due rispetto a x) attraverso gli integrali e le
serie. Questo & garantito se la forzante f é sufficientemente regolare. Ad esem-
pio se f € C2([0,L] x [0,00)) e f(0,%) = f(L, 1) = 0 (nel caso di Dirichlet) ovvero
%(0, 1= %(L, t) =0 (nel caso di Neumann).

W, (t) = Wn(O)eXp( (t s))fn(s), n=1.

Esempio 10.7. Il problema della propagazione del calore in una piastra ret-
tangolare con condizioni di temperatura nulla al bordo puo essere risolto con il
metodo della separazione delle variabili analogamente alle vibrazioni libere di
una membrana rettangolare discusse in Sezione 8.2. Con la notazione di quella
sezione si trova ora la soluzione

R ,[n?  K?
ux, )= ) Eniexp|-n"|—+— || Var(),
n,k=1 Ll L2
dove
4 Ly pL,
gn k= m A dxg(X)Vn,k(X),

con g(x) = u(x,0) la temperatura iniziale della piastra.
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202 EQUAZIONE DEL CALORE

EsemMPIO 10.8. Consideriamo il problema del flusso di calore in una sbarra i
cui estremi sono tenuti a temperature differenti,

ou 0’u i 0.0)xR

—=D— in (0,L) xR,

ot 02 : 10.15
u(x,0)=g(x) per xe€[0,L], (10.15)

u0,0)="T, u(l,t)=T, per (=0.

I dati al bordo sono non omogenei per cui non possiamo applicare direttamente
il metodo di Fourier. D’altra parte il problema stazionario con le stipulate condi-
zioni al bordo ha 'unica soluzione iz(x) = T} + %x. Se cerchiamo la soluzione
nella forma u(x, t) = ii(x) + v(x, t), allora v(x, ) risolve il problema omogeneo di

dati iniziali v(x,0) = g(x) — ii(x), pertanto

u(x, 1) = u(x)+ Y cpex (— nin°D t) sin(ﬂx)
’ - n=1 nexp L2 L ,

c —zjid gy - aly)sin(“"y)
n=7 o yi8\Yy y 7 y]-
Osserviamo che ora u(x, t) — ii(x) esponenzialmente per t — co.

Si tratta in modo analogo il problema di Cauchy-Neumann con flusso uguale
agli estremi, g—;‘ 0,1) = g—z (L, t) = 7, in cui esiste una famiglia di soluzioni stazio-

narie i, (x) = a+71x, e quelli misti Dirichlet/Neumann in cui la soluzione stazio-

naria € univocamente determinata. Nel primo caso si puo scegliere ad esempio
& a1 (L Ly _

a =5 —IL cosicché 1 [dyg(y) = 1 Jydyita(y), e dunque u(x, 1) — iy (x) ha

media nulla e tende a zero per t — co.

ESERcCIZIO 10.4. Risolvere con il metodo di Fourier il problema di Cauchy-
Dirichlet

ou &%*u .

E:@ in (0,L) xRy,
(x—L)*

u(x,0) = T per x€[0,L],

u,0)=1, wu(L,t)=0 per t=0.

ESERcCIz10 10.5. Si consideri il problema di Cauchy-Neumann con flussi dif-
ferenti agli estremi, diciamo 2—3(0, nN=r1;e %(L, I) = 12 con T # T2 (in que-
sto caso non esiste una soluzione stazionaria). Determinare allora la soluzione
formale cercandola nella forma u(x, t) = ii(x) + v(x, t) con

_ T2

e — — + JE— .
i(x) > (x—1L) ) X

10.8. Derivazione microscopica dell’equazione del calore

Deriviamo I'’equazione del calore da un modello probabilistico di dinami-
ca microscopica, in cui l'effetto dell’ambiente (0 mezzo) su ciascuna particella
(della sostanza la cui diffusione nel mezzo si vuole descrivere) viene schematiz-
zato mediante forze stocastiche. In effetti, in assenza di informazioni a priori
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sulla presenza di forze ordinate che agiscono sulla particella, & ragionevole as-
sumere che l'effetto degli innumerevoli urti caotici e disordinati che essa subi-
sce con i componenti (molecole) del mezzo non dia luogo a direzioni privilegia-
te nel suo movimento; piuttosto essa avra uguale probabilita di andare in ogni
possibile direzione dello spazio.

Prendiamo in esame il pilt semplice dei modelli compatibili con tale com-
portamento, la passeggiata aleatoria simmetrica in dimensione d = 1.

Supponiamo che la particella possa occupare le posizioni del reticolo di pas-
so g, eZ={x=¢€k: k€ Z}, eche, ai tempi discreti t di passo 7, te tIN={rn: ne
N}, essa si sposti, con uguale probabilita p = 1-p = 1/2, sul sito a destra o sul sito
a sinistra di quello occupato. Assumiamo inoltre che ogni salto € un evento in-
dipendente dai precedenti e che al tempo ¢ = 0 la particella occupi la posizione
x=0.

Possiamo descrivere questo processo aleatorio mediante una collezione di
variabili di Bernoulli {¢ j} jen, indipendenti ed identicamente distribuite secondo
lalegge

1
PE=-D=PEj=D=5 JjeN,

dove con P(A) indichiamo la probabilita dell’evento A. Infatti, ponendo
n
Sy = Z f jr nenN,
j=1

¢ evidente che posizione della particella al tempo ¢ = tn e fornita dalla variabile
aleatoria

ng) =S, =€Sy7.

Indichiamo con p,(x, t) la probabilita che la particella si trovi in x € €Z al tempo
t = Tn. Cercheremo un opportuno limite del continuo, e -~ 0e 7 = 7(¢) — 0, tale
che il limite della distribuzione di probabilita della variabile X'* sia non banale,
ovvero descriva la distribuzione di una variabile aleatoria X; con media finita e
varianza finita e non nulla. A tal scopo osserviamo preliminarmente che

E¢H =1 se i=]j,

E;) =0, E(i¢) = .
¢ bits {[E(fi)[E(fj)=0 se i#],

dove indichiamo con E(n) il valore di attesa della variabile aleatoria n. Pertanto,

EX) =Y E€)=0, E(X)=¢’}) Y ECic) =¢’n= ggz.

j=1 i=1j=1

Questo indica che per avere una distribuzione limite non banale, con 0 < E(X f) <
0o, & necessario che €2/7 — (cost) #0 per € — 0. Altrimenti detto, lo spazio ed il
tempo microscopici devono essere scalati attraverso una dilatazione parabolica.
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Per individuare la legge limite, cerchiamo un’equazione per la probabilita
pe(x, t). Utilizzando la formula della probabilita totale,

pelx, t+7) =P(X9, =x) =P(XY, = x|X¥ = x+ ) P(X” = x +¢)
+P(XE = xX® =x-e)P(X¥ =x-¢)

1 1
= Epe(x+£, t)+zp£(x—£, 1.

Infatti, per I'indipendenza delle variabili ¢ ;, le probabilita condizionate sono

1
P = 21X = x£8) =P =FUX = x£8) =PEni1 =FD =,
dove n = t/1. Pertanto,
1
Pe(X, L +T) — pe(x, 1) = > [pe(x+& 0+ pelx—¢,1) —2pe(x,1)]. (10.16)

Supponiamo ora che in un opportuno limite di scala €, 7 — 0 la distribuzione di
probabilita della variabile X ;E) converga a quella di una variabile aleatoria reale
Xy, t €R, la cuilegge € caratterizzata da una densita regolare P(x, t), ovvero

b
P(X; € [a, b]) =f dxP(x,t) Ya<bh.
a

Questo significa che deve aversi, per €,7 — 0,

b
PXPelab)= Y pg(x,t)zf dxP(x,t) Vasbh.
xeezZ a
asx<b

Quindi deve essere p:(x,t) = eP(x,t), cosicché dalla (10.16) possiamo dedur-
re la giusta scala temporale ed un’equazione per P(x, #). Infatti, assumendo
sufficiente regolarita,

oP
P(x,t+1)—P(x,1) = TE(JC, 1)+ o(1),

2 o°P 2
Px+et)+P(x—¢€,t)—2P(x,t)=¢ F(x, )+ o(e°),
X
da cui, sostituendo nella (10.16),
oP (2.5 + 0(1) = 1¢? azp(x 5+ o(e?)
ot 21 0x2
Nuovamente, per avere un limite non banale, troviamo la necessita di una dila-
tazione parabolica. In particolare, assumendo che

52
lim— =2D>0,
e—=0 T

2
la densita P(x, t) soddisfa '’equazione del calore %—I; (x,0) = D‘;TI; (x, ) con coeffi-
ciente di diffusione D. Inoltre, poiché p.(x,0) = 0, per ogni funzione f conti-
nua e limitata,

XN = Y fpe(x,00=f0)  Ve>0.

xeeZ
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Nel limite € — 0 si deduce che E(f(Xp)) = f(0), ovvero che P(x,t) — §(x) per
t — 0% nel senso delle distribuzioni. In conclusione,

x2

Px,t)=T1(x,t) = _
(x,0)=T1(x,1) iD:

1
exp
vanDt

Altrimenti detto, la soluzione fondamentale dell’equazione del calore € la distri-
buzione di probabilita (gaussiana) del limite continuo, sotto dilatazione parabo-
lica, di una passeggiata aleatoria simmetrica. Il processo limite X; & detto moto
browniano (uscente da x = 0).

Osserviamo che
E(X,) = fde(x, Nx=0, [EX)= fde(x, ) x*=2Dt.

In particolare e chiaro il nome di coefficiente di diffusione che si attribuisce alla
costante D (o talvolta 2D): nel tempo macroscopico ¢ la particella “diffonde”
nello spazio ad una distanza media v2D¢? (in unita microscopiche significa che
diffonde ad una distanza media k ~ £e~!1/f dopo un tempo n ~ £721).

Si osservi perd che, essendo £77! — oo per € — 0, la velocita del processo

limite X; & infinita con probabilita uno. Ciog, con probabilita uno, le traiettorie
t — X; sono continue ma non differenziabili. Ed & per questo motivo che la ve-
locita di propagazione per 'equazione del calore risulta infinita: per qualunque
tempo ¢ > 0 ed intervallo [a, b] della retta, & diversa da zero la probabilita che la
particella (inizialmente posta nell’origine) si trovi in [a, b] al tempo ¢.

Piu in generale, se la particella al tempo ¢ = 0 non € posta in x = 0 ma & posta
sul reticolo €Z in modo casuale ed indipendente dal mezzo, secondo una legge
di probabilita g, (x), ovvero

PXPelab)= Y 0,

XxeeZ
as<x<b
allora
PXP elab)= Y 0 Y pelx—y0).
yeezZ xee”Z

asx<b

Assumendo che p.(x) = ep(x) per una qualche densita continua di probabilita
o(x), indicando ora con Xf la posizione della particella nel limite € — 0, si ha

b b
P(X? € [a, b)) :fdyp(y)[ dxP(x-y,1) =[ dx /dyP(x—y, new),
a a
ovvero la variabile aleatoria X f e distribuita con densita di probabilita

Pl(x,t) = fdyP(x— ¥ o),

che e la soluzione dell’equazione del calore di dato iniziale p(x).
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Illegame tra la precedente interpretazione probabilistica dell’equazione del
calore e la sua interpretazione euristica come legge di evoluzione della concen-
trazione di una sostanza (o altra grandezza fisica) risiede nella legge dei gran-
di numeri. Supponiamo che la grandezza c(x, t) rappresenti la concentrazione
per unita di volume di una sostanza che diffonde in un mezzo, costituita da un
numero N molto grande (~ 10?3) di particelle identiche. Supponendo che tale
sostanza sia molto diluita, possiamo trascurare I'interazione tra le particelle e
supporre che esse siano sottoposte unicamente all'interazione con il mezzo. E
inoltre ragionevole assumere che il moto di tali particelle non influenzi molto
I'evoluzione del mezzo. Sotto tutte queste ipotesi, possiamo postulare che I'in-
sieme delle posizioni Xﬁ”, o X ;N ) delle particelle siano N passeggiate aleatorie
indipendenti ed ugualmente distribuite.

Ora, per la legge dei grandi numeri, se N — oo, le fluttuazioni nella frequen-
za di un evento su N prove indipendenti tendono a zero, ovvero tale frequenza
tende (con probabilita uno) al suo valore atteso, che € pari alla probabilita del-
I'evento considerato. Quindi, in particolare, se N, ;(f) € il numero di particelle
che si trovano in [a, b] al tempo ¢, deve aversi

. Nu,b(t)
lim ———

N—oo0

b
= P(Xi”e[a,bl):f dxPO(x, 1),
P=1 a

dove p(x) & la densita di probabilita al tempo ¢ = 0 di ciascuna particella. Ma il
limite a sinistra € pari alla frazione di sostanza contenuta nell'intervallo [a, b] al
tempo t. Pertanto, supponendo che la massa totale della sostanza sia normaliz-
zata ad uno, ovvero [dxc(x, ) = 1, tale limite deve essere uguale a [ : dxc(x, ).
Concludiamo che c(x, t) = P?(x, t), ovvero c(x, t) € la soluzione dell’equazione
del calore di dato iniziale c(x,0) = p(x).

10.9. Soluzione di alcuni esercizi

SOLUZIONE Es. 10.1. Si ha (il coefficiente di diffusione ¢ D = 1)

2 1 |x_J/|2 2
u(x,t):fdl“(x— ,t)ey:—fd ex (— -
yi »hy V7T y €xp it y
1 x? xy 1+4r ,
=———|d —_ -
\/47”[ yeXp( 4t 2t 4t )

2t x?\ o xy 1+4t ,
=¢mexp(‘47)afdyexp(z—f Y Y)
2t x? x? 4t
- \/meXp(_E)a eXp(_4t(1+4r)) V1var
x2

X
= —— X €X —
(1+41)3/2 p( 1+4t

Paolo Butta - NOTE DEL CORSO DI FISICA MATEMATICA - © 2021



10.9 SOLUZIONE DI ALCUNI ESERCIZI 207

0 sek<3/2

Infine g (x) = tliI}l Fux,t)=<{ x/8 sek=3/2
—+00

0x 0} (x) + coyR, (x) —coyr_(x) sek>3/2

SOLUZIONE Es. 10.2. Si ha (il coefficiente di diffusione ¢ D = 1)

t
u(x,t) :fdyl“l(x—y, t)cosy+f dsfdyl“l(x—y,t—s)e_scosy
0

1 lx—yl* . )
:8?— d -
f yexp( at +iy

t lx - yI? )
+f \/4n(t s) fy p( 4(t— S)+ly

=R eixmfdzexp(——wﬁz)

d 2
Sm .
f s¢ VAR (t—ys) [ yex p( 4(t - )HZ)]

Re*F ! +f dse *Re™ (=9 = e7(1 + 1) cos x.
0

SOLUZIONE Es. 10.3. Si ha (il coefficiente di diffusione ¢ D = 1)

t
u(x, ) :1+f dsfdyfg(x—y,t—s)sinssinylsinyg
0

t sin s x—y?
=1+ | ds f ( )sin sin
fo An(i— —9 yisiny»

Lintegrale doppio rispetto alle variabili y fattorizza cosicché

t Y
w(e.f) = 1+[ gsSins sin s f " exp( |lx1 = yil” iJ/])
0

an(t—s) —9)

X2 = yal*
x%fdyg exp(——4(t_s) +1y2).

Procedendo analogamente all’Esercizio 10.2 si ha infine
t t
u(x,t)=1 +f ds sin sSeM ~=9Ige2 =79 = 1 4 gin x; sinng ds sinse?ts™?
0 0

t , 2sint—cost+e %!
=1+sinx sinxgi}f dse?s=DHs — 1 4 z sin x; sin xo.
0

SOLUZIONE Es. 10.4. La funzione armonica che soddisfa i dati al bordo e
it(x) = (L—x)/ L, pertanto, essendo il coefficiente di diffusione D = 1, 1a soluzione
formale

2.2
u(x, t) = LT+chexp( nL t)sin(%x),

n=1
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2 rL y2 y\ . (nn 2 nm z? .
Cn= zfo dy (?_Z)SIH(T},) = —(I’lﬂ)zfo dz (E_Z) sinz
2 nn ZZ 2 zz nw
=— f dcosz(——z)z— cosz(——z)
(nm)? Jo nm (nm)? nim 0
2 ni 2z 2 e 2z
+—f dz|—-1|cosz=- f dsinz [— -1
(nm)? Jo nm (nm)? Jo nm

2 2z i 4 G 8 0 sen e pari
=— sinz|— -1 +— dzsinz= —— x
i1 (nm)3 Jo (nm)3

0 1 senepari

TZZ]T

L-x 8 2 . (nm
u(x,t):T+I;)meXp —?t SIH(TJC).

SOLUZIONE Es. 10.5. Derivando la funzione ii(x) = —;—i(x—L)z + ;—ixz tro-

viamo che
T2—T1

L
Se cerchiamo la soluzione del problema nella forma u(x, t) = @(x) + v(x, t) allora
v(x, t) risolve il problema di Cauchy-Neumann con forzante costante,

) =1y, @)=t @&'(x)=

Gv_ 62U+DT2—T1
ot ox? L

v(x,0) = g(x) —a(x) per x€[0,L],

in (O)L) X lR+’

ov ov
—0,8)=—(L, =0 per =0
0x 0x

che si risolve come descritto nell’Esempio 10.6.
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