Esercizio 1 SOLUZIONE

1. Scegliendo le coordinate di V' e P come in figura troviamo:

e quindi |r| = vz 4 d?, cosicché
Ulr) = gh(lr| — 0% = SK(/a® + & — 0 ()

La massa € vincolata a muoversi lungo 'asse x, dunque la sua velocita & semplicemente .
La Lagrangiana del sistema e

L(o,d)=T—U = %ma’:Q _ %k(\/ﬁ—l—d?—é)?. 3)

. Per ricavare I’equazione di Eulero-Lagrange, calcoliamo
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L’equazione di Eulero- Lagrange %g—g = % ¢ esplicitamente
. k(Va? +d? — )z
mi=————0.o———"—. (5)
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. Grazie all’equazione di Eulero- Lagrange, la quantita
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€ una quantita conservata, infatti
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. L’equazione della curva di livello a energia E é:

=2 (B-U@)=2(B- sKVa? +@ - 1))

m

Per disegnarne il grafico, iniziamo a studiare il grafico di U(z) = 1k(va2? +d2? — ¢)>. Osserviamo
innanzitutto che limg_, +o0 U(z) = oo. Inoltre

U () = kx(vx? +d? — E).

Va? 4 d?
Dato che il denominatore & sempre diverso da zero e dato che d < ¢, U’ (x) si annulla solo se & = zo = 0
0x=x4+ = +VI? —d? ed & positiva solo se z_ < x < zg 0 x > x4. Il grafico dell’energia potenziale
¢ in figura[I] mentre il grafico delle curve di livello corrispondenti & in figura2] Quindi
e per £ < U(z+) non sono permessi moti,

e se il sistema parte in uno dei tre punti di equilibrio con velocita nulla, il moto e costante,



Figure 1: Grafico del potenziale per valori m = 1kg, £ =2m, d = 1m, g = ‘9.8')’:7,/527 k= 1kg/s2.
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Figure 2: Grafico delle curve di livello per valori m = 1kg, £ =2m, d = 1m, g = 9.8m/sz, k= Icg/s2.



e se U(z+) < E < U(wmo), il moto & periodico intorno a uno dei due minimi locali, in base alla
scelta del dato iniziale (intorno a z_, se il dato iniziale & scelto a sinistra di zo, o intorno a z4
se ¢ scelto a destra di xo).

e se E =U(xzo) e z(0) # 0, allora il moto si svolge su una delle porzioni non banali della separatrice
(i.e., o sull’occhiello destro o sull’occhiello sinistro, vedi figura), ed e asintotico sia nel passato
che nel futuro al punto di equilibrio instabile z¢ = 0.

e per E > U(zo) il moto & periodico attorno ad entrambi i minimi.

Esercizio 2 SOLUZIONE

1. Fissiamo un sistema di riferimento cartesiano tale che L & rivolto lungo 'asse Z. Quindi,

pcosf 0
x = | psinf L= 0 . (7)
0 Omp?

Se |L| = L, osserviamo che 6 = mip27 quindi ’energia meccanica e
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E=gmp® + 5mp*0® + V(p) = 5mp” + V(p) + (8)
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Definendo Vis7(p) = V(p) + =25 = A

p Do g i
Tmip? 02 7, i riduciamo a studiare un problema unidimen

2mp
sionale in p.

2. Studiamo il grafico di Vess(p). Osserviamo innanzitutto che lim,_,o0 Vess(p) = 00, limp— o0 Vesr = Ao.
Studiamo poi il segno della derivata di Veysy:

_ 2mrgAop® — L*(p* +18)°

a mp®(p? + 1)

Virs(p) (9)

Tale espressione si annulla se e solo se

2mrg Aop* — L*(p* +715)> =0 (10)
0, equivalentemente,
(2mrg Ao — L?)p" — 2L%rgp*> — L?rg = 0, (11)
che ha soluzioni
o LPrg £ /Lird + L2r§(2mr2 Ao — L?) 514 +/2mr3Ao/L? (12)
Pt = 2mr2 Ay — L? =To 2mriAo /L2 —1 °

Tali soluzioni sono accettabili solo se positive. Per 0 < L < /24gmr2, p?,_ ¢ positiva (e quindi &
accettabile), mentre p2 & negativa (e quindi non & accettabile). In conclusione, V/;(p) si annulla solo

se p = py, con
1+ +/2mr2Ag/L?
P+ =To 9 2 B} )
mri Ag/L? — 1

€ negativa per p < p4+ e positiva per p > p4. Il grafico di Veyss € in ﬁgura@
3. 1 grafici delle curve di livello sono in figura [4

4. Al variare di E i moti possibili della variabile radiale sono i seguenti:
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Figure 3: Grafico del potenziale efficace per 0 < L < 2Aomrg (blu), e del valore costante Ay (viola).

Figure 4: Grafico delle curve di livello per 0 < L < y/2A0mT‘(2).



e Per £ < V(p4) non sono ammessi moti.
e Per E = V(p4) l'unico moto possibile & quello costante sul punto di equilibrio stabile p(t) = p4.
e Per V(py) < E < Ap i moti di p sono periodici intorno a p+.

e Per E > Ao i moti sono aperti e tendono asintoticamente all’infinito, sia nel passato che nel
futuro. In particolare, per E = A i moti tendono asintoticamente all’infinito, che viene raggiunto
con velocita radiale nulla.

Se fissiamo un valore di F per cui il moto radiale & periodico e non banale (i.e., V(p—- < E < Ag) il
periodo del moto radiale &
s dp
T =2 / . (13)
71 (B = Verr(p))
) (E)

dove ng e py ’ sono le due soluzioni di E = V5¢(p). Se p(t) & la soluzione per quadrature corrispon-
dente, la soluzione del moto angolare &

0(t) = 0o +/O ds#(s), (14)

che puo scriversi come somma di un moto circolare uniforme 6y + wot di periodo T> = 27 /w2, con

L s d
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e di un moto periodico di periodo T;. Il moto complessivo & periodico se e solo se T1/T> € Q, ed &
quasi-periodico altrimenti.

. Un caso in cui il moto complessivo & periodico ¢ quello in cui il moto radiale & banale, p(t) = p+. In
tal caso il moto complessivo & circolare uniforme, di periodo T' = 27 /w, con
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