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Esercizio 1 - Pendolo di Foucault - SOLUZIONE
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2. I versori che generano il piano tangente alla superficie sferica nel punto identificato dal parametro ¢
e dagli angoli o e ¢ sono

—sin¢ COS (¢ COS ¢
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Ricordando che
0
go=—101],
go

dobbiamo calcolare Q - €a,6 € go - €q,¢. Sitrova che

Q- €y = Z(ﬁsina—l—%q&dcosa,
Q- éq =li—0d*sinacosa
go- €y =0

go - éa = —mgo sina
da cui le equazioni del moto nelle direzioni é, e é, sono rispettivamente

ésinoe—i—Qqucosa =0

li — 0d° sinacos o = —mgo sin a
che sono le equazioni di Eulero- Lagrange del pendolo sferico, come aspettato.
3. Come trovato a lezione, I’equazione del moto, tenendo conto della rotazione terrestre, &
Q=go— QAN QAR —2QAQ. (5)

dove nel secondo addendo del termine di destra abbiamo usato |Q| < |Ro|. Ridefinendo quindi
g=go— QA (2 ARo), I'equazione del moto &

Q=g9-20/Q (6)

dove F. = —m2Q A Q ¢ la forza di Coriolis.



4. Dobbiamo calcolare esplicitamente F. e proiettarla lungo le direzioni é, e €., tenendo conto del fatto
—sinf
che Q =w 0 dove, se A ¢ la latitudine, § = 7/2 — A. Otteniamo
cos 0

—(&cosasing + ésinacos¢) cos
—m2Q A Q= —2mlw | dsinasin + (& cosacos ¢ — ¢psinasin ¢) cos (7)
— (& cos asin ¢ + ¢ sin «x cos ¢) sin 6

quindi
F. -éy = —2mwl (d cos & cos 0 + asin «v sin ¢ sin 9)
F.-é, = —2wml (fqlﬁcos asin a cos @ — ¢sin® o cos ¢ sin 0) .
Usando l'approssimazione o < 1 e & < 1 otteniamo
F. -éy = —2mwlccosb,
F. -é, = 2wm£q.$oz cos 6. ©

Sommando i termini della forza di Coriolis alle equazioni di Eulero-Lagrange del pendolo sferico,
otteniamo le equazioni di Eulero- Lagrange del pendolo di Foucault:

{Z(d — aqz52) = —ga + 2w cos Olag,

- ad’) ; (10)
Lad + 2a¢) = —2w cos OLc.

5. Introduciamo la variabile complessa z = ae'®. Quindi
i = e (& +igd), )
5= it ((d — ad?) + i(ad + 2@&)) .

Definendo wi = g/¢, allora grazie alle equazioni di Eulero- Lagrange riconosciamo che

%+ 2iwcos 0% + wgz = 0. (12)

Se prendiamo una condizione iniziale tale che il sistema parta da fermo (velocita nulla), in posizione
#(0) =0 e a(0) = § < 1, allora dobbiamo risolvere il problema di Cauchy

%+ 2iwcosfz + wiz =0,

2(0) =9, (13)
2(0)=0

I1 polinomio caratteristico e
A 4 20w cos A + wi =0 (14)

le cui radici sono

At = —iwcosf £ y/—w? cos? § — w2 =: —iw cos O £ . (15)
Osservazione: wo =~ 3rad/s, wcosf ~ 4.9 -10~°rad/s, quindi ©@ ~ wo. Quindi
2(t) = e eSOt (Aeim + Befim) con A, B € C,
2(0) = A(iw — iwcos ) — B(iw + iwcosf) =0 =
2A® — §(w + wcosh) =0



da cui otteniamo A = &+twcosl o 5/2 = § — A= (1 —wcosf/w), da cui

| itweos (8 (1, weosO) e 8 (1 weosf) ) _
z(t)=e (2<1+ 5 )6 +2(1 S e

—i(wcos 0)t

(17)

i w cos O
= e (weosO)t (cos Wt + 1 sin @t) ~ § coste
11 pendolo oscilla (angolo «) con frequenza @. Il piano di oscillazione precede ruotando (variazione
dell’angolo ¢) con periodo —27— (ovvero senso orario nell’emisfero boreale in cui € [0,7/2), e in
senso antiorario nell’emisfero australe, in cui 6 € (7/2,7]). All’equatore (§ = m/2) il suo periodo &
o0, ovvero il piano non ruota.

Esercizio 2 - SOLUZIONE Vedere le dispense del Prof. Gentile, cap.8, esempio 34.12: le dispense sono
disponibili online al seguente link: http://www.mat.uniroma3.it/users/gentile/2014-2015/FM410/testo.html

Esercizio 3 - SOLUZIONE Vedere la soluzione dell’esercizio 3 dello scritto del 6-9-2013 del corso di
FM210 2012-13, disponibile online al seguente link:
http://www.mat.uniroma3.it/users/giuliani/public_html/didattica/FM210_2012/scritto-s_6-9-13.pdf



