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EsErcizio 1. Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a muoversi senza
2 2
attrito sulla superficie di equazione z = £log = ;y , con £ > 0. Il vincolo puo
supporsi ideale. Oltre alle forze di reazione vincolare, il punto ¢ soggetto a
x

due forze attive conservative: la forza peso, e laforza F =k | y |, con k > 0.
0

1. Si descriva il vincolo in coordinate cilindriche (z, p, @), e si scriva la La-
grangiana del sistema, usando come coordinate Lagrangiane le variabili
ped.

2. Si riconosca che il sistema ammette una coordinata ciclica. Si identifi-
chino le grandezze conservate del sistema.

3. Si risolvano le equazioni del moto per le variabili p e 8 per quadrature.
Dopo aver disegnato le curve di livello nel piano delle fasi ridotto (p, p),
al variare delle grandezze conservate del sistema, si discuta la natura
qualitativa del moto radiale e del moto complessivo.

4. Si identifichino dati iniziali corrispondenti a un moto complessivo pe-
riodico, e si calcoli il periodo corrispondente.

SOLUZIONE.
1. L’equazione parametrica del vincolo in coordinate cilindriche ha la
forma:
p cos 6
X = psin@
201og(p/0)
La velocita di un punto che si muove sul vincolo €, in tali coordinate,
cos 0 ~[—sinf
x=p|sind | +pf | cosf
20/p 0

cosicché 'energia cinetica del sistema prende la forma:

mr. 2 -
T=73 [p2(1 + 4?) + p292].



La forza attiva gravitazionale & associata al potenziale U; = mgz,
x

mentre la forza attiva F = k| y | e associata al potenziale Uy =
0

—£(2? + y?). L'energia potenziale totale del sistema & quindi

k
V =mgz — =(2° +*)

2
che, in coordinate adattate al vincolo, prende la forma:
p ko,
V =2mgllog = — —p~.
mge log / 20

In conclusione, la Lagrangiana del sistema &

mry .9 2 99 p k:2
N 144— -9 loc &+ 22
L z[p(—i— 2)+p<9} mgﬁogg—i—zp

. Il sistema assegnato, come ogni sistema meccanico, ammette 1’energia
come grandezza conservata:

2

Inoltre, dalla forma della Lagrangiana al punto precedente, si vede che
f e una variabile ciclica: quindi il momento coniugato % associato a 6
¢ una grandezza conservata:

_ a4 Pk
E—2[p(1+4p2)+p9]+2mg€log€ p-.

2
% mp-0 = L,
che ha l'interpretazione di terza componente del momento angolare. In
conclusione, il sistema ammette due grandezze conservate: ’energia F
e il momento angolare L.

Si noti che, usando la conservazione di L, possiamo riesprimere 6 in

termini di L e p:
L

mp?’
cosicché I'energia meccanica puo essere equivalentemente riscritta nella
forma:

9.:

m 2 2 p k m 2
E=—p*(1+4= 2mgllog = ——p* = —p*(14+4—=)+V,
dove nell’ultima identita abbiamo introdotto il potenziale efficace

2
p ko,
Ve = 2mgllog = — =p°.
7£(p) omp? T 2metlog = 5p



3. Nel caso in cui L = 0, il moto si svolge lungo una semiretta passante per
I'origine. Chiamando r la coordinata lungo tale semiretta, e assumendo
r > 0, il sistema si riduce a un sistema conservativo unidimensionale,
di energia: ,

E = %7’"2(1 + 45—2) + 2mg€10g% — §r2.
Il potenziale efficace, in questo caso, € uguale a U(r) = 2mgllog %—%72,
che ¢ una funzione concava, che diverge a —oo sia per r — 01 che
per r — 400, e quindi con un massimo globale nel punto r; in cui
si annulla U'(r) = 2mgl/r — kr, i.e., 11 = /2mgl/k. Tale punto &
quindi un equilibrio instabile. Il sistema ammette: o il moto ‘banale’
sul punto di equilibrio, o moti aperti che divergono a +oo sia nel futuro
che nel passato, o moti aperti che divergono a 400 nel futuro e cadono
nell’origine nel passato (o viceversa), o moti che cadono nell’origine
sia nel passato sia nel futuro, o moti critici che cadono nell’origine nel
futuro e tendono al punto di equilibrio nel passato (o viceversa), o moti
critici che divergono a +oo nel futuro e tendono al punto di equilibrio

nel passato (o viceversa), a seconda della scelta dei dati iniziali.

La soluzione per quadrature corrispondente e
t—tyg ==

Nel caso invece in cui il momento angolare L # 0, il potenziale efficace
tende a +oo per p — 0% e a —oo per p — +o00. La derivata ¢ uguale a
L?  2mgl k 2mgl L?
/ _ I A - _ 4 2T 2 -
eff(p)_ mp3+ P p p<p L P +mk‘)’

le cui radici sono date da

A=) -

Solo le radici positive sono accettabili fisicamente, quindi la deriva-

. N L
ta del potenziale efficace si puo annullare se e solo se \/‘Tik < ngZ.

Distinguiamo quindi tre casi, a seconda del valore di |L|.

1) JEL « mat. 14 derivata di Vess si annulla per due valori distinti di
0, c\(chlameremo p1 € pa:

L T Y S [
p1= A Vi 2 mk’

3




Il grafico qualitativo di V.ss(p) € mostrato in Fig.1, insieme a quello

delle curve di livello
) 20E -V,
P ( fﬁ@)

nel piano delle fasi ridotto (p, p).

TNyl T Ty
BE ANNARR RS

Figura 1: Grafico del potenziale e curve di livello nel caso (1)

2) \}% = nge: la derivata di V¢ si annulla per un solo valore di p, che
chiameremo py:
mgl
PN

Il grafico qualitativo di V.ss(p) € mostrato in Fig.2, insieme a quello

delle curve di livello
) 208 -V,
P ( fé@)

nel piano delle fasi ridotto (p, p).

3) \}% > nge: la derivata di V.r; non si annulla mai: V.y; € una
funzione monotona decrescente per p > 0. Il grafico qualitativo di

Verr(p) € mostrato in Fig.3, insieme a quello delle curve di livello

o 2(E = Vegs(p))
P= jE\/ m(1+4%)

nel piano delle fasi ridotto (p, p).



Figura 3: Grafico del potenziale e curve di livello nel caso (3)

La soluzione per quadrature e

o 1+4f2 ;
ST / 2(E — Veff D)

Il sistema ammette moti aperti, che divergono all’infinito sia nel passato
che nel futuro, in tutti i casi tranne i seguenti:

Vmk k-
(i) se E = Vepp(pi) e p(0) = pi, coni = 1,2, il moto ¢ ‘banale’: p(t) = p;.
(ii) se Vepp(rhor) < E < Vers(p2) € p(0) < p2, il moto radiale & chiuso e

periodico (consiste in oscillazioni attorno al punto di equilibrio stabile



p1), di periodo

B P+ m(1 + 42—2)
v \/2<E Vo

(iii) se E = V.rs(p2) e p(0) < pa, il moto e chiuso e aperiodico: tende
asintoticamente al punto di equilibrio instabile p, sia nel passato che
nel futuro.

(iv) se E = Vsp(p2) € p(0) > po, il moto e aperto: tende asintotica-
mente al punto di equilibrio instabile py nel passato e diverge a +oo
nel futuro (o viceversa).

2) b < met,
(i) se E = V.rs(p1) e p(0) = p1, il moto ¢ ‘banale’: p(t) = p;.

(ii) se E = Vepp(p1) € p(0) > py, il moto € aperto: tende asintoticamente
al punto di equilibrio instabile p; nel passato e diverge a +o00 nel futuro
(o viceversa).

Una volta risolto per quadrature il moto radiale, il moto angolare si
ottiene per integrazione diretta:

t
L
t) _00+/0 —mp2(5>d

. Un caso particolarmente semplice si ha quando p(t) = p;, con i = 1,2
nel qual caso
H(t) = 90 + WQt,

con
L
Wo = — -
mp;
In tal caso il moto complessivo e circolare uniforme, di periodo
27Tm,012
T, = 22
L

In generale, se il moto radiale e periodico non banale, il moto angolare e
quasi-periodico, e consiste nella somma di un moto periodico di periodo
T; e di un moto circolare uniforme di periodo 75, con

2 ].+4£2
T, =" d
2wy / mp\/ E— Veff "

I1 moto complessivo sara effettivamente quasi-periodico solo se 17 /15 ¢
Q, e periodico altrimenti (se T}/Ty = p/q, con p e ¢ interi primi tra
loro, il periodo del moto complessivo ¢ T' = T1q = Tsp).




ESERCIZIO 2. Si consideri la Lagrangiana

) 1. _
L(q,q) = §q2q26 a.

1. Si scriva 'equazione di Eulero-Lagrange.

2. Si determini I’'Hamiltoniana corrispondente e si ricavino le equazioni di
Hamilton.

3. Si scriva l'equazione di Hamilton-Jacobi per la funzione generatrice
di seconda specie S(q, P) che mappi 'Hamiltoniana del sistema in
H(Q.P) = P22

4. Dopo aver determinato una soluzione S(q, P) all’equazione di Hamilton-
Jacobi, si determini la trasformazione canonica corrispondente e se ne
identifichi il dominio di definizione.

5. Usando la trasformazione canonica determinata sopra, si risolvano le
equazioni del moto con dato iniziale ¢(0) = p(0) = 1. In particolare,
si riconosca che q(t) = f~1(t) con f~! I'inversa funzionale di f(q) =
—2(q +2)e™2 per ¢ > 0. Si identifichi I'intervallo di definizione della
soluzione e si verifichi che tale soluzione risolve ’equazione di Eulero-
Lagrange originale.

SOLUZIONE.

1. L’equazione di Eulero-Lagrange del sistema ¢

d .2_(17.2_(1( q2)
alire) =i (a=73)

Svolgendo la derivata e si trova che tale equazione e equivalente a
1 1
. -2 - =
=4 (2 q)

2. Il momento coniugato a q e
p=qqe,
che si puo invertire in ¢ = q%eq. L’Hamiltoniana del sistema e quindi

2

_ P

= 5.2¢"
g=ler  2q

H = [pi— £(q,4)]




Le equazioni di Hamilton corrispondenti sono:

. L’equazione di Hamilton-Jacobi richiesta e:

By
aq/) 2
che implica
oS
— 4+ Pae" /2.
dq 1

Scegliendo, ad esempio, la determinazione positiva, e integrando ambo
i membri rispetto a ¢, troviamo come possibile soluzione:

S(q, P) = —2Pe™"?(q +2).

. La trasformazione canonica corrispondente alla funzione generatrice
determinata sopra si ottiene invertendo la trasformazione:

p=% =Pge
Q= gg —2e79%(q + 2)

che ci da

Q = ~2e92(¢ +2)
P = Bed/?
q

Tale trasformazione e ben definita per ¢ # 0. Se supponiamo, ad es.,
che ¢ > 0, la trasformazione & invertibile da (¢,p) € [0,00) x R in
(@, P) € [-4,0) x R.

. Per costruzione, I'Hamiltoniana nelle nuove variabili ¢ H(Q, P) = P?/2,
le cui equazioni di Hamilton sono Q = P, P = 0, che sono risolte da

Q(t) = Q(0) + P(0)t,  P(t) = P(0)

I dati iniziali assegnati corrispondono a Q(0) = —6/+/e, P(0) = /e,
cosicché la soluzione alle equazioni del moto e semplicemente

wv~%+ﬁupwzﬁ



Per ottenere la soluzione in termini delle variabili originali dobbiamo
invertire tali equazioni. Ricordando che @ = f(q), con f(q) = —2(q +
2)e~%/2, otteniamo immediatamente che

con f~! linversa funzionale di f(g). Si noti che tale inversa ¢ ben
definita, come funzione da [—4,0) a [0, +00), poiche f(q) ¢ strettamente
crescente, e quindi invertibile, su ¢ € [0, +00): infatti f'(q) = ge~%/2,
che e positiva per ¢ positiva.

q(t) = [

Una volta ottenuta la soluzione per ¢(t), la soluzione per p si trova
usando che P(t) = %eq“)/ 2, cosicché, ricordando che P(t) = /e,

p(t) = Veq(t)e 12,

Il dominio di definizione della soluzione si ottiene richiedendo che ’ar-
gomento di definizione di f~! appartenga al suo dominio di definizione,
[—4,0). Otteniamo quindi:

6 4 6 6
—4 < —— t<0 & —4+-—<t<-.
- \/EjL\/E \/E+e_ e

Verifichiamo che la soluzione trovata per ¢(t) verifica 'equazione di
Eulero-Lagrange originale: derivando ¢(t) e usando il teorema della
derivazione della funzione inversa troviamo:

o /e _e(q(’i)Jrl)/2
1= 5w = a0

Derivando nuovamente troviamo:

(1) = (t)elaO+/2 (%(t) _ q21(t)>.

Ricordando che ¢(t) = %, vediamo che tale equazione si puo

riscrivere nella forma

come volevasi dimostrare.



