Tutorato 7 - MA/FM210 - 15/05/2018

Esgrcizio 1. Un sistema piano articolato a vincoli perfetti € costituito da una sbarra rigida
rettilinea AB omogenea pesante (di lunghezza 2¢ e massa M) collegata in A con una cerniera
ad una lamina (di massa 2M) vincolata a muoversi di moto traslatorio rettilineo in direzione
orizzontale. All’istante iniziale ¢, il sistema si trova in quiete (i.e., velocita nulla) con la sbarra
in posizione orizzontale.

e Scrivere la Lagrangiana del sistema usando come coordinate Lagrangiane ’angolo 6 indi-
cato in figura e la posizione orizzontale z di A calcolata rispetto a O, come mostrato in
figura.

e Scrivere le equazioni di Eulero-Lagrange del sistema. Si riconosca che I’energia meccanica
e conservata. Inoltre, si osservi che x e una variabile ciclica e si calcoli il momento
conservato corrispondente.

e Si calcolino i valori delle due grandezze conservate corrispondenti al dato iniziale asse-
gnato. Usando la due leggi di conservazione, determinare le velocita dei baricentri G
della sbarra e G5 della lamina nel primo istante £; successivo a tg nel quale la sbarra e
verticale. Usando le equazioni di Eulero-Lagrange, si calcolino le accelerazioni di Gy e Go
all’istante t;.

e Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema e studiarne la stabilita

SOLUZIONE. Se (c1,c2) sono le due coordinate del vettore AGy, abbiamo

TGy, =T +c1 TGy, =X
2 - 2

YG, = C2 Ya, =0



Pertanto ’energia cinetica della lamina ¢ Th = M42. Inoltre

Ja, = £0sin 6

rq, =+ {sinf N @G, =i+ 00 cosh
yg, = —fcosf

Applicando il teorema di Konig otteniamo che I'energia cinetica dell’asta ¢ (ricordando che il
momento d’inerzia dell’asta attorno al baricentro & I = &M (20)? = M (?):

1 . . 1 . 1 2 . :
Ty = §M(;i:2 + 020% 4 200 cos 0) + EMEQGQ = §M:i'2 + §M€292 + M6 cos 6.

La barretta & soggetta alla forza peso per cui: V(0) = —Mgl cosf. La Lagrangiana ¢ ¢ quindi:

L= gMabz + §M€292 + M0z cos 0 + Mgl cos 0.
e Abbiamo:
oL S .
— = —M/{0isind — Mglsin 6
00
4 .. .
DOL 125 1 M cos0 — Meibsind
dt 90 3
oL
= 0
ia—ﬁ = 3Mi + M cos 0 — Me6%sin 0
dt 0z
Pertanto le equazioni di Eulero-Lagrange sono:
doL 4 i : : oL
77.:7M2 MU — M{ibsi — _M/isi M . _ Y=
T R 020 + M/{i cos O £i6sin 6 L0 sin 6 glsinf 20

d oL . - 9 . oL
T 3Mz 4 MO cosf — MEO”sinf =0 = o
L’energia meccanica e:
3

E= iMjcz + ;Mﬁé? + M1 cos @ — Mgl cos 6.

La verifica esplicita della conservazione di E e lasciata al lettore. Notiamo inoltre che

g—ﬁ = 0 pertanto la variabile x & una variabile ciclica e quindi il momento conservato

corrispondente,

Dz = % = 3M i + M0 cos 0,
0z

e una grandezza conservata: p,(t) = I.

e O(to) = § e, poiché il sistema ¢ in quiete, &(tg) = 0 e é(to) =0. Quindi E=0e I =0.
All’istante t; abbiamo 6(t1) = 0, e dunque, usando le leggi di conservazione di F e I,
troviamo che, all’istante t1:

%i2+§€292+€91‘—g€:0 - §92+§¢92—92§—g:0 - O(t) = —/%
3¢ 400 =0 i=—t0 ;

cosicché le velocita di G1 e Gy all’istante t1 sono:

() - ) - (),



() -(4)- ().

Per calcolare le accelerazioni, rimpiazziamo i valori trovati per le velocita nelle equazioni
di Eulero-Lagrange. Troviamo cosi che, al tempo ¢;:

Mo+i=0 (t1)
. Rt
3i+00=0 i(ty)

Le accelerazioni di G1 e Go al tempo ¢; sono quindi:

(geGl (t1)> _ ('x’(tl)jt 00 (t1) cos O(t1) — EQQ(tl)sinH(t1)>
i, (t1) 00(t1) sin 0(t1) + £€0%(t1) cos O(t1)

(i) 5) -0

v, (t1))  \ 0 ) \0/)°

I punti di equilibrio (z*,0*) sono tali che i moti ‘banali’ (z(t),0(t)) = (z*, 6*) risolvono
le equazioni di Eulero-Lagrange. Troviamo sinf* = 0, e quindi #* = 0,7. I punti di
equilibrio sono quindi infiniti, della forma (z*,0) o (z*,7), con z* € R. Notiamo che il
potenziale V(0) = —M gl cos# ha un minimo in # = 0 e un massimo in § = 7: i punti

di equilibrio della forma (z*,0) sono quindi stabili, mentre quelli della forma (z*,7) sono
instabili.

0
0

(209> ’
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Esercizi svolt;

mn——-

= 6. Un sistema olonomo ¢ formato -

d. Uuna circonferenza materiale, omogenea,
Pesante vy, di massa M centro C e raggio
— R, vincolata con una cerniera il cui asse &
orizzontale, passa per un punto A di vy, ed
€ ortogonale al piano di v medesima; |
b: un elemento materiale pesante FE di mas-
$a m vincolato senza attrito a .
1 - Determinare le configurazioni di equili-
brio del sistema e studiarne la stabilita.

2 - Scrivere le equazioni di Lagrange, e ri-

mg conoscere sotto quali condizioni sono

possibili moti in cui I'elemento rimane

z in quiete rispetto alla circonferenza
Fig. 5. Esercizio 6. nella posizione diametralmente oppo-

sta ad A.

3 - Studiare le piccole oscillazioni intorno alla configurazione di equilibrio stabile.

Risoluzione

1] sistema. & olonomo a due gradi di liberta: scelta una terna di riferimento
come in figura, conviene prendere come coordinate lagrangiane:
0 - anomalia che il raggio CA forma con la verticale, contata positivamente
in verso antiorario rispetto all’asse v,
¢ - anomalia che il raggio C'P. forma. con la verticale, equiorientata con 6.

1. Poiché la sollecitazione agente sul sistema & conservativa, conviene cercare
le configurazioni di equilibrio determinando i punti di stazionarietd dell’energia
potenziale espressa in funzione delle coordinate lagrangiane. Tale energia & data
da:
II = —Mgzo —mgzp + C;

esprimendo z e zp in funzione delle coordinate lagrangiane:

2y = Rcos 7
(1)

zp = R(cos 0+ cosp),

Lespressione cercata per 'energia potenziale & date dalla

(2) I1(9, ) = — (M + m)gRcosf — mgR cos .
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234 Capitolo 8 - Sistemi olonom;

Da questa si ha: : \
(3) %%[=(Em+m)gRsin0 : g_gzngSin«p;
le soluzioni del sistema

che sono:

=0 pp=m ' p3=0 ' pg=m '’

individuano quindi le quattro configurazioni di equilibrio del sistems, Per gt
diare la stabilita di queste ultime, si calcolano le derivate seconde dj IT, le qua)
posto: A = (M + m)gR > 0, e: B =mgR > 0, sono: '

%11 811 %11 %11

—— = Acosf , = =0 , —=B

aez ~ °%® 800y  9¢pd8 8oz T Y
i valori che queste assumono sui punti di stazionarieta danno luogo alle matrici
hessiane:

A 0 A 0 —-A 0 -A 0
Hl:(o B)’H2=(o —B)’H?’:( 0 B)’H4=( 0 —B)'
Dall’esame di tali matrici si riconosce immediatamente che:

a - la configurazione 1 & di minimo relativo proprio per II e quindi, peri
di Dirichlet, essa e di equilibrio stabile;

b - le configurazioni 2, 3 danno luogo a forme quadratiche indefini
una forma quadratica definita negativa e quindi, per il teorema di Liapout
esse sono tutte e tre di equilibrio instabile. ' .

.
)

] teorema

te, € la 4 ad
ov,

2. L’energia cinetica del sistema & data dalla:

_ 15,1 o

T = §Jy9 + 5™MVp;
ber poter scrivere le equazioni di Lagrange essa va espress2 in
componenti lagrangiane dell’atto di moto (6, ¢). Essendo: Zp = R

¢ 2p = R(cos 6 + cos ), risulta

funzione el

(sin 0+ sing)

Tp = R(cos66+cospy) ; 4p=—R(sinff +sing @)

e quindi:
2 B .
VP = R2[6% + 2 + 2cos(6 — )0d]-

4
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T
per il teorema di Huyghens e&:

Jy = Jo + MR’ = MR? + MR? = 2MR?
¢ quindi J’espressione lagrangiana dell’energia cinetica & data dalla:
1 : . :
(4) T = §R (2991 + m)6? + m¢? + 2m cos(8 — )0¢p).

Derivando quest’ultima e ricordando le (3) si ottiene allora, per le equazioni
di Lagrange, 1’espressione:

Ly: (290 +m) RO+mR cos(6— p)p+mRsin(0 —)p*+(MM+m)g sind =0
L,: mR cos(0 — )0 + mRp — mRsin(6 — ©)8? + mgsing = 0.

Per rispondere alla seconda parte della domanda, si osservi che i moti
richiesti sono caratterizzati dal fatto che in ogni istante deve essere:

(5) 0(t) = o(t)-
Sostituendo nelle equazioni di Lagrange, si ottiene allora:
L,: 20M+m)R§ + (WM+m)gsind = 0
pr : omR6 + mgsin 0 = 0,

Le due equazioni di Lagrange si traducono dunque nella medesima equa-
zione differenziale nell’unica incognita cinematica 6(¢):

9+§gﬁsin9=0.

I moti richiesti sono quindi possibili(4), ed in questo caso il sistema s1 com-

porta come un pendolo composto [Lezioni Cap. 13 1. 11].

3. La configurazione di equilibrio stabile coincide con I'origine delle coordinate
lagrangiane: le forme ridotte dell’energia cinetica € del potenziale si calcolano
immediatamente ottenendo:
: a1 - -
7 = Lp2[(omt + m)6* + m® + 2m0¢] = >R 20162 + m(0 + ¢)°]
2

Ur = —%[(Dﬁ +m)6? + my].

izione

(4 3 . . “ o s e . . " H
Essi si realizzano ogni volta che le condizioni iniziali siano compatibili con la restr

(5), e cios quando sia 0 = @) Yo = %o
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Capitolo 8 - Sistemi olonomi

Le equazioni linearizzate di Lagrange sono allora: \

I (2s.m+m)R[9' + mR + (M+m)gs -

236

%

0
Ly mRO  + mR$ + . mgp o

A questo sistema di equazioni linearizzate possono essere applicat; j
esposti nei n. 9-10 senza alcuna modifica; utilizzando gli stessi simb; él'netodi

(2m +m)R mR) (—(DﬂHm)g 0
Chp = sy Qpg =
hk mR mR e 0 _mg) ;

il sistema, (10.10) assume la forma:
(290 + m) Rw? — (M + m)g]B; +mRw?B, =0
(6)
mRw?B, + [mRw? — mg|B, = 0,
e ’equazione secolare associata diviene

(291 + m) Rw? — (9N + m)g mRw?
|Cw? + A| = = 0.
2

mRw mRw? —mg
Sommando le due righe, e sostituendo la somma alla prima di esse, si ha:

2(M 4+ m)Rw? — (M +m)g m(2Rw? — g)

|Cw? + A| = =
mRw? mRw? — mg
M+ m m
= m(2Rw? — =
m( g) _sz sz _ g}

= m(2Rw? — g)[MRw? — (M + m)g] = 0.
Le soluzioni (gli autovalori) dell’equazione secolare sono dunque

w% g 2 Dﬂ—l—m'

"2R 2T 97gR
Per w = w,, il sistema, (6) si riduce alla sola equazione:

Si ottiene dunque:
- By =By =1;
e . . . . 1
e piccole oscillazioni corrispondenti sono espresse dalle funziont
0(t) = p(t) = cos (wit +1,) .

4
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Per w = W, il sistema (6)

si riduce alla solg, equazione:
(M +m)B, + mB, = 0.

gj ottiene allora:

Bi,=1, B, = _937+m; ‘
m
in questo caso le piccole oscillazioni sono espresse dalle funzioni:

0(t) = cos(wyt + 1b,)

o(t) = — m;; m cos(wyt + 1s).
La soluzione generale del sistema delle equazioni linearizzate & allora:
0(t) = A; cos(wit + ;) + Ag cos(wyt + ¥5)
M+ m

o(t) = A, cos(w;t + ;) — 4, cos(w,t + ).

Si osservi, infine, che in questo caso si possono ricavare direttamente, ed
in maniera non troppo complicata, le coordinate normali [n. 10]. Infatti, som-
mando le L} ed L7, tra loro si ottiene:

(8) 2(9 + m)RE + 2m R + 2(M +m)Rgd + 9mRgy = 0;
moltiplicando poi la L7, per (M +m), e sottraendola alla Lj moltiplicata per
m, si ha:

(9) omR(6 — @) +m@+m)g(6 —¢) =0

La forma di queste equazioni suggerisce immediatamente le combinazionl

che esprimono le coordinate normali:
9:1=(£m+m)6+mcp o m=0-¢

oni differenziali autonome, la

ttivamente due equazi
WA A s o nell’incognita T, (1):

prima, nell’incognita z,(t), la second
= 9 . =0
Z, + 2R 1

(10) m+m -0
Bt 9 R 2

. ' . o\ e_
. + con le pulsazio! w, ed wy 81& d
Si ritrovano, naturalmente, i moti armonicl €
)

terminate con 1’altro metodo-

P
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Quindi I’energia cinetica ha la forma:
(3) B |
4. Dalle (3) e (2) si ha immedia,ta,mente:

= TI(G,O)

—

T = SR + %m[(%RB + §) + &7

8.n352 ¢ 1 (1lpd . A°
= S+ gm(5RO+€)"

Ut =~ L[S+ m)gRe" + 2mgte + ke?|

quindi
OT* _3Bpom25, Lo (lpo L &\R .
5 = iR 9+2m(2 é)
OT* _ (lps ¢
»é—g——m(QR6+§) y

e in definitiva

[ N

— Esame del 27 giugno 1994

al” ¢

oo

- ou*

73

mRO +mé +mgh + k& =0,.

1
=~ (M m)gRY - myg

= —mgf — k¢

e - 1
(30 + m)R26 + %mRE + 2(+ m)gR + mgt =0

Un disco rigido, omogeneo, pesante, di massa 9 e raggio R, é vincolato ad ap-
partenere ad un piano verticale w in modo tale che il punto A del suo bordosi

mantenga sempre sulla retta verticale a di .
Sul punto B del disco, diametralmerire oppo-
sto ad A, agisce una forza elastica f = kBO
con centro il punto O di a, e k = MNg/R
(A>0).

Scelta come terna di riferimento la ter-
na RC(Oxyz) come in figura, e scelte come
coordinate Iagrﬂgiane l'ascissa z di A e I'a-
nomalia 6 che AB forma con la verticale di-
scendente, si chiede:

Domande:

1~ determinare le posizioni di equilibrio del
disco e studiarne I3 stabilita;

2 — scrivere e equazioni di Lagrange;

fz=a

. 1994
Fig. 11. Esame del 27 giugn?
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3

T
co venga abbandonato con atto di moto nullo, all'istantetg, nella

g — postoche il dis
0, z = R), determinare I'accelerazione del suo baricentro in

posizione P (6=
tale istante.

Cenni di risoluzione,

1.
zo = Rsinf | Ty = 2Rsind
(1) ; =
zg = 2+ Rcost zg =z +2Rcosf
—s |BO)? = 2* + 4Rzcosf + 4R?.
Potenziale:

U(8,z) = Mg(z + Rcos 6) — %Aﬂ;{tg (2% + 4Rzcosb) + ¢

Ricerca dei punti estremanti:

au . :
] = mgﬁgRst—{—Z)\Dﬁgzsmﬂ o — { (2,\z-—R)sin8=“—0
,\z:R—-z)\RCDSB

L g — )\%?-z — 2 Mg cost
0, si ottengono le due soluzioni

P = (9:0,2«_—_:’;—212) e P, = (azw,z=§+2R)
Prendendo invece: 22z — R =0, si ricava cos @ = ;417. See A >

@ due ulteriori soluzioni: P, 3 = (0, g) con § = + arccos 71‘)" Se invece & A < ?i" e
S{ ottengono altre soluzioni perché non esiste alcun angolo per il quale sia cos 6=
o se infine & A = % si ottiene cosf =1 = g = 0 soluzione gia considerata.

Prendendo: sinf =

1 .
781 ottengono

Stabilita:
o*U
9 Y _ _gigRcosf + 2AMgz cos 0 2
002 7 o°U _ 2\tgsin &
PU _ Mg olos
822 R
Stabilita di P;:
L 0 stabile per A > é
— ——

d H(P,) & semidefinita negativa

ratica corrispondente 2 !
dal solo esame della matrice

Per X = ;}i la forma quad
dere sulla stabilita di P,

e . 2 R ™~ .
Quindi non si puo deci

hessia.na_
Omeorvaziome: welly molagione regu la
@ P €"@nm%fa,’mfarfmg/ffée&gﬁeu(gﬁ_)f& dwranle 46
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—

Stabilita di Py:
PR 0
bl T == stabile ¥ ),
H(P) 0 —mgR(1+ 4))

Stabilita di P, e Py
/ —Ag  29Mgsind
H(P;) = H(Ps) = (zmgsiné 0 )

| < 0 le forme quadratiche corrisponden; son
1 Song

Essendo |H(P,)| = [H(Ps)
le due posizioni P, e Py, quapg,

indefinite e quindi, per il teorema di Liapounov,
esistono, sono posizioni di equilibrio instabile.
2. Da (1) si ha:

—s v = #*+ R*? - 2R#0sin0

(2)

e quindi, utilizzando il teorema di Kénig:

{ o= R cos b
g = % — Rfsin®

T = %zm(zz + R26* — 2R#6sin0) + %st?é?

FEquazioni di Lagrange:

Lp# -g-DﬁRzé _ MR3sin@ = —MtgRsin b + 2AMgzsin b

E .z D M RE sin 6 — MRE? cos O = Mg — A%Q-z — 2\IMgcosf.
3. Da (2) si ha:
{ %o = Rfcosf — RG?sin @ { Fo(ty) = RA(to)
5 =% — Rfsin6 — R6®cosd 5o(ty) = 5(t0)

Dalle equazioni di Lagrange:

bi(t,) = 0 o
{ 5t) =Mg(1—3%) g (te) = (0,0,M9(1 —3V)-

@E Complementi

i. Rlimane da stabilire soltanto il carattere della posizione Py (
prrnd Z'

Il potenziale, per A = 7}, vale:

P2 = 'Pg) pe

e
—_
—_

U(0,2) = Mg(z + Rcosf) — %(22 + 4Rz cosf) + ¢

el

Q(\nv\_v\ﬂrl l"\"r r‘r\.v\rwq,hﬁ‘!"ﬂmf"
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= Esame del 5 giugno 1996

Un sistema olonomo & costituito da:

a - una lamina rettangolare ABCD di lati 2¢ e 4¢, omogenea, pesante 4; i
0N, vincolata a muoversi nel piano verticale (z,y) mantenendo uno dej o 'Ia:,-
maggiori sovrapposto all’asse x; : '

b - una sbarra ST, rettilinea, omogenea, pesante, di massa m e lunghezz, L i
estremi sono vincolati a scorrere (senza attrito) sugli assi del rettangolo,

Sul vertice A della lamina, agisce una forza elastica f = k;ﬁ? di centrg i
punto K = (0, 3¢). '

Si assumano come coordinate lagrangiane I'ascissa x del punto A e I'anomf;,
di rotazione @ della sbarra rispetto alla verticale ascendente.

Domande:
1 — Scrivere le equazioni di Lagrange.

2 — Posto MM = m e k = 3Mg/2¢, studiare le piccole oscillazioni nell'intorno dell;
posizione di equilibrio stabile § =0, z =0.

3 — Nelle ipotesi del punto 2, supposto che all'istante t, la configurazione del
sistema sia quella corrispondente a . =0, 8 = 7 /4, e I'atto di moto sia nullo,

determinare nel medesimo istante le due forze vincolari 7y ed 7 che la lamina
esercita sugli estremi della sbarra.

y A

Fig. 37. Esercizio del 5 giugno 1996

Cenni di riscluzione

1. Indicati - ’ ina ¢ 461"
ndicati con G, = (ml,yl) e G, = (Z4,7,) 1 baricentri della Jamina € d

o

Crannad hy (MamSrannar
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parrd rispettivamente, si ha:
S L
=z+2L g

T, =T N { -1

Y = { | b=

4$2.=$+23—£Sin9 | iz-:iﬁf"‘g“écosﬁ
o £ ’ == .

yQ:E—'ECOSB yzz.igs.l-ne
Potenziale:

| - ¢
U(z,8) = -———é—klzﬂlk[2 —mgy, +Cc= -—%kxz +mgg cosf + ¢

oU _ U _ Lo
B_.x___lca: ' B m9251n.

Energia cinetica: applicando separatamente alla lamina e alla sbarra il teorema
di Konig .

L LT P, PO 11 .22 =

1 o 1 (Ll 5.
s -2-(?3JT+ m)z* + -z-m(§£ ) E(?:L'cosé?)
Equazioni di Lagrange:

x

L_: (M+m)E— %mfécosf)-i— %mEéQ sinf = —kz

{ .
L, : %—mé’zﬁ - -é—mE:i' cosf = —-mgz sinf.

2. Posto MM = m, k = 3mg/2¢:

T* = ma? + 1me*® — ~medi Lr: 44— 26 =—3gz
6 2 — ]
U*z_%”__z_g_x:z"%mng Lk — 3% 4+ 200 = —3g8.

Ponendo nelle equazioni ridotte:
z(t) = B, cos(wt + ) g(t) = By cos(wt + ©)
Sl ottiene
2R =
(2) { (3¢ — 40w?) B, + £2w?By =0
3w2B, + (39 — 20w?)By = 0

@®%®’m e . medly motamiome Vepradp wwale €
LUy { W@Zglﬂb //,.ofwga’de ¢ - (;j

e, 8)
oY A B B T o R TT=Ts

1
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L’equazione secolare &:

(3g — 40w™)(39 ~ 20w?) — 3w =0

2, 4 2 2 /wia =2

cioe 502w* — 180w” + 99 =0 = 4 50
w? =3

£

e sostituendo nelle equazioni (2) questi valori

e ) N .
B, = -—§B2 ciot By =Mt , By=3\
B, = —0B, ciod Big = Ml By=),

Le piccole oscillazioni sono descritte da:

{ z(t) = —M fcos(wt + ¢1) — £A2 cos(wt + 1)
6(t) = 3\, cos(wit + 05) + Ag cos(wWat + ¥2)

con Ay; Az P1 P2 arbitrari.
3. Dalla [ equazione cardinale della din
rata nell’'istante iniziale si ha:

amica, relativa alla sbarretta, conside

7. e FU(T) <= (f7): =0
m&a(t0)=m§+FT+r3 , {_fT v( ) (—vT) _
7’36.7'_(5) G (S)y—O

e proiettando sugli assi z,y si ha:
mgz(to) =-—-mg+ (FT)y

(3) mi,(ty) = (Fs)e »
ntro G della sbarretté

I valori delle componenti dell’accelerazione del barice

si ottengono dalle (1):

s .o@ DBgE 144
i, =& — 540 cosf + —EBZ 7
n { 5 cos sin

ij, = 5062 sinf + 3 =062 cos 0
e nell’istante iniziale g

i . E =i

iy (to) = E(to) — "‘\/59(%)
§a(to) = \/_9 20(to) -

Le equazioni di Lagrange in corr1spondenza alllistante iniziale sono:

2&(t,) — \/_39('50)
V2 V2

; 2
Lgito ’ - —;x(to) + §-€9(t0) = -—-—i—g

L,|

Yo
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| . cste i determinano i valori
a
. 3 5 12/2
t)=—=g , O(t)=-"""2.

stituéﬂdo nelle (4) si ottengono i valori assunti dalle componenti carte-

So
accelerazione di Gy:

Si&ne dell’
. 3 “ 6
Eq(ty) = 739 Bia(to) = 139

basta sostituire nelle (3) per avere il risultato:

3 - o 7 -
'Fs(to) o 'l—é'mgel e FU(5) ) Tr(ty) = -I—é—mgez e FU(T).

= Esame del 19 giugno 1996

Un sistema olonomo & costituito da:
a - una lamina quadrata, omogenea, pesante di massa 9 e Jato 2¢, vincolata a

muoversi nel piano verticale (z, z) mantenendo uno dei suoi lati sovrapposto all’asse

orizzontale ,;

b - una sbarra AB, rettilinea, omogenea, pesante, di massam € lunghezza £, vin-
colata a muoversi nel piano x,z mantenendo 'estremo A sovrapposto al baricentro
geometrico C' della lamina (vincolo di cerniera cilindrica che lega la sbarra alla

lamina). |
Sull'estremo B della sbarra agisce una forza elastica f= kBD di centro il
punto D = (0, —32).
Si assumano come coordinate lagrangiane I'ascissa x delpunto C e I'anomalia

di rotazione @ della sbarra rispetto alla verticale discendente.

D s

Fig. 38. Posizione generica del sistema dell’esercizio del 19 giugno 1996.
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