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Esercizio 1. Un sistema piano articolato a vincoli perfetti è costituito da una sbarra rigida
rettilinea AB omogenea pesante (di lunghezza 2` e massa M) collegata in A con una cerniera
ad una lamina (di massa 2M) vincolata a muoversi di moto traslatorio rettilineo in direzione
orizzontale. All’istante iniziale t0, il sistema si trova in quiete (i.e., velocità nulla) con la sbarra
in posizione orizzontale.

• Scrivere la Lagrangiana del sistema usando come coordinate Lagrangiane l’angolo θ indi-
cato in figura e la posizione orizzontale x di A calcolata rispetto a O, come mostrato in
figura.

• Scrivere le equazioni di Eulero-Lagrange del sistema. Si riconosca che l’energia meccanica
è conservata. Inoltre, si osservi che x è una variabile ciclica e si calcoli il momento
conservato corrispondente.

• Si calcolino i valori delle due grandezze conservate corrispondenti al dato iniziale asse-
gnato. Usando la due leggi di conservazione, determinare le velocità dei baricentri G1

della sbarra e G2 della lamina nel primo istante t1 successivo a t0 nel quale la sbarra è
verticale. Usando le equazioni di Eulero-Lagrange, si calcolino le accelerazioni di G1 e G2

all’istante t1.

• Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema e studiarne la stabilità

SOLUZIONE. Se (c1, c2) sono le due coordinate del vettore
−−→
AG2, abbiamo{

xG2 = x+ c1

yG2 = c2
⇒

{
ẋG2 = ẋ

ẏG2 = 0
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Pertanto l’energia cinetica della lamina è T2 = Mẋ2. Inoltre{
xG1 = x+ ` sin θ

yG1 = −` cos θ
⇒

{
ẋG1 = ẋ+ `θ̇ cos θ

ẏG1 = `θ̇ sin θ

Applicando il teorema di König otteniamo che l’energia cinetica dell’asta è (ricordando che il
momento d’inerzia dell’asta attorno al baricentro è I = 1

12M(2`)2 = 1
3M`2):

T1 =
1

2
M(ẋ2 + `2θ̇2 + 2`θ̇ẋ cos θ) +

1

6
M`2θ̇2 =

1

2
Mẋ2 +

2

3
M`2θ̇2 +M`θ̇ẋ cos θ.

La barretta è soggetta alla forza peso per cui: V (θ) = −Mg` cos θ. La Lagrangiana è è quindi:

L =
3

2
Mẋ2 +

2

3
M`2θ̇2 +M`θ̇ẋ cos θ +Mg` cos θ.

• Abbiamo:
∂L
∂θ

= −M`θ̇ẋ sin θ −Mg` sin θ

d

dt

∂L
∂θ̇

=
4

3
M`2θ̈ +M`ẍ cos θ −M`ẋθ̇ sin θ

∂L
∂x

= 0

d

dt

∂L
∂ẋ

= 3Mẍ+M`θ̈ cos θ −M`θ̇2 sin θ

Pertanto le equazioni di Eulero-Lagrange sono:

d

dt

∂L
∂θ̇

=
4

3
M`2θ̈ +M`ẍ cos θ −M`ẋθ̇ sin θ = −M`θ̇ẋ sin θ −Mg` sin θ =

∂L
∂θ

d

dt

∂L
∂ẋ

= 3Mẍ+M`θ̈ cos θ −M`θ̇2 sin θ = 0 =
∂L
∂x

L’energia meccanica è:

E =
3

2
Mẋ2 +

3

2
M`2θ̇2 +M`θ̇ẋ cos θ −Mg` cos θ.

La verifica esplicita della conservazione di E è lasciata al lettore. Notiamo inoltre che
∂L
∂x = 0 pertanto la variabile x è una variabile ciclica e quindi il momento conservato
corrispondente,

px =
∂L
∂ẋ

= 3Mẋ+M`θ̇ cos θ,

è una grandezza conservata: px(t) ≡ I.

• θ(t0) = π
2 e, poiché il sistema è in quiete, ẋ(t0) = 0 e θ̇(t0) = 0. Quindi E = 0 e I = 0.

All’istante t1 abbiamo θ(t1) = 0, e dunque, usando le leggi di conservazione di E e I,
troviamo che, all’istante t1:{

3
2 ẋ

2 + 2
3`

2θ̇2 + `θ̇ẋ− g` = 0

3ẋ+ `θ̇ = 0
⇔

{
`
6 θ̇

2 + 2
3`θ̇

2 − θ̇2 `3 − g = 0

ẋ = − `
3 θ̇

⇔

{
θ̇(t1) = −

√
2g
`

ẋ(t1) = 1
3

√
2g`

cosicché le velocità di G1 e G2 all’istante t1 sono:(
ẋG1(t1)
ẏG1(t1)

)
=

(
ẋ(t1) + `θ̇(t1) cos θ(t1)

`θ̇(t1) sin θ(t1)

)
=

(
−2

3

√
2g`

0

)
,
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(
ẋG2(t1)
ẏG2(t1)

)
=

(
ẋ(t1)

0

)
=

(
1
3

√
2g`
0

)
.

Per calcolare le accelerazioni, rimpiazziamo i valori trovati per le velocità nelle equazioni
di Eulero-Lagrange. Troviamo cośı che, al tempo t1:{

4
3`θ̈ + ẍ = 0

3ẍ+ `θ̈ = 0
⇔

{
θ̈(t1) = 0

ẍ(t1) = 0

Le accelerazioni di G1 e G2 al tempo t1 sono quindi:(
ẍG1(t1)
ÿG1(t1)

)
=

(
ẍ(t1) + `θ̈(t1) cos θ(t1)− `θ̇2(t1) sin θ(t1)

`θ̈(t1) sin θ(t1) + `θ̇2(t1) cos θ(t1)

)
=

(
0
2g

)
,

(
ẍG2(t1)
ÿG2(t1)

)
=

(
ẍ(t1)

0

)
=

(
0
0

)
.

• I punti di equilibrio (x∗, θ∗) sono tali che i moti ‘banali’ (x(t), θ(t)) ≡ (x∗, θ∗) risolvono
le equazioni di Eulero-Lagrange. Troviamo sin θ∗ = 0, e quindi θ∗ = 0, π. I punti di
equilibrio sono quindi infiniti, della forma (x∗, 0) o (x∗, π), con x∗ ∈ R. Notiamo che il
potenziale V (θ) = −Mg` cos θ ha un minimo in θ = 0 e un massimo in θ = π: i punti
di equilibrio della forma (x∗, 0) sono quindi stabili, mentre quelli della forma (x∗, π) sono
instabili.
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