Soluzioni Secondo Esonero - 24/1/2008

Problema 1. Sia
22y 222y

a2 Wt a2y?)

w= 5 dy

(i) Dire se w ¢ esatta sul suo insieme di definizione, e in caso affermativo trovare una primitiva.
(i) Si calcoli fvw, dove y(t) = (! cost, e’ sin2t), t € [0, 7/4].

Soluzione.
(i) Per stabilire se w = adx + aydy € esatta, innanzitutto controlliamo se w & chiusa sul suo insieme di

definizione, R?. Si trova:
dry(1 — 2°y?)

Oty = Oya, = (1+ 2242)3

quindi w & chiusa. Poiché w & di classe C'* su tutto RQ, che e un insieme semplicemente connesso, w & esatta.
Esiste quindi f € C°°(R?) tale che:

22y 222y
87' ) = T 5 ov\9 8 ) = 7T 95 . 9\9
Le due equazioni si integrano facilmente e si trova:
1
w=df, f(ffay)z—m
(i) E facile verificare che la curva assegnata e regolare. Si trova quindi:
[ o= [ @t = st - 160) =
2l 2l
L+ yi(m/4)?y2(m/4)? 1+ 71(0)%72(0)?
1
= 11
1+em/2 +

Problema 2. Sia v la curva in R? definita in coordinate polari da
p(0) =1+ cosf, 6 € [0, 2]

(i) Si calcoli la lunghezza di .
(ii) Si calcoli ’area della regione piana racchiusa da v e contenuta nel primo quadrante.

Soluzione.
(i) Una parametrizzazione naturale della curva assegnata ¢ la seguente:

o) = (Vs ) . oe b

Si ha quindi:
(6) = p'(0) cos @ — p(6) sin 6
T = p'(0) sin 6 + p(6) cos 6



cosicché |7/ (0)| = /p? + (p')? = 2|cos(6/2)]. |y'| si annulla solamente in § = 7, quindi v & una curva
regolare a tratti. La lunghezza si calcola come segue:

2 T
L(v) :/0 df 2| cos(0/2)| = 4/0 df cos(0/2) =8

(ii) La regione piana assegnata (chiamiamola 2) ¢ la regione racchiusa dalla curva (regolare a tratti) v +
Yo + 73, dove: 1 ¢ la restrizione di v al primo quadrante, y2 ¢ il segmento verticale da (0,1) a (0,0) e v3 ¢ il
segmento orizzontale da (0,0) a (2,0). Per il teorema di Gauss-Green si ha che Parea m(Q2) di tale regione
si puo calcolare come segue:

1 1
m@ =3 [ (cuderady) =5 [ (~ydo+ady)
2 Y1+y2+73 2

71

dove nella seconda identitad abbiamo usato che Uintegrale di (—ydx + xdy) lungo i segmenti v2 e 3 ¢ nullo.
Abbiamo quindi:

w/2 /2 /2 T
m@) =5 [ 0[O 0)+1030] =5 [ w020 =3 [ arreossp =1+

Problema 3. Si calcoli I'area della superficie ¥ definita da:

Y={xeR’: || <1, \Jai+a2=1+4/1—-22)

Soluzione.
Una parametrizzazione naturale di ¥ e:

T
o(x1,0) = | (1++/1—2%)cosd
(1++/1—a%)sinb

con z1 € [—-1,1] e 8 € [0,2x]. Si ha:

1
o

O, p(x1,0) = 1—a?
2

)
1—x7

cos

sin 6

e
0
dop(x1,0) = | —(1++/1—2?)sind
(1++/1—a%)cost
da cui: X
|8-T1<)0(x179) X 8930(1‘1)0” =1+ 3
11—z

Quindi, I'area di ¥ & uguale a:

1
1
271'/ dml(l—ki) = 4r + 272
-1 1—32%



Problema 4. Si calcoli I'integrale generale dell’equazione differenziale

u® —2u® 4 u® — o 42 —u= et

Soluzione.
Il polinomio caratteristico associato al problema omogeneo é:

PO =X 214X X242 —1=N-1DA-1)2=A-1)3N\+A+1)

Le radici di P()\) sono quindi: 1 (con molteplicita 3) e (—14i+/3)/2 (entrambe con molteplicita 1). L'integrale
generale dell’omogenea ¢ allora:

u = e'(c1 + cot + est?) + e V2 (cq cos(V/3t/2) + ¢ sin(V/3t/2))

Per calcolare I'integrale generale dell’equazione assegnata ci rimane da calcolare un integrale particolare della
non omogenea, da cercarsi, ad es., con il metodo di somiglianza. Poiche il termine noto & un esponenziale
associato a una radice del polinomio caratteristico con molteplicita 3, la soluzione particolare puo essere
cercata nella forma u, = at®et. Derivando 5 volte troviamo:

u, = ae' (t* + 3t7)

u) = ae' (£ + 6t + 6t)

ul? = ae (£ + 9t* + 18t + 6)
ult = aet (£ + 1262 + 361 + 24)
ul® = aet (12 + 1562 + 60t + 60)

da cui:
ul® = 2ul + 0l —ull + 2ul, — u. = 18ae’

e quindi a = 1/18. In conclusione I'integrale generale dell’equazione assegnata ¢

3
u=e'(c; + cot + cst® + 1—8) + 72 (e4 cos(V3t/2) + 5 sin(V3t/2))

Problema 5. Si trovino due soluzioni C*(R) di
v = 2y/u cost , u2m) =0.
Quante altre soluzioni C!(IR) esistono di tale equazione differenziale?

Soluzione.
Innanzitutto osserviamo che il membro di destra dell’equazione non ¢ Lipschitziano in u sul suo insieme di
definizione, t € R, u > 0. B quindi possibile che esistano effettivamente pii soluzioni corrispondente allo
stesso dato iniziale.

Si vede subito che u(t) = 0 € una soluzione globale possibile. Per trovarne un’altra proviamo a procedere
col metodo di separazione di variabili, assumendo che, in un intorno sinistro o destro di 27, © > 0. Si ha

allora:
!

NG

= cost

da cui, integrando ambo i membri, si ottiene:

u(t) = sint



Poiché u(t) > 0, deve essere, ad es., t € [2m,37]. Quindi una seconda soluzione ammissibile dell’equazione
assegnata e:

in 2

u:{bmt, t € [27, 3]

0 altrimenti
Inoltre, dato un’insieme (finito o infinito) di numeri interi I = {k1, k2, ...} C Z, si vede subito che anche la
funzione

" {sith, te2km, (2k+ )], kel

0 altrimenti

& soluzione globale dell’equazione data. Esistono quindi infinite soluzioni (una per ogni scelta di I).



