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1. Introduzione.

1.1.11 problema fisico.

E’ noto che nella fisica dello stato solido il modello ad elettroni liberi (gas di Fermi) ha permesso di sp-
iegare moltissimi fenomeni che, prima dell’ avvento della meccanica quantistica, erano incomprensibili. In
particolare e’ stato possibile spiegare I’ andamento a basse temperature del calore specifico elettronico (lineare
con la temperatura) e della suscettivita’ magnetica elettronica (indipendente dalla temperatura); studiando
poi un sistema di elettroni non interagenti tra loro ma interagenti con un potenziale periodico esterno si e’
riusciti a spiegare la struttura a bande delle relazioni di dispersione energia-impulso degli elettroni in un
reticolo cristallino, e si e’ cosi’ riusciti a comprendere cosa rende un materiale un conduttore o un isolante.

E’ naturale I’ interesse a studiare sistemi di elettroni interagenti, prima di tutto per capire come mai €’
sensato approssimare gli elettroni in un metallo con elettroni non interagenti tra loro; e poi per cercare di
spiegare fenomeni (quali la superconduttivita’) altrimenti inspiegabili. Purtroppo inserendo nel modello di
partenza un potenziale di interazione tra gli elettroni il problema si complica terribilmente; in particolare il
modello non e’ piu’ esattamente risolubile, ovvero non si riescono ad ottenere espressioni esplicite per i livelli
energetici del sistema e per le funzioni di correlazione.

Un modo di affrontare il problema e’ quello fenomenologico, come 1’ approccio di Landau nello studio dei
cosidetti “liquidi di Fermi”, vedi [19]. L’ analisi di Landau si basa su ipotesi (in particolare quella dell’
accensione adiabatica dell’ interazione e della corispondenza uno a uno tra livelli del sistema libero e di
quello interagente) ragionevoli ma poco controllabili da un punto di vista fondamentale. Il risultato della
sua analisi comunque €’ quello aspettato: qualitativamente il gas e il liquido di Fermi si comportano allo
stesso modo; in particolare le leggi che descrivono I’ andamento a basse temperature del calore specifico e
della suscettivita’ magnetica sono le stesse, a patto di sostituire alcuni parametri della teoria originale con
dei parametri rinormalizzati (ad esempio la massa dell’ elettrone con una nuova “massa efficace”).

La teoria di Landau sembra descrivere universalmente il comportamento dei sistemi di elettroni interagenti.
In realta’ si trova che la teoria di Landau e’ valida solo per interazione repulsiva tra elettroni. Sel” interazione
efficace tra gli elettroni e’ attrattiva e’ stato mostrato (teoria BCS della superconduttivita’) che lo stato
fondamentale descritto dalla teoria di Landau e’ instabile, indipendentemente dall’ intensita’ dell’ interazione,
vedi [L9]. In questo caso gli elettroni tendono ad accoppiarsi in stato di singoletto di spin S = 0. Ognuna
di queste coppie (coppie di Cooper) ha il ruolo di nuova particella elementare del sistema. Il sistema diventa
allora quello di un sistema di bosoni interagenti e lo stato fondamente e’ uno stato superfluido. Un materiale
per cui I’ interazione efficace tra elettroni sia attrattiva e il cui stato fondamentale abbia le proprieta’ appena
descritte si chiama superconduttore. In esso la corrente puo’ scorrere senza dissipazione per effetto Joule.

La teoria BCS pero’ descrive bene solo i superconduttori standard, non riesce invece a spiegare il com-
portamento dei superconduttori ad alta temperatura critica. In effetti a tutt’ oggi non esiste una teoria
soddisfacente di questi materiali. Ci sono evidenze sperimentali pero’ che i superconduttori ad alta T, ab-
biano dei comportamenti qualitativamente simili a quelli di un liquido di Luttinger [A], ossia di un sistema
di fermioni il cui stato fondamentale ammette una superficie di Fermi anomala (la funzione di distribuzione
degli impulsi n(k) non e’ discontinua a k = pr ma ha tangente verticale) e la cui funzione di correlazione
a due punti ha un decadimento anomalo quando il suo argomento (la distanza spaziale) tende ad infinito.
Il motivo per cui alcuni sistemi di fermioni interagenti con superficie di Fermi anomala si chiamano “liquidi
di Luttinger”, €’ che esiste un modello unidimensionale di fermioni interagenti (introdotto da Luttinger, ap-
punto) esattamente risolubile [Lu|[LM], che presenta una superficie di Fermi anomala ed esponenti anomali
nelle funzioni di correlazione. Anderson [A] ha congetturato che i sistemi di fermioni bidimensionali, sotto
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opportune (ma controverse) ipotesi sul meccanismo con cui si costruisce lo stato fondamentale, siano “vicini”
ad un liquido di Luttinger. Il motivo per cui si prendono in considerazione i sistemi bidimensionali e’ che
sperimentalmente si ha evidenza del fatto che la supercorrente nei superconduttori ad alta T, scorra essen-
zialmente su dei piani di ossidi di rame.

Sarebbe necessario, in tutti i casi descritti sopra, disporre di una teoria rigorosa che permetta di prevedere,
dato un modello di interazione microscopica tra gli elettroni, quali comportamenti macroscopici manifesta il
sistema. L’ idea per affrontare questo difficile problema e’ quella (molto naturale) di usare la teoria pertuba-
tiva. Dato un particolare modello di interazione si congettura (facendo riferimento all’ analisi fenomenologica
di Landau, alla teoria BCS di campo medio e alla congettura di Anderson) quale debba essere lo stato fon-
damentale del sistema interagente (rispettivamente, negli esempi fatti sopra, un liquido normale di Fermi,
un superfluido o un liquido di Luttinger). Si usa poi la teoria perturbativa attorno allo stato fondamentale
congetturato (o ad una sua approssimazione quando, come nel caso del superfluido, non si conosce lo stato
fondamentale esatto) e si cerca di mostrare che i comportamenti asintotici delle funzioni di correlazione sono
gli stessi nel caso interagente e nel caso congetturato.

Una delle tecniche con cui si puo’ affrontare il problema e’ quella del gruppo di rinormalizzazione. Si procede
nel seguente modo:

si da’ una formulazione funzionale alla teoria di campo che, in seconda quantizzazione, descrive il sistema
dei fermioni interagenti;

si aggiunge all’ interazione che si vuole studiare un certo numero di termini dipendenti da parametri liberi,
che vanno scelti in modo tale che alcune grandezze della teoria finale abbiano valori prefissati (uguali a quelli
osservati);

si identifica un potenziale efficace della teoria, che racchiude le informazioni fisicamente interessanti del sis-
tema macroscopico (che permetta cioe’ di calcolare i valori medi di grandezze macroscopicamente osservabili,
e non contenga informazioni sui dettagli microscopici del sistema);

si identifica un modo ricorsivo di calcolare il potenziale efficace, che corrisponde a calcolare ricorsivamente i
contributi provenienti da scale di lunghezza sempre piu’ grandi (o sempre piu’ piccole, a seconda del prob-
lema che si sta studiando);

si esprime il potenziale efficace su una data scala in funzione di costanti di accoppiamento efficaci su scale
comprese tra quella in questione e quella iniziale;

si scrivono le equazioni che permettono di calcolare, date le costanti di accoppiamento da scala 0 a scala h,
la costante di accoppiamento sulla scala successiva;

si studia come un sistema dinamico il flusso delle costanti di accoppiamento e si cercano di fissare le costanti
“nude” (quelle sulla scala originale del problema) in modo tale che il potenziale efficace sia effettivamente
quello congetturato all’ inizio.

Il programma delineato sopra si riesce raramente a portare fino in fondo. Una notevolissima eccezione €’
fornita dallo studio dei sistemi di fermioni interagenti in una dimensione. Infatti se I’ interazione tra elettroni
e’ piccola e a corta portata, in quel caso si riesce a dimostrare rigorosamente [BGPS] che il sistema tende
al “punto fisso di Luttinger”, ossia il sistema tende ad avere caratteristiche macroscopiche proprie di un
liquido di Luttinger. Purtroppo I’ analisi del caso unidimensionale non si riesce a estendere alle dimensioni
maggiori di uno. Una difficolta’ tecnica che si incontra in dimensioni maggiori di uno e’ dovuta al fatto
che la singolarita’ contenuta nella trasformata di Fourier della funzione di correlazione a due punti libera,
non e’ piu’ localizzata in due punti ( k = £pp), ma su una intera superficie. Questo impedisce di usare
le tecniche usate in dimensione 1 per dimostrare la convergenza della serie perturbativa che definisce la
funzione beta (ossia la funzione che descrive il flusso delle costanti di accoppiamento “correnti”). Non solo,
in dimensioni maggiori di 1 si incontra una ancora piu’ grave difficolta’ concettuale: anche il troncamento di
ordine due della funzione beta (che per quanto detto sopra non si sa se ha senso o no, visto che non si sa se
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la funzione beta e’ ben definita) da’ luogo ad un flusso che non si riesce a controllare; per essere piu’ precisi,
escludendo il caso del potenziale attrattivo, in cui ci si aspetta in ogni caso una instabilita’ di tipo BCS
che cambia completamente I’ approccio da dare al problema (il problema diventa bosonico), non si riesce a
stabilire se il flusso delle costanti tenda, per temperatura nulla, al punto fisso di Luttinger, a quello normale
di Fermi o a qualche altro punto fisso non banale. Kohn e Luttinger [KL] hanno proposto un meccanismo che
spiegherebbe come, genericamente, anche un sistema di elettroni interagenti con un potenziale a due corpi
repulsivo possa diventare instabile, condensare e dar luogo a fenomeni di superconduzione. In questo caso ci
si aspetta allora che, genericamente, sia impossibile fissare i parametri liberi della teoria in modo tale che il
flusso delle costanti correnti rimanga limitato: comunque si fissino i “dati iniziali”, il flusso porta le costanti
correnti fuori dal regime in cui sono controllate dalla funzione beta costruita con le tecniche perturbative
usate in questo lavoro. Tecnicamente, la difficolta’ che si incontra a trattare il flusso delle costanti correnti
nasce dal fatto che una di esse, A;, (vedi Capitolo 5 del presente lavoro), nel caso di dimensioni maggiori di
uno, e’ una funzione degli angoli tra quattro versori, invece che essere una costante scalare. Se sviluppiamo
Ap in armoniche sferiche, I’ equazione per il suo flusso puo’ essere espresso nella forma di una gerarchia di
equazioni per i coefficienti delle armoniche sferiche. Purtroppo le equazioni che descrivono il flusso di questi
coeflicienti sono accoppiate in modo non banale, e lo studio del flusso di A, diventa lo studio di un sistema
dinamico a infinite componenti accoppiate.

In questa prospettiva 1’ analisi fenomenologica di Landau e’ genericamente falsa, e probabilmente e’ sensata
per temperature positive, anche se piccole (ad esempio per temperature superiori alla temperatura critica
BCS).

La congettura di Anderson non e’ supportata dalla conoscenza di modelli per cui il flusso delle costanti
correnti, anche studiato euristicamente, tenda al punto fisso di Luttinger fino a temperature interessanti per
lo studio dei superconduttori ad alta 7.

Il caso bidimensionale, quindi, e’ sostanzialmente un problema aperto, nel quale gli unici risultati rigorosi
disponibili [DR1][DR2] sono difficili da ottenere e al momento principalmente di interesse matematico.

1.2.Presentazione del lavoro. In questa tesi vogliamo affrontare lo studio della funzione beta nel caso
bidimensionale, usando il formalismo introdotto in [BG]. Il lavoro €’ organizzato in 7 Capitoli e 7 Appendici.

Nei Capitoli 2-3 vengono introdotte le tecniche necessarie a trattare il problema. In questi Capitoli la
trattazione non e’ originale e si seguono essenzialmente i lavori [Bo][BG|[GM].

Nel Capitolo 4 si introduce la decomposizione in multiscale e in quasi-particelle per la parte infrarossa del
propagatore. Si usa una decomposizione in quasi-particelle diversa da quella usata in [BG], con funzioni
a supporto compatto, invece che analitiche. In piu’ si prevede una dipendenza dell’ ampiezza dei settori
angolari da un parametro «, che sara’ scelto in modo conveniente nel corso del lavoro. Il parametro « €’
definito in modo che, se a = @, il propagatore della teoria libera, calcolato in spazio k, viene spezzato
in una somma di propagatori (propagatori di quasi-particella), ognuno dei quali €’ diverso da zero in una
regione dalle dimensioni ~ 4" (in direzione radiale, attorno alla superficie di Fermi) per v&" (in direzione
tangenziale). Per il “principio di indeterminazione” un propagatore che, in spazio k, e’ definito in una
~" (quindi decade all’ infinito
su una scala y~"). Con la decomposizione da noi scelta, per ogni propagatore di quasi-particella vengono
identificate in spazio x due direzioni privilegiate, lungo una delle quali il propagatore decade su scala v~",
mentre lungo 1’ altra decade su scala y~". La scelta piu’ naturale (o piu’ ingenua) e’ quella di porre o = 1,
in modo tale che il propagatore in spazio z decada allo stesso modo in tutte le direzioni (decomposizione in
settori “isotropi”).

La componente ultravioletta del propagatore viene posta indenticamente uguale a zero. Il motivo e’

regione di dimensioni ~ ", in spazio z “vive” su una regione di dimensioni y
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che in questo lavoro vogliamo studiare solo il problema infrarosso (decadimento all’ infinito spaziale delle
funzioni di correlazione) e decidiamo allora di introdurre un regolarizzatore ultravioletto (UV). In effetti
bisognerebbe verificare che, mandando all’ infinito il taglio UV sul propagatore, i risultati fisici non cambino.
La verifica di quest’ affermazione ¢’ non banale, e va oltre gli scopi di questa tesi. Ancora piu’ importante
sarebbe verificare che i risultati fisici non dipendano dalla scelta del taglio UV. Nonostante ci si aspetti che
il problema infrarosso non possa dipendere dalla scelta del regolarizzatore UV, i risultati di questa tesi si
basano in modo cruciale sul fatto che la teoria regolarizzata sia, come la teoria di partenza, invariante per
rotazioni. E’ un problema aperto stabilire se, con un diverso regolarizzatore (ad esempio mettendo i fermioni
su reticolo), si possano ritrovare gli stessi risultati di questo lavoro.

Nel Capitolo 5 si trattano in dettaglio le stime perturbative per la funzione beta. In particolare mostriamo
che, scegliendo o = 1 per la decomposizione in quasi-particelle, si riottengono facilmente gli stessi risultati
del lavoro [BG] (in quel lavoro si trattava solamente il caso di dimensione dispari, a causa della difficolta’
di scrivere un’ espressione analitica per i propagatori su scala h nel caso di dimensione pari). Scegliendo
3, che ¢’ un caso interessante per ' analisi non perturbativa della funzione beta ([DR1][DR2]
e Capitoli 6-7 del presente lavoro), mostriamo 1’ esistenza di alcune difficolta’ che sembrano impedire una
definizione “sensata” delle operazioni di rinormalizzazione per le funzioni a quattro punti (per “sensata”
intendiamo una definizione che permetta di costruire, almeno perturbativamente, la funzione beta, almeno
nell” ipotesi che il flusso da essa generato rimanga limitato). Si e’ allora costretti a studiare il sistema con una

temperatura diversa da zero. A temperatura non nulla il propagatore libero della teoria decade all’ infinito

invece o =

esponenzialmente, con una massa proporzionale alla temperatura stessa. E’ allora naturale che, fissando
una temperatura sufficientemente alta, la teoria perturbativa converga. Il problema interessante diventa
allora quello di ottimizzare la stima sulla temperatura critica al di sopra della quale il sistema €’ stabile.
Nel Capitolo 5 troviamo una temperatura critica esponenzialmente piccola nel potenziale microscopico A(x).
Al di sopra della temperatura critica la funzione beta per la costante corrente v, e’ ben definita ordine per
ordine, nell” ipotesi che il flusso da essa generata rimanga limitato. Purtroppo il fatto di non riuscire a
rinormalizzare le funzioni a quattro punti fornisce una stima sulla temperatura critica che, pur avendo il
giusto andamento in A, €’ quantitativamente lontana da quella che ci si aspetta fisicamente (i. e. la stima
che troviamo sulla temperatura critica ¢’ molto diversa dalla tmperatura critica fisica, Tcs, al di sopra
della quale vale la teoria di Landau dei liquidi di Fermi).

Nel Capitolo 6 si trattano le stime non perturbative per la funzione beta, con le tecniche introdotte da
Lesniewski [L]. In particolare si mostra la necessita’ di scegliere una decomposizione in scale che inizialmente
sembrava innaturale (o = %) Si dimostra 1’ analiticita’ della funzione beta e si controlla che il flusso di vy,
da essa generato rimanga limitato. In questo Capitolo si ritrovano i risultati principali di [DR1][DR2] con
alcune fondamentali semplificazioni che si basano su una proprieta’ di invarianza per rotazioni dei nuclei
integrali dei potenziali efficaci (vedi Teorema 5.1). In particolare evitiamo di introdurre alcuni accorgimenti
tecnici (raffinamento dei settori e parziale espansione dei determinanti, vedi [DR2]) che rendono inutilmente
pesante la lettura di quel lavoro. Il risultato principale del Capitolo 6 €’ riassunto nel seguente Teorema.

TreoreMa Consideriamo il sistema descritto dall’ hamiltoniana
H=01+a)(T —puN)+voN+V =1+ ao)Hy + 1N +V (1.1)

dove gli operatori T, N eV sono definiti in (2.3) (la costante di Planck h e’ stata scelta uguale ad 1) ed
ag e vy sono due parametri liberi della teoria. Sia 3 = ,CB%T, dove kp €’ la costante di Boltzmann e T
la temperatura assoluta del sistema. Sia vy, la costante corrente che controlla la posizione della superficie
di Fermi al variare della scala di lunghezza (ppy")™1, dove pr e’ I’ impulso di Fermi (pp = \/ﬁm,u). La
funzione beta, quale funzione che descrive il flusso di vy, e’ una funzione analitica delle costanti iniziali o,
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Ao e delle stesse v; su scale piu’ corte (h+1<5<0), sotto la condizione:

sup  max{|v;], [aol, |Xo[} < & (1.2)
h+1<35<0
per € abbastanza piccola. In particolare, sotto queste ipotesi, esiste una costante C tale che la somma dei
moduli di tutti i coefficienti di ordine n dello sviluppo di Taylor della funzione beta rispetto av; h+1 < j <0,
ap e \g e’ maggiorata da
C™e"(log )" (1.3)

Il teorema enunciato sopra e’ equivalente al Teorema 6.3 dimostrato nel Capitolo 6 (abbiamo preferito
riportare qui una versione del teorema leggibile senza bisogno di conoscere il formalismo usato nel resto del
lavoro).

Nel Capitolo 7 estendiamo I’ analisi del Capitolo 6 allo studio della funzione di correlazione a due punti. Si
ottiene il risultato aspettato. Piu’ esattamente si trova una stima della temperatura critica, con la giusta
dipendenza da A, al di sopra della quale la funzione di correlazione a due punti esiste, e’ analitica, e decade
all’ infinito piu’ veloce di ogni potenza, su scala g = kBLT (kg € la costante di Boltzmann e T' la temperatura
assoluta del sistema). Il risultato principale del Capitolo 7 e’ riassunto nel Teorema 7.1, il cui enunciato
riportiamo qui sotto.

TreoreMA 7.1 Consideriamo il sistema descritto dall’ hamiltoniana
H=14a)(T—pN)+ v yN+V =_1+ao)Hy+voN+V (1.4)

dove gli operatori T, N eV sono definiti in (2.8) (dove la costante di Planck h e’ stata scelta uguale ad 1),
oo e vy sono due parametri liberi della teoria, e il potenziale chimico p e’ fissato a qualche valore > 0.
Supponiamo che I’ intensita’ del potenziale a due corpi Ao contenuta nell’ operatore V' soddisfi alla proprieta’

ol <€ (1.5)

per qualche costante €. Siano: vo = B la velocita’ alla superficie di Fermi; pal la portata del potenziale
Ao (vedi §2.1); B = /€B+T’ dove kp €’ la costante di Boltzmann e T la temperatura assoluta del sistema; T I
operatore di ordinamento temporale fermionico (vedi definizione nelle righe sequenti la (2.8)); S(x —y) la
funzione di Schwinger interagente

Tre PTT{y ¢}

S(x—y) = ngr;o Tro—pH : (1.6)

So(z —y) la funzione di Schwinger libera

—BHo —a)t
ey — i TG

L—o0o Tre—AHo (17)

Allora esistono una costante C e delle scelte di a,vg tali che max{|agl, |vo|} < €, per cui, se la temperatura
del sistema T e’ maggiore della temperatura

_ %pPo L

T. = " e T (1.8)
allora la funzione di correlazione a due punti S(x) e’ data da
A
S(z) = So(x) + AE2) (1.9)

1+ |z
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dove la funzione A(e,x) gode della sequente proprieta’: esiste una funzione B(e, 37 1|x|), limitata, o(€), che
decade all’ infinito nell” argomento 3~ t|z| piu’ veloce di ogni potenza ed €’ tale che |A(e,z)| < B(e, 371 |x|).

Si noti ancora che T, della (1.8) non €’ la temperatura critica fisica del sistema, che d’ ora in poi chiameremo
sempre Tpcg, bensi’ €’ una sua stima.

Alla fine del Capitolo 7 discutiamo la possibilita’ di distinguere tra un comportamento del sistema “di
tipo Fermi” o “di tipo Luttinger” (le virgolette vogliono sottolineare che a temperatura finita non e’ definito
a rigore cosa significhi che il sistema si comporti come un liquido di Fermi di Luttinger; introduciamo una
nozione di questo tipo nelle Definizioni 7.3 e 7.4). Ci accorgiamo di non essere in grado di distinguere tra
i due comportamenti. Nel lavoro [DR2] si sostiene che il sistema in questione (che e’ lo stesso studiato in
questa tesi) si comporti come un liquido di Fermi. Noi non siamo riusciti a verificare questa affermazione.

Infine nelle Appendici sono riportate molte dimostrazioni e discussioni tecniche. Alcune di esse sono risultati
standard della teoria del gruppo di rinormalizzazione per fermioni e sono prese essenzialmente da [GM]. Altre
sono dimostrazioni originali. In particolare I’ Appendice 7 contiene la dimostrazione di un Teorema dovuto
originariamente a Feldman-Magnen-Rivasseau-Trubowitz. Poiche’ pero’ la loro versione della dimostrazione
[FMRT] era particolarmente sintetica, abbiamo aggiunto tutti i dettagli necessari a renderla completa ed
autoconsistente.
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2. Il modello. Tecniche e problemi.

2.1.Presentazione del modello.

Il sistema che vogliamo studiare é un sistema di fermioni identici in due dimensioni, interagenti secondo
un potenziale a due corpi A\gv(x —y), a corta portata (lo supporremo di classe C*° e a supporto compatto,
v(r) = 0 per |r| > py !, dove py é la portata dell” interazione), tale che [ dx|v(x)| = 1 e invariante per ro-
tazioni. Inoltre supporremo il potenziale v indipendente dallo spin delle particelle; per semplicitd quindi non
introdurremo affatto un indice di spin negli operatori di campo fermionici, tanto le espressioni delle osserv-
abili del sistema cambierebbero solo per una costante moltiplicativa (corrispondente alla degenerazione dei
livelli energetici dovuta alla presenza dello spin). Supporremo il sistema chiuso in un contenitore €2, cubico
di lato L con condizioni periodiche al bordo. Descriveremo il sistema di fermioni nell’ insieme grancanonico,
quindi, al momento di realizzare il limite termodinamico L — oo, fisseremo, piuttosto che la densita di
particelle, il potenziale chimico del sistema.
Possiamo scrivere I’ hamiltoniana complessiva del sistema nella forma:

H:ZH :Z —(14‘04)2((29;;—#"'1’)4‘ Z Aov(x; — x;5) (2.1)
n=0

n=0 i=1 i<j=1

dove m é la massa delle particelle, i é il potenziale chimico “nudo”, i coefficienti a e v sono parametri liberi
che ci serviranno a fissare le costanti fisiche del problema interagente a dei valori prefissati, e dove le unita
di misura sono state scelte in modo tale che la costante di Planck % sia uguale ad 1.

E’ possibile (ed é conveniente) scrivere I’ hamiltoniana del sistema nel formalismo della seconda quantiz-
zazione [L3]. Si trova che

H=(1+a)T—-(p—v)N+V (2.2)
dove gli operatori T', N e V sono definiti come segue:
kK + 0% -
T = Z %akak = /de'l/)x (—%> 1/})(
keDy,
N = Z afa, = / dxipi e (2.3)
keDy, Q

V= / dxdy s g Aov(x — ¥)iby 1y
Q

dove:

(1) gli operatori ¥; sono gli operatori di campo fermionici;

(2) gli operatori af sono gli operatori di creazione e distruzione, legati agli operatori di campo I dalla
. E - + _+ikx.

relazione ¢ = L™ 3, opp agc e

(3) I insieme Dy, é definito come segue:

2
Dp={k="—7 neZ’} . (2.4)
E’ possibile scrivere nel formalismo della seconda quantizzazione gli operatori corrispondenti a tutti i possibili
osservabili fisici. E’ facile allora rendersi conto che i valori medi delle osservabili possono essere tutti espressi
in termini delle funzioni di correlazione a 2n punti:
Tre—BHw:crl... T T

Xn ¥ Xn 41 Xn
Tre AH (2.5)
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dove (3 é I’ inverso della temperatura del sistema (pit precisamente della temperatura assoluta moltiplicata
per la costante di Boltzmann kg, che noi per comoditd porremo uguale ad 1).

Facciamo alcuni esempi espliciti importanti:
(a) Il numero di occupazione ny é uguale al valor medio dell” operatore af{' ay , e quindi si pué calcolare come

. . . . . . Tre PHyt yo
la trasformata di Fourier della funzione di correlazione a due punti —Te—pr -

(b) La risposta lineare a campi esterni in condizioni di equilibrio é banalmente connessa con le funzioni
di correlazione a due e quattro punti. Consideriamo il sistema con hamiltoniana H — fQ h(y)p(y), dove
p(x) = i, é I operatore densitd di particelle e dove h(x) é un campo esterno. Vogliamo studiare come
cambia la densitd di particelle nel punto x come conseguenza dell’ accensione del campo h(x). Quando il
campo é acceso il valore della densita nel punto x é

Ty e PHHA [, h)p(y) Voo

2.6
Ty ¢ PHHA ., ayh3)e(y) (2.6)

La risposta lineare x(x,y)) é uguale al valore della derivata funzionale della densitd nel punto x rispetto al
campo h nel punto y, calcolata all’ equilibrio (h(x) = 0), e divisa per . Un calcolo esplicito mostra che

xX(x,y) = (p(x)p(y)) — (p(x)) (p(y)) (2.7)

Tre PH

dove il simbolo di media (-) sta a significare ~fc—zz—.

Le informazioni fisiche sul sistema si possono allora ottenere una volta note le funzioni di correlazione.
Preferiremo studiare, piuttosto che le funzioni di correlazione definite come nella (2.5), le funzioni di
Schwinger, ossia le funzioni di correlazione generalizzate a tempi immaginari diversi da 0:
-BH 01 ... )02
_ Tre PPT{yg) -2}

S(‘rlval;"'xQH;UQn) == ’I‘TC_BH (28)

dove con z; si intende il 3-vettore x; == (t;,%;), 0 < t; < 8, T é 1’ operatore di ordinamento temporale
fermionico (scelto in modo da produrre un ordinamento temporale decrescente), o; = +, Zfil o; = 0 e dove,
infine, ¢J¢ sono gli operatori di Matsubara: 71 = e'#yZie 1 H.

Per quanto detto sopra, conoscere le funzioni di Schwinger a tempi qualsiasi vuol dire conoscere “piu del
necessario” (le osservabili fisiche del sistema all’ equilibrio sono legate alle funzioni di Schwinger a tempi
nulli); introdurle é peré conveniente perché rende la teoria pid “covariante” e le grandezze introdotte in
seguito hanno una formulazione pid naturale (in particolare risulterd pit naturale la formulazione funzionale
del problema in termini di una teoria di campo fermionica). Inoltre sarebbe possibile risalire dalle funzioni
di Schwinger alle funzioni di correlazioni temporali (ossia alle funzioni di correlazione definite come in (2.8),
ma in cui, al posto degli operatori di Matsubara, si usino gli operatori di campo in rappresentazione di
Heisenberg); vedi [L9], §37 per una discussione su questo punto. Nel nostro lavoro non avremo mai bisogno
di funzioni di correlazioni temporali, quindi studieremo le funzioni di Schwinger con I’ idea di porre alla fine,
eventualmente, t; = 0.

2.2.La teoria libera

Il modello introdotto nel paragrafo precedente é esattamente risolubile nel caso in cui AM(x —y) = 0 e
a = v = 0. In questo caso il modello é detto gas di Fermi. Calcoliamone esplicitamente gli autostati e le
funzioni di Schwinger.

L’ hamiltoniana del sistema adesso é Hy = T — uN e, se la pensiamo nella forma (2.1), é la somma di
N termini di singola particella. La funzione d’ onda del sistema ad un numero fissato di particelle é un
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determinante di Slater di N funzioni d’ onda di singola particella. Una possibile base ortonormale per le
funzioni d’ onda di singola particella é 1’ insieme delle onde piane con impulsi k € Dy, vedi (2.4). Nel
formalismo della seconda quantizzazione gli autostati del sistema sono descritti assegnando il numero N di
particelle e gli N impulsi corrispondenti. L’ autovalore associato allo stato |ki,---,ky) é semplicemente

N k?
Z (Zm

Incominciamo con il calcolare la funzione di Schwinger a due punti

— ot
S(z1, =522, +) = { _<1</)$ir¢1;3>> t1151>§ti2 (2.9)

dove il motivo per cui si sceglie che S(z1, —; 22, +) = — (¢ ;) quando t; = t5 risulterd chiaro in seguito,
quando descriveremo la teoria perturbativa (per adesso é una scelta arbitraria).
Scriviamo 1 in termini della sua trasformata di Fourier:

+_ R e(q)afla;Lq Zeﬂ:ikxaie*tzq e(@afag _
. _ (2.10)
— L*l Z ete( k ay e:l:lkx i te(k)aya, _ L71 Ze:tlkxe:tte(k)alz(t = L71 Zeilkxai{tt
k k
dove e(k) = 5‘; 1 e dove si sono usate le regole di anticommutazione degli operatori di creazione e
distruzione fermionici (in particolare nel penultimo passaggio si é usato che, per q # k, [ak , af{ ql=0e

nell’ ultimo passaggio si é usato che a;f ;" = apa,, =0 e (af a )"a)f = aif ). 1l valor medio di af{' RO
é diverso da zero solo se k1 = ko = k. In questo caso, usando il fatto che la funzione d’ onda globale del

sistema si fattorizza in funzioni d’ onda di singola particella, abbiamo che

@t o,y = 2ptBle e Moy ay | ) (2.11)
X7 (Bl o[} '

dove lo stato |E) é uno stato di singola particella e quindi pué essere solo |0) (ossia tale che a) [0) =0 ) o
1) (ossia tale che a) [1) = 0 ). E’ immediato verificare che dalla (2.11) segue che

o—Be(k) (ta—t1)e(k)

+ =y
<ak,t2ak7t1> - 1 + e—Bek) (2'12)
Dalle regole di anticommutazione di alt con a, segue poi che
—(t1—t2)e(k)
_ e
(O, O 1y) = 5o (2.13)

1+ ePelk)

A questo punto la funzione di Schwinger a due punti é semplicemente

—te(k) —Be(k) ,—te(k)
. 2 E —zkx e _ € e
S(‘Tla —3; 22, +) = g X, t =L" 55 ( t> 0) 14+ efﬁe(k) X(t < O) 1+ efﬁe(k) ) (214)
L

dove x = 1 — 25 e la funzione y(condizione) é uguale a uno se la condizione é verificata e zero altrimenti.
Un modo conveniente di riscrivere la (2.14) é il seguente:

—z ko (40~ )+kx)

gxt)=L721 3 Y ° 7y (2.15)

keDy, ko€Dg
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dove I’ insieme Dg é definito come segue:

2w 1
Mt ney. (2.16)

Verifichiamo che la (2.14) e la (2.15) sono equivalenti (per —3 <t < 3 ):

DﬁE {koz

o—ikx—e(k)(t+07) ,(—iko+e(k))(t+07)

2.15) = =
( ) kzk[) L2j3 —iko + e(k)
e—ikx—e(k)(t-i—O’) t+0~ )
=3 g / dre(—tkotel)Ty (¢(k) > 0) — (2.17)
St p —oo
oo _ 1 [t+o” _
—/ dre(~tkoteDTy (¢(k) < 0) + = / dre~*oTy (e(k) = O))
t+0— 2 Jivo-—p
Ora si pué notare che
1 —ikoT 1 - —1ZT —12—77,7' —z T
Bze :BZe BTe - 257_15 (2.18)
kOGDB n=—oo j=—00

dove le uguaglianze sono intese nel senso delle distribuzioni. Sostituendo la (2.18) nella (2.17) e supponendo
che jB <t+0~ < (j+1)3, si trova

7 .
o~ ikx—e(K)(t+0" e(k)8)’
(2.15) LzZX (x)( )Z(—e())—

j}oo

ngx ) < 0) e tkxme(l(t+07) Z ( k>")j+ (2.19)

j=j+1
e—tkx—e(k)(t+07)

— — S T4y
+ 72 %X (e(k) =0) 1+ e Pe) (-1)
Ma dato che stiamo supponendo che —f3 < t 4+ 0~ < 3 abbiamo solo due possibilitd: se t <0 j = -1,
altrimenti é = 0.
Allora la (2.15) é ancora uguale a
1 e—ikx—e(k)(t-i—O*)
72 Zk:x(t > 0) <X (e(k) > 0) T pepe®@ T
eﬁe(k)efikxfe(k)(t%»()*) e*ikxfe(k)(t%»()*)
+x (e(k) < 0) 15 ope® + x (e(k) = 0) Tl oo
Be(k) o —ikx—e(k)(t407) (2.20)
1 —e—Be(k) p—ikx—e
+ 13 zkj X (t<0) (x (e(k) > 0) =y +
_e—ikx—e(k)(t-i-O*) e—ikx—e(k)(ﬁ-ﬁ—t-&—O*)
+x (e(k) <0) —— g — x(el) = 0) ————5

e quest’ ultima espressione é chiaramente equivalente alla (2.14) (per convincersene basta sommare tra loro
i termini tra parentesi, che moltiplicano rispettivamente x (¢t > 0) e x (¢t <0) ).
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Nel caso in cui fossimo interessati al limite di volume infinito o di temperatura nulla 1’ espressione di g(x, t)
nella forma (2.15) cambierebbe soltanto perché le sommatorie diventerebbero integrali:

1 dk

keDy,

% > == % (2.22)
kEDy
Pit avanti useremo spesso le espressioni continue corrispondenti ai limiti di volume infinito e temperatura
nulla, sia perché é interessante studiare il comportamento del sistema in questi limiti, sia per comodita,
poiché la maggior parte delle stime e degli argomenti che useremo saranno uniformi nel volume e nella
temperatura. Per questo motivo useremo indifferentemente il simbolo di integrale per indicare formalmente
o la sommatoria o I’ integrale vero e proprio; quando ci sard perdita di uniformité nelle stime e non sara
equivalente usare sommatorie o integrale, lo sottolineeremo esplicitamente.
Come spiegato nel paragrafo precedente, dalle funzioni di Schwinger a due punti é possibile calcolare la
funzione di distribuzione dei numeri di occupazione ny. In particolare lo stato fondamentale del gas di Fermi
¢é descritto dalla funzione ny calcolata a temperatura nulla. Ricordiamo la definizione di ny:

nk = (afay, ) = —/dxeikxg(x, 0) (2.23)
Dalla (2.15) troviamo allora
dkg e~ tho0™ 1
__ | =0 — k 0 - k=0 2.24
me=— [ G2 o — X <0)+ (e =0 (220
dove nell” ultimo passaggio si é usata la tecnica dei residui per calcolare I’ integrale in % (che é un vero

integrale tra —oo e oo dato che stiamo supponendo che la temperatura sia nulla). La distribuzione in
(2.24) é nota come distribuzione di Fermi. La condizione e(k) < 0 implica che |k| < +/2mpy; quindi lo
stato fondamentale é quello in cui sono occupati tutti i livelli energetici corrispondenti ad impulsi contenuti
nella sfera di Fermi, che é la sfera nello spazio degli impulsi di raggio /2mu = pr, dove pr é " impulso
di Fermi. Vediamo che, perché lo stato non sia banale, y deve essere positivo; inoltre vediamo che, come
giusto, fissare il potenziale chimico equivale a fissare il numero di particelle (in questo caso speciale non é
neanche necessario eseguire il limite termodinamico per verificare I’ equivalenza delle due scelte). In seguito
decideremo di fissare p > 0 anche per il sistema interagente, e sceglieremo il parametro libero v in modo
tale che I’ impulso di Fermi della teoria interagente sia lo stesso della corrispondente teoria libera (vedi il
prossimo paragrafo per una definizione di “impulso di Fermi” nel caso interagente e per maggiori dettagli su
questo punto).

Rimangono da calcolare le funzioni di Schwinger a piu punti. In realtd non é necessario calcolarle esplicita-
mente, poiché si possono ottenere dalle funzioni a due punti g(x,t) con la regola di Wick, che é la seguente:
il valor medio del prodotto di 2n campi rispetto alla distribuzione di probabilitd indotta dall’ hamiltoniana
Hy é uguale a

2n n—2
o _ / T Or(2i+1) ;1 On(2i42)
<H wxz,ti> - E (_1) H <wzw(2i+1)¢zw(2i+2)> (225)
i=1 i=0
dove o; = +1, Z' é la somma sui (222) modi di estrarre n coppie dai 2n campi, 7 é una permutazione

che manda la configurazione iniziale in una tale che i campi appartenenti ad una coppia siano adiacenti
e nello stesso ordine relativo in cui comparivano nella configurazione iniziale, e (—1)™ é il segno di questa
permutazione.
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Dimostriamo che vale la regola di Wick. Notiamo che basta mostrare che é valida per il valor medio di un
prodotto di operatori ay’ tutti relativi ad uno stesso stato di singola particella k; infatti se é valida in questo
caso é valida anche per un prodotto di operatori aii relativi a stati qualsiasi di singola particella k;, poiché
i valori medi si fattorizzano; inoltre se é valida per un prodotto qualsiasi di operatori aiz é valida anche
per un prodotto qualsiasi di operatori ¢3?, che sono una loro combinazione lineare. Notiamo anche che per
dimostrarla non é necessario supporre che gli operatori di creazione e distruzione abbiano una dipendenza
temporale, poiché abbiamo visto sopra che la dipendenza temporale degli operatori alf é realizzata attraverso
un numero ( e*¢)* ) ¢ quindi esce fuori dall’ operazione di valor medio.

Consideriamo allora il valor medio

(gt - al>") (2.26)

dove oy, -,0n, =+ €0pt1, - ,02, = —,conn > 1. La (2.26) é sicuramente nulla poiché a[:ali' =aa, =0.
Per essa é valida la regola di Wick, poiché per ogni contrazione dei 2n operatori in n coppie, che non sia
identicamente nulla ( ossia che non contenga contrazioni tra due a; o tra due a,_ ), esiste un’ altra contrazione
la cui corrispondente permutazione ha il segno opposto; per convincersene basta considerare, per ogni data
contrazione, la contrazione ottenuta scambiando tra loro gli operatori di distruzione contratti con i primi due

operatori di creazione. Quindi per ogni configurazione di 2n operatori alt e ay ( tale che ci siano n operatori

a[{" e n operatori a, ) esiste almeno una permutazione per cui la regola di Wick é valida. Supponiamo ora
induttivamente che la regola di Wick sia valida per un prodotto di 2k — 2 operatori; consideriamo allora un

prodotto di 2k operatori ed individuiamo in esso una coppia di operatori aIa; adiacenti tra loro:
(- .a;(ral; ) (2.27)
Usando la regola di anticommutazione tra operatori di creazione e distruzione si ha che la (2.27) é uguale a:

(1) = (agagt ) (2.28)

Ora per il primo addendo della (2.28) la regola di Wick é supposta valida. D’ altra parte se si sviluppa il
secondo addendo secondo la regola di Wick si trova che differisce dallo sviluppo della (2.27) proprio per il
termine (---1---)(a; ayf) , che nella (2.27) é sostituito dal termine (---1---)(a; ay ). Quindi é chiaro che la
regola di Wick per il secondo addendo della (2.28) é valida se e solo se é valida per la (2.27) . Pid in generale
se la regola di Wick é valida per una qualche configurazione dei 2k operatori, é valida anche per tutte le sue
permutazioni. Dato che noi sappiamo che é valida per una configurazione speciale (ordinamento normale) é
valida per tutte. Induttivamente si trova che la regola di Wick é valida (chiaramente é valida al primo passo,
per k=1).

Abbiamo concluso il calcolo delle funzioni di Schwinger della teoria libera e possiamo ora affrontare il
calcolo (perturbativo ) delle funzioni di Schwinger interagenti.

2.3.La teoria perturbativa

Vogliamo calcolare le funzioni di Schwinger della teoria interagente

Tr(—1)"e PHyIm(0 -y 2.29
Tre—PH (229

S(Cﬁladl;"'ﬂ@zm@n)E

come serie formali nei parametri dell” interazione (o, v, A(x—y) ). (Nella (2.29) 7 é la permutazione generata
dall’ operatore di ordinamento temporale, vedi (2.8) ).
Usiamo la rappresentazione:

. t "
e—t(H0+H1) — lim |:e—gH0 (1 _ _HI>:| (230)

n— o0 n
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dove H; nel nostro caso é uguale a

Hi=aoT +vN+V (2.31)

vedi (2.1).
Sostituendo la (2.31) nel numeratore della (2.29) otteniamo:

—BH / / Or(1) Or(2n) / /
Z /’I‘re ’ [_Hl(tl)] o [_Hl(tpl_l)] Q/Jx‘rr(l)vtlpl o Q/Jx‘rr(2n))t/P1+~,-+P2 o _Hf(tp1+»»»+p27l+1 )j| dt
P1,P2n+1 n
(2.32)
dove Hy(t) = etHo [ e—tHo D1y, Pant1 SONO interi nonnegativi, I’ integrazione in dt’ va eseguita sulle

variabili t; J# P1,p1+pe, .. P1+p2tecpap conivincoli B>t > o>t L >0ety o = gy,
vedi (2.29).

Analogamente si pud scrivere lo sviluppo per il denominatore della (2.29) e allora, moltiplicando e dividendo
per Tre #Ho si trova che (2.29) é uguale alla seguente espressione:

thm,pznﬂ JA=H@)] - [_Hf(tl/ﬂlfl)] 1/’287%1 B o [_Hl(t:/vl+~~+pzn+l)} yar

’
X @n) by o dpay

ZP1,~»,P2n+1 f <[_H1(t/1>] e [_Hl(tzlvlfl)] o [_Hl(t;1+~-~+1)2n+1)} >dt/

(2.33)

dove le medie sono eseguite rispetto alla distribuzione di probabilita indotta dall’ hamiltoniana libera e dove
va notato che al denominatore non compaiono esplicitamente operatori di campo .

Poiché H; é una combinazione lineare di T', N e V, che sono tutti operatori che si possono scrivere come
prodotti di operatori di campo %, le medie che compaiono nella (2.33) si possono calcolare con la regola
di Wick. II termine generico della (2.33) di ordine ny nell’ interazione V, ny nell’” interazione vN, ng nell’
interazione o7, si pué esprimere graficamente nel modo che segue.

Consideriamo gli elementi di grafico ( o vertici) disegnati in Fig. 1.

X1, t
14 «
Xg-, t
A

x,1 x,1

Fic. 1. Gli elementi di grafico con cui si pud costruire un espansione perturbativa
delle funzioni di Schwinger interagenti. Gli elementi di tipo A\, v e a corrispondono ai
valori riportati rispettivamente nelle prime tre righe della (2.34). Le linee esterne (ossia
i due elementi di grafico disegnati nella seconda riga di Fig. 1) corrispondono ai valori

riportati rispettivamente nelle ultime due righe in (2.34).
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Gli elementi di grafico in Fig. 1 rappresentano rispettivamente:

= Xovo(w1 — 22)U ik s, Vs
- VQ/Jthw;t

2
ary, 1o U (2.34)
JF

x,t
Vst

dove vo(x) = v(x)d(x0).

Disegnamo n; elementi di grafico di tipo A, ne elementi di tipo v, nz elementi di tipo a e 2n elementi
degli ultimi due tipi (campi esterni). Attacchiamo ad ognun vertice in essi contenuto un diverso indice x, t;
chiamiamo #ndici liberi gli indici attaccati agli elementi A, v ed «, e indici esterni gli indici attaccati ai
campi esterni; facciamo in modo che gli indici esterni siano esattamente quelli che compaiono nella (2.33) .
Consideriamo ora tutti i modi possibili di unire tra loro le mezze linee uscenti dai diversi elementi di grafico,
in modo tale che le direzioni delle freccie delle mezze linee contratte siano uguali tra loro. Ognuno di questi
modi corrisponde ad un insieme di linee chiamate grafico o diagramma. Per ragioni che saranno chiare pia
avanti, chiameremo grafico di Feynman (o diagramma di Feynman) un grafico completamente connesso.

Ad ogni grafico T' associamo un segno o(I') = %1, corrispondente al segno della permutazione necessaria
a portare uno accanto all’ altro i campi tra loro contratti, in modo che in ogni coppia il campo 1~ si trovi
alla sinistra del corrispondente campo .

Ad ogni linea £ contratta contenuta nel grafico I', i cui vertici sono indicizzati con xl, t1 e Xg,to con il verso
della freccia che va da x1,%t; a Xg,t2, assegnamo il valor medio del prodotto ¢;2
uguale a g(x1 — X2, t1 — t2) = ge(xy); chiameremo g(x; — Xa,t1 — t2) il propagatore del campo tra il punto

2, che, come sappiamo, é

21 e il punto xzo. Se la linea ¢ = (x1,22) va a finire su un vertice di tipo « assegnamo alla linea il valore
2
ge(xze) = ;mg(xl — Xg,t1 — tg) piuttosto che il semplice propagatore.
Al grafico T assegnamo poi un valore Val(T') definito nel modo seguente:

Val(T' H ge(x H’UO (¢ HTU (2.35)

teT\[ ¢el

dove T 6 I’ insieme delle linee ondulate di I" ed r, é uguale a « se il vertice é di tipo «, a —v se il vertice é
di tipo v e a —Xg se v é di tipo A.

Consideriamo il valore Val(T') di un grafico I' di ordine O(T') = (n1, n2, n3), ossia di un grafico con n;
vertici di tipo A, ns di tipo v ed ng di tipo . Supponiamo poi che questo grafico I' abbia n lineee esterne di
tipo — ed n di tipo +. Chiaramente I’ integrale sugli indici esterni del valore Val(I') equivalgono a calcolare
un termine di ordine (n1,n2,n3) del numeratore della (2.33) usando la regola di Wick.

Notiamo che il denominatore della (2.33) equivale alla somma degli integrali sugli indici liberi dei valori di
tutti i possibili grafici di vuoto. Quindi, se n = (n1,n9,n3), si ha

(233)=> > /dx )Val(T') (2.36)

n T o(')=n

dove:

(1) I’ accento sulla seconda somma significa che bisogna sommare solo sui grafici che non contengono sot-
tografici sconnessi di vuoto (questa restrizione equivale ad aver semplificato, grazie all’ osservazione prece-
dente la (2.36), il denominatore nella (2.33));

(2) I insieme I, é I’ insieme degli indici liberi associati al grafico;

(3) I’ integrale in da(I,) é I’ integrale su tutti gli indici liberi;
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(4) i grafici che compaiono nella sommatoria in (2.36) hanno 2n campi esterni, indicizzati dalle stesse coor-
dinate e segni dei campi che compaiono nella (2.33).

Sara conveniente per lo sviluppo della teoria successiva cambiare leggermente la definizione degli operatori

corrispondenti agli elementi di grafico o e v. é pii comodo avere a che fare piuttosto che con il laplaciano

PF

= che compare nel valore dell’ elemento di grafico o, con I’ operatore =— —i— o

2
all’ operatore —% + g—f; (in pratica usando questo operatore piuttosto che il semplice laplaciano si sposta
lo zero dell’ energia sulla superficie di Fermi). Definiamo allora g = a e vy = v + pa; I’ hamiltoniana del
problema si pué scrivere nella forma

che in spazio k corrisponde

H=1+a)(T —puN)+voN+V =1+ ao)Hy + N +V (2.37)

Possiamo allora ripetere la discussione fatta sopra per far corrispondere ad una funzione di Schwinger in-
teragente una somma di grafici con una nuova definizione degli elementi di grafico; chiamiamo ag e vy gli
elementi di grafico che prima si chiamiavano « e v, pur continuandoli a rappresentare graficamente nello
stesso modo, come in Fig. 1; associamo ad essi i valori:

- V0¢:t¢;t
92 2 2.38
0401/1 ( + pF) Yt ( )

2m

11 calcolo del valore del grafico si esegue esattamente come descritto sopra, con alcuni ovvi cambiamenti nei
fattori da associare ai vertici e alle linee.

Nel seguito sard anche comodo esprimere il valore di un grafico di Feynman direttamente in spazio k. A
proposito definiamo

/ da(Ln)Val(') = / (L) dk([n) Val(T) = / k(I )eetes Val(T) (2.39)

dove: 1’ integrazione in dk(I,) é I’ integrazione su tutti gli impulsi associati alle linee del grafico T'; il fattore

etkertTeat va interpretato come il prodotto sui punti z; associati ad indici esterni dei fattori e*™*i%i dove k;
¢ I’ impulso della linea che converge in z;, e £ il segno associato alla linea. La funzione V~al(I‘) ¢ funzione
sia di k(In) che di (1) ed é ottenuta trasformando secondo Fourier tutti i propagatori contenuti, secondo
la definizione (2.35), in Val(I'). Quindi la dipendenza di Val(T') dalle coordinate x(I,) é realizzata solo
attraverso dei fattori della forma €. Integrando sulle 2(I,,) questi fattori forniscono una delta (di Dirac o

di Kronecker a seconda se abbiamo o no realizzato il limite 3, L — oco) per ogni vertice di T'. Definiamo

1
—iko + e(k)

vo(k) = /dxvo(x)e“”

9(k) =
(2.40)

e stabiliamo che, se k¢ é I’ impulso associato alla linea ¢, §,(k¢) sia uguale a G(ke¢) se £ entra in un vertice di
tipo Ag 0 v, oppure sia uguale a —e(ky)g(ke) se £ entra in un vertice di tipo ag. Allora é facile verificare che

Val(T' T) [T geCke) T do(ke) Hrv]"[& (2.41)

LeT\T ter

dove d(k,) ¢é la delta di conservazione degli impulsi associata all’ elemento di grafico v e r,, come al solito é
uguale a aq se il vertice é di tipo «ag, a —1y se il vertice é di tipo vy ed a —)\g se il vertice é di tipo A.
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FIG 2

Fi1c. 2. Un grafico dal comportamento singolare. Supporremo che il grafico contenga
2n vertici di tipo A ed inoltre che il punto piu a sinistra di tutti abbia un indice = e che

il punto piu a destra abbia un indice y.

Una volta scritta formalmente la teoria perturbativa il problema diventa quello di studiarne la convergenza,
almeno ordine per ordine. Ci aspettiamo che, a meno che ag e 1y non siano fissati opportunamente come
funzioni di Ag, la serie perturbativa diverga. Proviamo infatti a supporre che ayg = v = 0. Nella serie
perturbativa compaiono diagrammi dal comportamento molto singolare. Consideriamo ad esempio il grafico
di Fig. 2

Supponiamo che in Fig.2 ci siano 2n vertici di tipo A ed inoltre che il punto pit a sinistra di tutti abbia
un indice x e che il punto pid a destra abbia un indice y. Chiamiamo du(k) I’ integrale

op(k) = A%/dkld]@ﬁ?)(kl)g(kl — k)g(k2)g(k1 + k2) (2.42)

Allora é facile verificare che il contributo a S(x — y) associato al grafico di Fig. 2 é

/ dke™* @Y g (k)" 15" (k) (2.43)

che diverge per ogni n nel limite 3, L — oco. Infatti dimensionalmente ogni propagatore é una singolarita di
ordine 1 e ogni integrazione in dk; é uno “zero” di ordine 2; globalmente 1’ integrale in (2.43) ha dimensione
214 n)—(n+1)—3n =1—2n, quindi I’ integrale “diverge superficialmente” (ossia a meno di qualche
cancellazione di cui non abbiamo tenuto conto) per ogni n > 1. Il grafico di Fig. 2 contribuisce a spostare il
punto di singolarita del propagatore della teoria interagente. Sommando infatti rispetto a n tutti i contributi
della forma (2.43) troviamo:

. 1
ik(z—y) n — ik(z—y)
/ ke Z zko—i—e oy ) / e e T el + ouk) (244)

Vediamo allora che la divergenza infrarossa dell’ integrale in (2.43) é fittizia, ed é dovuta al fatto che stiamo
tentando di sviluppare una funzione singolare in punto rispetto ad una funzione singolare in un punto diverso,

il che é molto poco ragionevole. In questo modo stiamo riscrivendo una singolarita di ordine 1 come una
somma di singolarita di ordine n. Se non abbiamo a disposizione parametri liberi con cui poter fissare il punto
di singolaritd I’ ordine n della teoria perturbativa apparird divergente, nonostante sia possibile che la teoria
stessa non sia divergente. Se invece abbiamo a disposizione dei parametri liberi ag e vy in generale diversi
da zero, possiamo cercare di rendere finita la teoria fissando il punto di singolaritd della teoria interagente,



2.32d

2. IL MODELLO. TECNICHE E PROBLEMI. 25

FIG 3

F1G. 3. Uno dei diagrammi che contribuiscono a cancellare la divergenza del diagramma
il Fig. 2.

in modo che sia lo stesso della teoria libera attorno a cui stiamo studiando (perturbativamente) il nostro
sistema. Se definiamo impulso di Fermi quell’ impulso per cui il propagatore della teoria in spazio k£ ha una
singolaritd, possiamo dire che i parametri liberi vanno fissati in modo che 1’ impulso di Fermi della teoria
interagente sia lo stesso della teoria libera. Se vy é diverso da zero si hanno a disposizione diagrammi come
quello di Fig. 3 con cui cancellare, per una scelta opportuna di vy, la singolarita del grafico di Fig. 2.

Se sommiamo al grafico in Fig. 2 tutti i possibili grafici del tipo in Fig. 3 (ossia tutti i possibili grafici in
cui, al posto di alcuni dei sottografici che hanno valore §u(k), venga sostituito un vertice di tipo v) vediamo
che otteniamo come risultato un integrale della forma (2.43), in cui perd appare, al posto di du(k), du(k) —vo.
Scegliendo vy opportunamente (vedremo che la scelta “giustd’ sard vy = du(0) — kOxop(0)), troviamo un
integrale il cui valore pué essere stimato uniformemente in 3 e L.

Altre divergenze di natura diversa dalla precedente (ma la cui origine ha una ragione matematica analoga
a quella discussa sopra) nasceranno a causa del fatto che a priori la funzione di Schwinger a due punti
interagente non godra della seguente proprieta:
S
a(—ik
85710 =m (2.45)
Ik

dove m é la massa delle particelle. Per controllare queste divergenze sard necessario scegliere opportuna-
mente «g.

La discussione precedente, puramente euristica, déd 1’ idea di che tipo di problemi bisogna affrontare
nell’ analisi della teoria perturbativa. Il punto di vista che noi assumeremo sard quello del gruppo di
rinormalizzazione, nella formulazione di Gallavotti et al [G1][G2][BG1][BG2]. Cercheremo di scrivere il
problema in termini di costanti di accoppiamento su diverse scale di lunghezza (o di impulsi); cercheremo poi
di scrivere un’ equazione che esprima la costante di accoppiamento su una data scala in funzione delle costanti
di accoppiamento su tutte le scale precedenti; vedremo che sard possibile interpretare questa gerarchia di
equazioni come un sistema dinamico con dato iniziale ag, vy. In questo nuovo linguaggio il problema
di scegliere opportunamente i controtermini, in modo che le divergenze cui abbiamo accennato sopra si
cancellino, diventa quello di scegliere opportunamente il dato iniziale per il sistema dinamico in modo che I’
evoluzione da esso generata tenda ad un dato punto fisso.

Per poter usare lo stesso approccio di [G1][G2][BG1][BG2] é necessario formulare la teoria di campo
fermionica che vogliamo studiare nel formalismo funzionale. Affronteremo questo problema nel prossimo
Capitolo.



sec.3

p.3.1

3.1

3.2

3.3

3.3a

3.4

3.5

26 GRUPPO DI RINORMALIZZAZIONE PER UN SISTEMA DI FERMIONI INTERAGENTI IN DUE DIMENSIONI

3. Impostazione funzionale.

3.1.Integrazione funzionale Grassmaniana e aspettazioni troncate

Le funzioni di Schwinger (2.5) ammettono una rappresentazione come integrali funzionali Grassmaniani.
Si introduce un’ algebra generata dai simboli 9, Yy, x,y € [0, 8] x . Si suppone che i Y soddisfino le
seguenti regole di anticommutazione:

{vr v,y =0, {of 97 =0, {¢7,¢,}=0 (3.1)

Va notato che i ¢ sono oggetti diversi dagli operatori di campo fermionici introdotti nel capitolo precedente,
ma useremo ugualmente una notazione leggermente ambigua poiche’ questa e’ la notazione standard che si
trova in letteratura.

Un qualsiasi elemento dell’ algebra generata dagli elementi ¢+ si puo’ scrivere nella forma:

Z Z /d561-~-d:cnfgl...gn(171-~-:cn)1/fgi-~- o (3.2)

n=00c1-0n

Allora per definire un’ operazione di integrazione funzionale f P(d) sugli elementi dell’ algebra, basta
definirla sui monomi ¢! - --1Z" e poi estenderla per linearita’ agli elementi del tipo (3.2) (se la somma nella
(3.2) si estende effettivamente fino ad oo, il risultato dell’ integrazione sara’ dato da una serie formale di cui
poi occorrera’ verificare la convergenza).

Si stabilisce che 1’ integrale funzionale

[ Pz vz 33)

si calcola con la regola di Wick. Piu’ precisamente si assegna un propagatore (o covarianza) g(xz — y) e si
definisce la (3.3) uguale a 0 se .1, 0; # 0. Se invece n = 2k e Y., 0; = 0 si considerano tutti i modi
possibili di scegliere k coppie dai 2k simboli 97! - - 972 in modo tale che in ogni coppia la somma dei o sia
0; per ognuna di queste scelte si considera il segno della permutazione necessaria a portare vicini tra loro
tutti i simboli accoppiati, in modo tale che in ogni coppia il simbolo 1~ si trovi alla sinistra del simbolo
1™T; si considera poi il prodotto P di questo segno per un propagatore g(z — y) per ogni coppia z/J;z/J;; si
definisce che la (3.3) €’ uguale alla somma di P su tutti i modi possibili di scegliere le k coppie.
In altre parole, si consideri il seguente integrale:

n—1
/ PAd() [] ¥ (3.4)
i=0
Per definizione stabiliamo che il suo valore sia uguale a
(3.4) =det G (3.5)
dove la matrice G e’ una matrice n X n con i seguenti elementi di matrice:
GjylEg(l’Qj—I2[+1) j,l:O,...,n—l (36)

Diremo che G €’ la matrice di covarianza.
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Stabiliamo inoltre che

/ Pldy) = 1 (3.7)

Chiameremo P(dv) una distribuzione gaussiana fermionica per I’ evidente analogia con la distribuzione di
probabilita’ gaussiana standard.

E’ possibile anche introdurre inizialmente un’ algebra di Grassman con un numero finito di generatori 7,
dove o = + e dove questa volta 'indice « e’ costretto a variare su un reticolo A, (di passo a) contenuto nel
dominio [0, 5] x €.

Si assegnano delle regole di anticommutazione analoghe alle (3.1) e poi si assegnano delle regole di inte-
grazione (rispetto a di7). Una volta assegnate queste regole e’ possibile dare una espressione esplicita ad
una “distribuzione gaussiana fermionica” P(dw)) che ha le stesse proprieta’ (3.5) e (3.7) della distribuzione
gaussiana introdotta piu’ sopra.

Infine e’ possibile studiare il limite in cui il passo reticolare a va a zero.

Questo modo di procedere non e’ conveniente ai nostri scopi (poiche’ introduce il problema aggiuntivo di
dover controllare il limite @ — 0) pero’ ha il vantaggio di fornire una espressione esplicita alla distribuzione
grassmaniana P(di).

Nel seguito noi useremo questa espressione come una rappresentazione formale di P(dt) nel continuo.

Introduciamo allora brevemente le regole di integrazione Grassmaniana definite su un’ algebra con un
numero finito di generatori ¢2. Valgono le seguenti proprieta’ fondamentali:

Javzz=1. [az=0. aea. o-z1. (3.8)

Bisogna pensare che i campi ¢ anticommutino con i simboli di) e che i simboli di) anticommutino tra loro.
Usando questa regola, le regole di anticommutazione tra campi 9 e le (3.8), si calcolano gli integrali multipli
Grassmaniani.

Sia F(3) un elemento dell’ algebra Grassmaniana; notiamo che F'(¢)) ¢’ necessariamente un polinomio di
grado < 2|A,|, dove 2|A,| € il numero di generatori dell” algebra. Allora 1’ operazione

[ T aviav p) (39)
acA

¢’ definita semplicemente usando iterativamente le regole (3.8) e le regole di anticommutazione tra generatori
e tra variabili {dytdy;}
E’ facile verificare allora che per ogni a € A, ed ogni C' € C si ha:

[ dvtdyy e vaClay yt

T auE dve e vice: =Cc (3.10)
in fatti e ¥aC% =1—TCy; e per la (3.8)
/dqp;d%e*wicwé =C, (3.11)
mentre
[avtavge v =1, (3.12)

Le precedenti relazioni si possono generalizzare al caso in cui si integra rispetto a piu’ variabili e in cui, al
posto di C, compaia una matrice. Piu’ esattamente si ha:
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— M
/ [T dviduy e Zene ¥ M¥s — det
aEl,

_ M
/ [T dvddvg e Zena MY gy = A,

r (3.13)

_ - o T M _
S Macn, Qv e Zemoens T oy

| | d +d - - g + = M 1] 1A
ij [ a’'B
f aE, 7/’& 1/1a e i,jEAg Y5 M”w],

dove M/ e il determinante del minore della matrice M complementare all’ elemento di matrice Mag,
moltiplicato per il fattore (—1)**#
Infine I’ integrale della forma

-, . w+MZ,¢* B
f HaEAa dd}idwa e Zl,JEAa i iV H?:l 1/)(111/}5;
f HaeAa dq/};rdﬁl(; e ZweAa ¥ Mijip;

(3.14)

si calcola con la regola di Wick.

Per maggiori dettagli sulle dimostrazioni delle precedenti proprieta’ si possono consultare [GM] ed il capi-
tolo introduttivo di [ZJ].

Dalle proprieta’ (3.13) e (3.14) segue immediatamente la rappresentazione della distribuzione gaussiana
fermionica P(dv) nel caso in cui i fermioni siano sul reticolo Ag:

_ T
HaEAa d1/)2d1/); e Zi,jeAa b G

_ Ta-lg—
JTlaen, dypd dygs e Diena ¥ G5 Y

P(dy) = (3.15)

dove la matrice G e’ la matrice di covarianza.

Passiamo adesso ad elencare alcune proprieta’ degli integrali grassmaniani ed alcune notazioni che ci saranno
utili in seguito (tutte le seguenti proprieta’ sono valide sia in un’ algebra con un numero finito di generatori,
sia in un’ algebra con un’ infinita’ continua di generatori, come quelli di (3.1)).

Definiamo il valore di aspettazione fermionico di una qualche funzione analitica F'(¢) appartenente all’
algebra Grassmaniana nel seguente modo:

/ P(dy)F() = £(F) (3.16)

Nel seguito ci servira’ anche la nozione di aspettazione troncata:
assegnate p funzioni X1, ..., X, definite sull’ algebra di Grassman e p numeri interi n1,...,n, " aspettazione
troncata €’ definita come segue:

Gratnp
ET(X1,..., Xpini,..., =— 1 /P du) e X1 (@) +2p Xy () 317
(X1 P Np) VNG og (dy)e L (3.17)

dove A = {Aq,..., 0}
Si verifica facilmente che I’ operazione di aspettazione troncata soddisfa alla seguente proprieta’:

n!
EM(e X1+ + pXpin) = E Wc’fl...cgpgT(Xl,...,Xp;nl,...,np) (3.18)
o 1. . Ny
ni+--+np=n
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Dei banali corollari della (3.17) sono i seguenti:

1) X =EX),
2 ET(X;0)=0,
@) T( ) T (3.19)
(3) EN(X,. ., Xn, .o np) =8 (X + ..+ ny)
4)  EN(Xy, o Xy Xy Xy L1 ) = EN(X L X i, ny)
dove nel membro di sinistra dell’ ultima uguaglianza si suppone che, per ogni j = 1,...,p, X, sia ripetuto
esattamente n; volte.
Definiamo poi:
ET(Xy, .., Xp) = EV (X, o, X3 1,0, 1) (3.20)
Alcune importanti conseguenze delle precedenti definizioni sono:
(1) Invarianza degli esponenziali Formalmente vale il seguente sviluppo di Taylor:
1og/P(d¢)eX<w> = i 1o log/P(d@/J)e’\X(w) (3.21)
= nl A" A0
e quindi, per la definizione (3.17),
= 1
1og/P(d¢)eX<¢> =3 af;T(X;n) (3.22)
n=0
e quindi ancora, se ¢ ¢ un “campo esterno” (ossia un campo non integrato):
= 1
/P(d@[})ex(d’”’) = exp [Z —'5T (X(-+¢;n)) (3.23)
= n!

che e’ la proprieta’ voluta.

(2) Principio di addizione Supponiamo siano assegnate due misure di probabilita’ P(dt);) e P(d2) associate
rispettivamente a due covarianze g1 (z) e go(x). Supponiamo poi sia assegnata una funzione dei campi ¥; e
19 che possa essere scritta nella forma F' (1 + 12), dove F' ha la forma (3.2). Allora, se definiamo il campo
1 = 1)1 + 12 con covarianza g(z) = ¢g1(z) + g2(x) , vale la seguente proprieta’:

[ Pav) [ Pave)F @+ ) = [ Plavyrw) (324)

Dato che F' ha la forma (3.2), €’ sufficiente verificare la (3.24) sulla funzione F(y) = H?:_Ol Vo, i il

T2i41"
secondo membro della (3.24) in questo caso €’ uguale, per definizione, a det G (vedi (3.5)). Il primo membro,

invece, e’ uguale a:

n—1

[ Pav) [P TT Wi+ 0,) (W, + 08) =

i=0
n—1
= P(dw ) P(d'@[] ) wa—zi,rzi 2‘_2i+1=z2i+1
S e fral

dove @ = {ayg, ..., a2,-1} e dove gli indici a; 5 =0,...,2n — 1 possono assumere i valori 1 o 2.

(3.25)
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Definiamo le matrici G(0)(#n-1) " dove gli indici B; j=0,...,n—1 possono assumere i valori 1 o 2, come
le matrici n X n con i seguenti elementi di matrice:

Gl Bn=t) 0B (gy: — wo1) Gl =0,...,n—1 (3.26)

gl

Allora €’ facile verificare, usando ancora la definizione (3.5), che il secondo membro della (3.25) ¢’ uguale
a:
(3.25) = > det G (3.27)
B

dove 8 ={fo,...,Pn-1}; mala (3.27) ¢ banalmente identica a det G poiche’ g(z) = g1(z) + g2(x).

3.2.Funzioni di Schwinger e potenziale efficace

Una volta stabilite le proprieta’ e le definizioni elencate nel precedente paragrafo, siamo in grado di for-
mulare in un modo piu’ conveniente la teoria perturbativa descritta nel precedente capitolo.
Ricordiamo che I’ oggetto a cui siamo interessati, la funzione di Schwinger a 2n punti, e’ definita come:

—BH o Oon
_ Tre PHT{ygr - 9p22n}

S('rlle;"'.IQn;O'Qn) = Tre_BH T2n (328)
dove si suppone che 3 > t; > --- > to, > 0 e che Ef:l o; =0.
Consideriamo I’ integrale funzionale Grassmaniano
2n
[ Pan I] w2 e- { [ ey zouta iy +
i=1 (3.29)

2
+/d:v [w;w; — ooty (f—eru)]}

dove \o(z) = A\(x)d(t), dove le variabili di integrazione z ed y variano nel dominio 2 x [0, 8]. La distribuzione
gaussiana grassmaniana P(di)) e’ quella associata al propagatore fermionico libero

dk efi(ko(tJrO*)Jrkx)
9t x) = / 2rP ko T oK) (3.30)

dove, ricordiamolo, gli integrali in % sono solo formali (in effetti a L e [ finiti vanno sostituiti con delle

sommatorie) e la funzione e(k) ¢’ uguale a

k* — pi
2m

e(k) =

Se sviluppiamo in serie di Taylor I’ esponenziale che appare sotto segno di integrale nella (3.29) ci accor-
giamo immediatamente che otteniamo uno sviluppo perturbativo nei parametri \g, ag, 1y equivalente a quello
considerato nel paragrafo §2.3. Abbiamo allora la relazione voluta:

(3.29) = S(z1,01; T2n, 02n) (3.31)

L’ analisi delle funzioni di Schwinger nella forma (3.29) non e’ la piu’ conveniente in vista di un approccio
ricorsivo come quello del gruppo di rinormalizzazione di Wilson.
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Gli oggetti piu’ convenienti da studiare sono le funzioni di Schwinger troncate, che corrispondono ai
diagrammi di Feynman connessi e sono definite nel modo che segue:

ST (x101,...,2505) =
0° B B B
= S log/P(dU))exp [—H}(UJ) + /d:z: (oxvr + vt o, )} L_O = (3.32)
68
=gt Do

dove le variabili Grassmaniane ¢+ sono variabili ausiliarie che anticommutano con le variabili 1. 11 simbolo
§ indica la derivata funzionale che agisce sul funzionale ST(¢) (che va inteso, allo stesso modo delle funzioni
logaritmo ed esponenziale, come una serie formale di potenze in ¢). Sottolineiamo che le funzioni di Schwinger
troncate sono legate alle funzioni di Schwinger da relazioni algebriche finite, quindi lo studio delle funzioni
di Schwinger troncate e’ equivalente allo studio delle funzioni di Schwinger.

Diremo che ST (¢) e’ il funzionale generatore delle funzione di Schwinger troncate.

Il funzionale generatore S”(¢) ha una relazione molto semplice con il potenziale efficace definito come
segue:

e Vers(®) — /P(dw)e*HfW*‘/’) (3.33)
Piu’ esattamente, se il simbolo (-, -) indica I’ operazione di prodotto scalare, vale la seguente relazione:
~Vesp(Go) + (07, Go™) = ST(9) (3.34)
Nella (3.34) G¢ significa:
(G9) (@) = [dugla - )6 ) =g+

(3.35)
(@6 (@) = [ auo e —vpat-v (— / dy¢+<y>g<y—m>) =6t g g(a) = g(—a)

Dalle definizioni (3.35) segue la seguente proprieta’:

(¢7,Go™) = (Go™,¢7) (3.36)

che useremo tra poco.
Se usiamo la rappresentazione formale della misura di P(d«) introdotta nel precedente paragrafo:

plagy = s deddvy e 00
JT1, depid dgpy e~ @G0

(3.37)

e’ molto facile verificare la validita’ della (3.34):
infatti, eseguendo il “cambio di variabile” ¥ — 1 = ¢ + G ¢, ricaviamo:

G8 [T1, dede; e~ (WG o~ Hi(¢+G9)
J I T, ded dgpy e (076707
[TL, i degy e~ @G )@ D7)+ .07)=(6.G) —H1(¥)
[ JT1, dyddyy e @HG71em)
— o~ (6Go) /p(d¢)e—Hf<w>+<¢+,w*>+<w+,¢*> _ o (6.G0)+57 ()

e~ Vers

(3.38)
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che e’ equivalente alla (3.34).

Naturalmente, se decidiamo di non trattare il problema del passaggio al limite dall’ integrale Grassmaniano
finito-dimensionale a quello infinito-dimensionale, i passaggi nella (3.38) sono privi di significato e vanno
interpretati semplicemente come una “guida” utile per trovare la giusta relazione tra Vess e ST.

Una volta stabilita la giusta relazione, questa va verificata come una uguaglianza ordine per ordine tra
le serie formali che definiscono V¢ e ST. Nonostante questa verifica sia concettualmente banale, non e’
affatto banale realizzarla esplicitamente, cosi’ rimandiamo alla Appendice A1l per il conto dettagliato.

La discussione precedente implica che lo studio delle funzioni di Schwinger troncate (che e’ equivalente allo
studio delle funzioni di Schwinger) e’ equivalente allo studio del potenziale efficace.

In particolare vediamo che il potenziale efficace definito nella (3.33) racchiude tutte le informazioni sul
comportamento macroscopico del sistema di fermioni interagenti, poiche’ da esso possono essere ricavate
tutte le funzioni di Schwinger e quindi tutti i valori medi di osservabili macroscopiche del sistema.
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4. Decomposizione in multiscale ed espansione in alberi.

4.1.Decomposizione in multiscale e quasi-particelle

L’ idea introdotta nel precedente capitolo e’ quella secondo cui, integrando via i gradi di liberta’ “irril-
evanti” della teoria, si ottiene una teoria efficace, piu’ semplice di quella iniziale e che contiene tutte le
informazioni rilevanti sul comportamento macroscopico del sistema.

Questa idea €’ esattamente quella su cui si basa il gruppo di rinormalizzazione alla Wilson (originariamente
applicato allo studio dei fenomeni critici nella meccanica statistica delle transizioni di fase [M]). In piu’, I’
approccio di Wilson e’ basato su un calcolo ricorsivo del potenziale efficace: si decompone in scale (di
lunghezza o di impulsi) il propagatore della teoria libera; di conseguenza si decompongono in scale tutti
gli integrali che ci interessano ai fini dello studio della teoria efficace; a seconda che si sia interessati al
problema infrarosso o ultravioletto si integrano mano a mano le scale di lunghezza piu’ piccole o piu’ grandi
e si considera il limite in cui tutte le scale di lunghezza “irrilevanti” siano state integrate via.

Consideriamo allora il propagatore libero della nostra teoria:

Ak ek dk
9(z) = / (27)8 —iko + e(k) E/(%)Be g(k)

22 (4.1)
e(k) = —IF
2m
dove x e k sono trivettori con componenti:
x = (20, %) (4.2)
k= (ko, k) '
Introduciamo una funzione F'(t), C*° a supporto compatto, tale che, se v ¢’ un numero reale > 1:
1, set<~?2-1
F(t) = ’ = ’ 4.
o={p TSN (143)
Possiamo riscrivere g(z) nel seguente modo:
g(x) = g™ (@) + g (2)
(u.v.)( ) — / dk ke 1-F (kg + e(k)Q)
Xr) = e
g (27)? —iko + e(k) (4.4)
- dk o F (k2 + e(k)?
g(lr)(x) E/ 367’Lkib (.O 6( ) )
(27‘1’) —iko + e(k)

Per ogni = € [0, 8] x Q introduciamo due variabili Grassmaniane i) e )| con propagatori g ()
e g(™)(z) rispettivamente.

Poiche’ siamo interessati al problema infrarosso (vogliamo infatti studiare il comportamento asintotico delle
funzioni di correlazione), porremo la componente ultravioletta del campo ( e quindi anche il suo propagatore)
identicamente uguale a zero. Questo corrisponde a mettere un regolarizzatore ultravioletto alla teoria, che
ha I’ importante proprieta’ di essere invariante per rotazioni spaziali; in questo modo la teoria con taglio
ultravioletto ha le stesse simmetrie della teoria originale, e questo semplifichera’ molto la discussione del
problema.

Da un punto di vista fisico in realta’ non dovrebbe avere importanza, ai fini dello studio del comportamento
asintotico delle funzioni di correlazione, la scelta della forma del regolarizzatore ultravioletto. In pratica pero’
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la verifica di un’ ipotesi del genere e’ tutt’ altro che banale. Anzi, nel nostro lavoro useremo fortemente I’
invarianza per rotazioni della teoria (vedi piu’ avanti la discussione sulle stime perturbative e non della
funzione beta). Un problema aperto €’ quello di estendere i risultati del nostro lavoro ad una teoria con
taglio ultravioletto non invariante per rotazioni (ad esempio ad una teoria di fermioni su reticolo).

Una volta posta uguale a zero la componente ultravioletta del campo, possiamo ulteriormente decomporre
la componente infrarossa nel seguente modo:

0
Pl = 0 g (4.5)

h=—o00
dove i campi wg(gh) hanno il seguente propagatore:

W) = [ ke F™ (kg + e(k)?)
g (@) = / PE —iko + e(k) (4.6)
f(h) (t) =F (772ht) _F (772h+2t)

Per ottenere la decomposizione (4.5), (4.6) abbiamo usato la ovvia relazione:

0
Fit)= Y "0 (4.7)

h=—o00

La decomposizione in scale ha lo scopo di introdurre, al posto di un propagatore che decade troppo piano
all’ infinito, una somma di propagatori ognuno dei quali ha buone proprieta’ di decadimento all’ infinito.
Questo permette di trattare ogni integrale corrispondente ad un grafico di Feynman con delle possibili
divergenze come una somma di integrali convergenti, ognuno moltiplicato per dei fattori dimensionali che,
eventualmente, divergono nel limite h — —oco. Risultera’ chiaro piu’ avanti (vedi dimostrazione del Lemma
4.1) che i propagatori g®)(z) non hanno le proprieta’ di decadimento all’ infinito volute. Il motivo e’ che i
supporti delle funzioni g(h)(k:) sono, quando kg = 0, delle corone circolari di ampiezza ~ 7" e distanti ~ "
dalla superficie di Fermi, piuttosto che dei “quadratini” nello spazio delle fasi (una funzione che in spazio k
ha supporto in una regione di dimensioni ~ 4", in spazio # decade all’ infinito piu’ veloce di ogni potenza,
su una scala ~ y~").

E’ conveniente allora introdurre un’ ulteriore decomposizione nell’ integrale che definisce g(i'r')(:v), pin’
precisamente una decomposizione in settori angolari di ampiezza ~ y** «a > 0. La scelta che sembra piu’
naturale (e che in effetti garantisce un comportamento “naturale” del propagatore) e’ quella per cui « = 1;
vedremo pero’ piu’ avanti che, nella discussione sull’ analiticita’ della funzione beta, ¢’ conveniente (anzi
necessario) usare dei settori angolari con @ £1, quindi fin da adesso useremo una definizione non restrittiva
dei settori angolari.

Sia x(#) una funzione C*° di variabile reale tale che:

X(m=0)+x(r+60)=1self| <

(R)

Siano x, ’(0) le funzioni cosi’ definite:

XM0) = x [y (0 - 6,)]

0, = 2min®h, i=0,...,y " -1

dove o > 0.
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Quindi, se 6 ¢’ I’ angolo formato dal vettore k con I’ asse x1, e se w; €’ il trivettore di componenti:
4.10 w; = (0, cos §;,8in 6;) (4.10)

valgono le seguenti identita’:

7o¢h_1

R) (1.2 2\ ¥
(2m)3 —iko + e(k) pard ‘
v -1 (R) (1.2 2

i -y e—z'ppw/ Ak _ihmwnpers S (G + e(k) )X<,h> 9) = (4.11)

= (2m)3 —iko + e(k) ‘

ey
=3 el

Nella precedente equazione 1’ angolo 6 va pensato come una funzione delle variabili kl = kw; e k+ = kw;-

(wi- e’ il trivettore di componenti (0, —sin6;,cos6;)). Si puo’ eseguire esplicitamente il cambio di variabili

k — w;pr — k per ottenere:

dk o F® (B3 + e, (k)?) k-
(h) —ikx 0 w; —ah I _
9 () = / 3¢ — X <”y arctan - ) I(E" +pr) =
1o » (2m) iko + e, (k) El +pp (4.12)
= /W‘flmggl)(@
dove ) )
Il 1
4.13 ew, (k) = Bkl + Mok B = br (4.13)

2m m
La precedente decomposizione del propagatore corrisponde ad un’ ulteriore decomposizione del campo ) ("):

,Yfah 1

414 zr)i Z Z eizwppmw h)i (414)

h=—oco w=0

I campi wg(chz, si chiamano campi Grassmaniani di quasi-particella e corrispondono ai campi descriventi un
sistema di fermioni con momento lineare intrinseco uguale a ppw (il momento lineare intrinseco va pensato
come il momento lineare analogo allo spin).

Vediamo qual e’ I espressione per i propagatori associati ai vertici o, nel formalismo di quasi-particella.
Abbiamo visto nel Capitolo 2, prima di introdurre la decomposizione in multiscale, che da ogni vertice aq

2 2
9 ;;’:F g(z). Introducendo la decomposizione in multiscale e quasi-particelle otteniamo:

esce un propagatore

9% +p%
71‘_'9()

(z) =

2m
_ dk AR R )) x2(0)
- _/ G ke ik + (k) -
= — —IpFwT dk e(k efi(kprp)z f(h) (kg + 62(k)) Xi(Uh) (9) _
4.14c Z / 2m)? () —iko + e(k) (4.15)
— —iprwT dk —ika f(h) (kg + ei (k)) (h) | 7L _
B _Z ! / )36W(k)6 —iko—f—ew(k) Xw |:9(k 7k ,Oé):| -
=— Zeﬁp”’xiﬂw <3 + zwa—2) / h e (k)e~ k= FM (kg + €2 (%) [90@” k+ oz)} =
- Y pr) ) 2o Ziko + eu(k) o

= —iBw(DZ "), Yd,)
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dove nell’ ultimo passaggio abbiamo introdotto 1’ operatore differenziale D>
0? 0?
D=0, Fiv— = <ax , Ox :Fiw—) 4.16
2pr ’ 2pr (4.16)

Nel seguito useremo anche la definizione:
D, =D, (4.17)

Il comportamento all” infinito dei propagatori di quasi-particella e’ chiarito dal seguente:

LemMA 4.1 Sia g&h)(:v) il propagatore di quasi-particella definito come nella (4.12), con a > % g&h)(x) soddisfa
alla sequente disuguaglianza:

Cn

o5, (@)] <+
L4 [(0)? + (- wi)? 4+ (o0 - w2

(4.18)

Osservazioni.
(1) La dimostrazione del Lemma 4.1 €’ riportata in Appendice A2. In effetti ]’ enunciato del Lemma riportato
qui sopra e’ esatto solo nel limite 5, L — oo. I dettagli sul caso in cui § ed L sono mantenuti finiti sono
riportati in Appendice A2.
(2) Dalla dimostrazione risulta chiara I’ importanza dell’ ipotesi a > % In particolare si vede che il lemma
non ¢’ valido nel caso « = 0 (caso senza decomposizione in quasi-particelle).
(3) I decadimento piu’ veloce di ogni potenza e’ una conseguenza della scelta delle funzioni f e x nella (4.15)
(C* a supporto compatto). Se fossimo riusciti a scegliere funzioni f e C' analitiche, avremmo trovato un
decadimento esponenziale del propagatore in spazio x.

Con una dimostrazione del tutto analoga a quella del Lemma 4.1 si puo’ ottenere il seguente:
LemMa 4.2 Sia D;ggf)(x) il propagatore di quasi-particella definito come nella (4.15), con o > 3. D;g&)(x)
soddisfa alla sequente disuguaglianza:

Cn

L+ [(7ha0)2 + (Y- wi)2 + (yohx - wit)?]

D, b, ()] <" (4.19)

Per il Lemma 4.2 valgono le stesse osservazioni seguenti il Lemma 4.1.

Notiamo un’ importante proprieta’ della precedente decomposizione in scale: se 8 ed L sono tenuti finiti,
tutte le precedenti serie in h (vedi ad esempio (4.14)) sono in effetti delle somme finite.
Infatti se (in particolare) 8 €’ finito, gli integrali in dkg che compaiono nelle definizioni dei propagatori
vanno pensati come delle somme sull’ insieme
27

'Dﬁz{lm:?(n—i-%) neZ} (4.20)

quindi [ko| > 5. Visto che |ko| > 7, tutti i propagatori gi,h)(x) con h < hg sono identicamente nulli. hg €’

definita come segue:
2

. —2h ™
hﬁ_mln{h:’y 2 (”y2+1)>@} ; (4.21)
notiamo che hg = O(log B).

In pratica una temperatura finita funge da regolarizzatore infrarosso. E’ quindi ragionevole che, a tem-
peratura abbastanza alta (piu’ alta di una temperatura critica funzione delle costanti di accoppiamento
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della teoria iniziale), le funzioni di correlazione siano tutte finite, anche senza bisogno di introdurre nessuna
rinormalizzazione.

Il problema interessante sarebbe quello di rimuovere il regolarizzatore infrarosso mandando la temperatura
a zero e di studiare quindi lo stato fondamentale del sistema interagente. Vedremo piu’ avanti nel lavoro che
questo problema, che pure e’ stato risolto per i sistemi di fermioni unidimensionali (a piccolo accoppiamento
nel caso repulsivo oppure senza spin [BGPS]), in due dimensioni non si riesce a trattare (non si riescono ad
ottenere stime non perturbative dei potenziali efficaci uniformi nella temperatura).

Nonostante ci siano delle ragioni puramente tecniche per cui nascono queste difficolta’ (che verranno
fuori nello svolgimento del lavoro), ce ne sono anche alcune concettuali: in due dimensioni ci si aspetta
che lo stato fondamentale del sistema sia, sotto ipotesi piuttosto generali sulla forma del potenziale di
interazione microscopico, uno stato superconduttivo, e quindi di natura bosonica (per uno stato fondamentale
di questo genere le tecniche fermioniche, basate, come vedremo, su cancellazioni negli integrali dovute alle
regole di anticommutazione tra i campi, falliscono); oppure, peggio ancora, nel caso di un’ interazione
microscopica repulsiva, non si riesce a stabilire, neanche ad un livello qualitativo, quale debba essere lo stato
fondamentale, se un liquido di Luttinger, un liquido normale di Fermi o un superconduttore BCS (si ritiene
che genericamente anche in questo caso lo stato fondamentale sia superconduttore; questa proprieta’ viene
detta instabilita’ di Kohn-Luttinger [KL]).

Da un punto di vista fisico-teorico, quello che ci si aspetta con “certezza”’ e’ che la temperatura critica
Tpcs al di sopra della quale il sistema di fermioni e’ stabile sia esponenzialmente piccola con la costante di
accoppiamento Ag (e che quindi sia invisibile perturbativamente).

Un problema interessante allora e’ quello di stabilire un limite superiore ottimale a questa temperatura
critica (e questo e’ il problema che affronteremo nell’ ultima parte del lavoro).

4.2.Sviluppo in alberi non rinormalizzato

Una volta introdotta la decomposizione in scale del precedente paragrafo, possiamo passare ad illustrare
il calcolo iterativo del potenziale efficace.

Intanto, avendo introdotto nel precedente paragrafo un taglio ultravioletto, ridefiniamo il potenziale efficace
come segue:

¢ Vers(@) — / P(dgplm)) e Hiw ) +0) (4.22)

Usando poi il principio di addizione (3.24) e lo sviluppo (4.5), possiamo riscrivere la (4.22) nella forma:

0
e Vers(9) = / [T Pay®)e- i@ +e) (4.23)

h=—o00

E’ naturale allora introdurre la nozione di potenziali efficaci su scala h:

_ B 0 ~ _
eV WED) = [ [T Plagt)e MO eyt ) (4.24)
h=h+1
dove abbiamo usato: .
P(EWE = Z pRE (4.25)
k=—oc0
In questo modo
Vers(9) = lim VW (g) (4.26)

h——o0
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Consideriamo esplicitamente il primo passo di integrazione:
eV (=) = / P(dy(0))e Hiw+ut=) (4.27)

Vediamo che, usando la proprieta’ (3.23) di invarianza degli esponenziali, possiamo riesprimere VD come
una somma su valori di aspettazione troncata:

_pED ((E-D) Z ET( (-+¢(§‘”;n)) (4.28)

E’ comodo dare una rappresentazione grafica della (4.28) come in Fig. 4.

Fic. 4. Rappresentazione grafica dell’ espansione (4.28). Chiameremo alberi gli ad-

dendi della somma grafica. Possiamo associare ad ogni albero degli indici, in corrispon-
denza dei suoi punti: un indice h=—1 al punti che si trova piu’ a sinistra possibile (mdice
dell’ albero); un indice h=0 al punto nel mezzo; un indice h=1 ai punti finali (foglz'e dell’

albero).

In ogni albero dell’” espansione in Fig. 4, ogni punto finale rappresenta un termine —H 1(@[1(30)) e ogni
vertice diverso dalla radice e dai punti finali (che negli alberi di Fig. 4 €’ solo il vertice di mezzo) rappresenta
un’ operazione di aspettazione troncata rispetto al campo corrispondente alla frequenza di quel vertice (nel
caso degli alberi di Fig. 4 la frequenza e’ h = 0. Inoltre ad ogni albero €’ associato un fattore combinatorio
uguale a ,, dove n €’ il numero di punti finali.

L’ interesse della rappresentazione grafica di Fig. 4 e’ che puo’ essere facilmente iterata.

Consideriamo ancora esplicitamente il secondo passo di integrazione:

_p(=2) — _ _ (0) (=-1)
V) = [ Plag) [P e -

4.29
/ (—1)y = VD (=D 4 (£=2)) (4.29)
= [ P(dy'™)e
che, in termini di somme di aspettazione troncate, diventa:

—_p=2) 1/}(< 2) Z 5T (_ ( + (s )) =

- (4.30)
1 1
= ZO affl (ZO EEOT (—Hp;n') ;n)

Possiamo tradurre graficamente le equazioni (4.29), (4.30) come in Fig. 5.
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_V(—2): — o @ + —( —|—% + ...
—pED = @ —o— ¢ o | — —1—% + ...

Fia. 5. Rappresentazione grafica dell’espansione (4.29), (4.30). La prima linea rappre-
senta —V(~2) in termini di —V{~%, mentre la seconda linea definisce un’ unica rappre-

sentazione grafica per tutti i contributi a V(—1.

A
/

Fic. 6. Rappresentazione grafica di —V(~? in termini di —H;: ogni termine che
rappresenta —V(~V nella prima riga di Fig. 5 ¢’ espanso usando la seconda linea di Fig.
6. Dato un qualsiasi albero dello sviluppo in Fig. 6, bisogna immaginare che la radice
abbia frequenza h=-2, che il vertice che segue la radice abbia frequenza h=-—1, che i

punti finali abbiano frequenza h=1 e che i rimanenti vertici abbiano frequenza h=0.

Nella prima riga di Fig. 5 le palle nere rappresentano —V(—1).

Riscrivendo le palle nere come nella seconda riga di Fig. 5 otteniamo immediatamente lo sviluppo descritto
in Fig. 6.

Anche negli alberi di Fig. 6 i vertici v (a frequenza h,) diversi dalla radice e dai punti finali corrispon-
dono ad un’ operazione di aspettazione troncata rispetto alla variabile Grassmaniana v(); i punti finali
corrispondono ai fattori —Hy; ad ogni albero 7 e’ associato un fattore combinatorio %T) uguale a [, s%,’
dove s, €’ il numero di rami che si dipartono (in avanti, ossia in direzione opposta alla radice) dal vertice
v. Ad esempio i fattori combinatori associati agli alberi disegnati esplicitamente in Fig. 6 sono, seguendo lo
stesso ordine con cui sono disegnati: 1, %, %, %, %, %

E’ chiaro che la procedura descritta sopra per rappresentare i primi due passi di integrazione puo’ essere
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iterata |h| volte fino ad ottenere uno sviluppo in alberi per il potenziale efficace su scala h ),
Possiamo esplicitamente scrivere che il potenziale efficace —V™ ¢’ la somma dei contributi di tutti gli
alberi 7 possibili:

—V(h)(U)(Sh)) — i Z V(h)(va(Sh)) ’ (4.31)

n=17€Ty,

dove 7}, ,, €' 1" insieme degli alberi con n punti finali e con frequenza h associata alla radice.
Un possibile albero di 7}, ,, €’ quello riportato come esempio in Fig. 7.

1
TN
Ny L1
r Vo /<\' — ’
\\ <
\\
\\
\E\
~
h h+1 hy 0 1

Fic. 7. Un possibile albero che compare nella rappresentazione grafica di V®. Un
albero di questo tipo e’ ottenuto iterando la rappresentazione grafica delle precedenti

figure. Tutti i punti finali stanno sulla linea verticale corrispondente alla frequenza h=1.

Elenchiamo qui alcune definizioni che useremo spesso nel seguito del lavoro (anche se alcune sono state
gia’ introdotte, le ripetiamo per comodita’ di consultazione).

Chiameremo scala o frequenza I’ indice associato alle linee verticali (che in Fig. 7 €’ compreso tra h ed
1). Chiameremo punti finali (p. f.) i punti dell’ albero che appartengono alla linea verticale a frequenza
= 1; inoltre chiameremo wvertici i punti sulle linee a frequenze comprese tra h 4+ 1 e 1 (si noti in particolare
che il punto r non e’ un vertice). Chiameremo radice il punto r in Fig. 7. Chiaramente I’ albero induce
un ordinamento parziale tra i vertici: diremo che v; < v2 (0 che vy precede vs) se vy si trova sul cammino
che unisce r con vy. Dato un vertice v chiameremo v’ il vertice che lo precede immediatamente. Sia s, il
numero di vertici che seguono immediatamente il vertice v. Diremo che un vertice v €’ non banale se s, > 1
o se s, = 0 e che e banale se s, = 1. Dato I’ albero 7 ed un suo vertice v chiameremo 7() il sottoalbero di
7 che ha radice in v. Se ogni vertice dell’ albero appartiene (come in Fig. 7) ad una linea verticale ad una
ben determinata frequenza, diremo che lalbero e’ decorato (in altre parole un albero e’ decorato se ad ogni
vertice e’ associata una frequenza). Per ogni vertice decorato esiste un corrispondente albero non decorato
con radice che ha la stessa struttura topologica dell’ albero decorato ma ha solo vertici non banali, non ha
nessun indice di frequenza associato ai suoi vertici ed ha solo un indice r per indicare quale dei punti €’ la
radice. Ad esempio 1’ albero non decorato con radice associato all’ albero di Fig. 7 €’ quello disegnato in
Fig. 8.

Possiamo associare ad ogni albero non decorato un fattore combinatorio uguale a quello definito per un
albero decorato ad esso associato (infatti tutti gli alberi decorati 7 associati ad uno stesso albero non decorato
hanno lo stesso fattore combinatorio ﬁ)
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Fi1c. 8. L’ albero non decorato con radice corrispondente all’ albero decorato di Fig.
7. 1’ albero non decorato ha la stessa struttura topologica dell’ albero decorato ma ha
solo vertici non banali. Ai vertici non e’ associato nessun indice, a meno della lettera r

associata alla radice dell’ albero.

Possiamo anche espandere la somma ) . della (4.31) in una somma sugli alberi non decorati per la
somma sulle decorazioni. Piu’ esattamente, se 7, €’ I’ insieme degli alberi non decorati con radice con n
punti finali, abbiamo la seguente identita’:

o=> Y, (4.32)

TeTh,n T€Tn {hv}UET

dove I insieme di indici {h,} deve soddisfare ad alcune proprieta’: gli indici h, devono essere compatibili
con I’ ordinamento parziale indotto dall” albero, devono essere tutti compresi tra h+ 1 e 0 e la frequenza dei
punti finali deve essere necessariamente = 1.

Infine stabiliremo che due alberi non decorati con radice sono equivalenti o identici se possono essere
sovrapposti con delle deformazioni continue delle linee sul piano (senza che siano ammessi incroci tra le linee
stesse). Riportiamo in Fig. 9 un esempio di due alberi non decorati con radice non equivalenti.

Fia. 8. Due alberi non decorati con radice non equivalenti. Si noti che i due alberi
non sono considerati equivalenti, pur avendo lo stesso numero di punti finali e la stessa

successione di indici s, (e quindi, in particolare, lo stesso fattore combinatorio).

Alcuni risultati tecnici sul conteggio degli alberi e dei grafici di Feynman sono riportati in Appendice A3.

4.3.Calcolo del valore di un albero



4.31

42 GRUPPO DI RINORMALIZZAZIONE PER UN SISTEMA DI FERMIONI INTERAGENTI IN DUE DIMENSIONI

Bisogna adesso descrivere le regole che ci permettano di calcolare esplicitamente i contributi V(h)(T7 w(gh)).
Abbiamo gia’ spiegato sopra che ogni punto finale dell” albero 7 € 7}, ,, corrisponde ad un fattore —H; (1/)(50).
Visto che H; ¢’ una somma di diversi contributi (un contributo ~ Ag, uno ~ ag ed uno ~ vp) conviene as-
sociare ai punti finali dell’ albero un indice che puo’ assumere i valori A, o, v; in questo modo un punto
finale A\ corrispondera’ al termine dell’ hamiltoniana di interazione ~ Ay, e cosi’ via. Chiaramente adesso I’
espansione in alberi del potenziale efficace su scala h avra’ un indice di sommatoria in piu’, quello relativo
agli indici associati ai punti finali.

Ogni vertice diverso dai punti finali rappresenta invece un’ operazione di valore di aspettazione troncata.
Consideriamo lo sviluppo (4.31). T termini V") (7,4(<")) sono definiti ricorsivamente nel modo che segue.

Se 7 €’ I’ albero banale 7y (ossia 1" albero che ha una sola linea che connette la radice con 1’ unico punto
finale) allora h = 0 e V(O (15,4(=9)) ¢’ dato da uno dei contributi (o, v o \) all’hamiltoniana di interazione
Hj.

Se 7 €’ non banale, vy €’ il primo vertice di 7 e 11, . .. s Ts,, SON0 1 sottoalberi di 7 che hanno vy come radice,
allora 1
V(h) (T, lb(gh)) = S |g;{+1 (V(}H_l)(Tl ) w(§h+1))7 R V(}H_l)(Tst ’ w(gh+l))) . (433)
Vo

Iterando la (4.33) otteniamo

1

Y G 1/}(§h)) _ H —

, I
vev(n) o’ (4.34)

&, (5,”;12 (5,{+3 LT, (52 (SOT (V(To,zp(Sl)), . ) ) ) ) ) :
dove 7 e’ I’ albero banale e la definizione di V(7) €’ riportata in Appendice A3. Le aspettazioni troncate in

(4.34) vanno calcolate partendo dai punti finali e muovendosi verso la radice.
Ogni volta che si incontra un vertice v bisogna allora considerare un’ espressione del tipo

1 - -
—&n (BEIP), EI(R,)) (4.35)
dove P,;, j=1,...,5, ¢ un insieme di indici tale che
“(<h P\ <hoots)
1/}(7 U)(ij) = H <%> 1/)1(]()” Ty ] = 1, ey Sy (436)
feP,,

cono(f) ==, a(f)=0,1ex(f) = (xo(f),x(f)) €0, 5] x Q. In altre parole, se si disegnano (come spiegato
in Appendice A3) gli elementi di grafico corrispondenti ai punti finali dell” albero 7(*) ognuno con le sue linee
uscenti (2 o 4 a seconda dei casi), si puo’ considerare 1’ insieme di indici I,,, ossia 1’ insieme degli indici che
numerano tutte le linee uscenti dagli elementi di grafico disegnati e in piu’, per ogni elemento di grafico con
due linee uscenti, stabiliscono se 1’ elemento e’ di tipo a o v; P, €’ un qualche sottoinsieme di I,,. Se f € P,,
a(f) =1 € uguale a 1 solo se I’ elemento di grafico in z(f) e di tipo a e se o(f) = —.

Dimostriamo per induzione la (4.35). Notiamo prima di tutto che V(O (75, 4(<9)) ¢’ una somma di contributi
della forma

[ sty wO(n.) 50 1) (4.37)

dove, ad esempio, z(1,) = {z,y}, ¥(I,) = vi v v, vy, WO (x(L,)) = Ao(z —y) e

/dx(lv) :/ dx/ dy , (4.38)
[0,8]1x % [0,8]xQ
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Quindi se h, = 0 il secondo membro della (4.33) diventa, piu’ esplicitamente, una somma di termini del tipo

€ ([ @ty WO DF L), [ ol WO, )5 1,,))
1

n!

(4.39)

:/dx([vl).../dx(Ivn)W(O)(x(Ivl))...W(O)(X(Ivn)) &7 (D=1, 6L,

che contiene un’ espressione del tipo in (4.35) con P, =1,, j=1,...,n.
Se h, < 0, usando 1’ ipotesi induttiva e le (4.34)(4.35), vediamo subito che V) (7,4(<M)) ¢’ una somma di
termini proporzionali a

1 - -
= (& (PP, ) BEIR, )) ) (4.40)
dove v1q,...,v,s, sono gli s, vertici che seguono v e v;,.. - Ujs,, SONO gli s,; vertici che seguono vj;, j =
1,...,s,. Allora, dalle definizioni,

& o (FEPAV(P,, ), ))
B T (<hy) 5 (Sho)
= Z e Z ¢ (Q'Ujl) ce Q/J (QUjSU]‘ ) (441)

QUjl CPjul QU‘ CPUjSvj

]Svj

gfj;v—i-l ("/NJ(hv-i_l)(Pvﬂ \ Q’Ujl)’ cee :"/;(hv-i_l)(ijsuj \ ijsuj )) ’

dove
& (PP \ Quyr )y IR, \ Py, ) (4.42)

e’ una costante (ossia una quantita’ che non dipende dai campi).
Allora, come voluto, nella (4.40) rimane un’ espressione proporzionale a

L (BERIB), BB, (1.3

Sp!

con
ij = U Q'Uji ) (444)
i=1
e cosi’ la (4.35) ¢’ dimostrata.

A questo punto possiamo scrivere un’ espressione ancora piu’ esplicita per i potenziali efficaci su scala h:

VOED) = 37 57 Ve ylsh),

n=1 TG,Z—}L,n

V(h)(m/f(gh)):/dx(fvo) Y EN( POV (7, Pug, 2(1,))

Pug Clug

(4.45)

dove

dz(l,,) = dx(f) , 4.46
[ astry) I [ (4.46)
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Volendo possiamo anche riscrivere la (4.45) nella forma:

(<h) Z Z Vv h) (7, ¢(<h))

n=17€Th n

(4.47)
h) (Ta Z[}(Sh)) = Z /dx(PUO) i(gh) (P'UO) W(h) (Tv P'Um .I(on)) )
PyyCly,
dove
WO (7, Py = [ dall \ Pu) W (5. Pa (L) (4.48)
In questo modo i nuclei W (7, P, , 2(P,,)) dipendono solo dalle variabili
z(Pyy) = {z(f)}rep,, » (4.49)

Usando la (4.45) e la (4.33) otteniamo per i nuclei W) (7, P, , 2(I,,)) la seguente relazione ricorsiva:

S”O

W(h) (Tv onvx(lvo)) = Z HW(h+1) (Tj7PUj5I(IUj))
Py Pug,  \J=1 (4.50)

%g;ﬂrl (w h+1)(P \ Quy), - -JJ(}H_I)(PUSW \stvo)) ’

dove
Quv, = Pyy NPy, J=1,...,8 - (4.51)

La (4.50) puo’ poi essere iterata per ottenere:

wh) (7, Pug, ©(1uy))

D D O | G LI S NI ) N U G

{Pv}vev(ir) \vE€Vi(T) v vEV(T)

(4.52)

dove r, € il valore dell’ elemento di grafico associato al punto finale v (r, = Ao(z), g, 10).

La somma
> (4.53)
{Pv}oev(n)

in (4.51) €’ su tutte le possibile scelte degli insiemi P, corrispondenti ai vertici di 7, eccetto P, che e’ fissato.
Notiamo che gli insiemi @, sono univocamente determinati dalla scelta degli insiemi { P, }; per convincersene
basta tenere conto del fatto che, per ogni v € V(7), si ha:

Q. CcP, P=Q,, (4.54)

In questo modo per ogni v € V(7) e per ogni v; che segue immediatamente v si ha:
Qu,=P,NP,, =15, (4.55)

che €’ una generalizzazione della (4.51).
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Consideriamo i valori di aspettazione troncata

&L (B0 P\ Qu). B (P, \ Q) (4.56)

contenuti nella (4.52). Sono possibili due espansioni per calcolarli: una in diagrammi di Feynman, 1 altra,
piu’ compatta, in determinanti. La verifica della validita’ delle due espansioni e’ riportata nell’ Appendice
A4. Nei prossimi due paragrafi, invece, elenchiamo semplicemente le regole per scrivere le due espansioni

4.4.Grafici di Feynman e ammassi.

L’ espansione in diagrammi di Feynman si ottiene nel seguente modo: per ogni insieme di indici P, \ @, si
disegnano gli elementi di grafico corrispondenti, da ognuno dei quali escono delle linee orientate; ogni linea
orientata e’ la rappresentazione grafica di uno dei campi contenuti nel prodotto che definisce z/;(h”)(Pw \ Qu,)
(vedi (4.36)); stabiliremo che ad ogni campo + corrisponda una linea con verso uscente dal suo elemento
di grafico e viceversa per ogni campo —. Si disegna attorno agli elementi di grafico di v; un “contenitore”
Gy, , in modo tale che le linee uscenti dagli elementi di grafico al suo interno escano dal contenitore stesso;
inoltre si fa in modo che contenitori corrispondenti a vertici diversi siano disgiunti. Chiameremo questi
contenitori ammassi (che e’ la traduzione italiana della parola clusters, molto usata nella letteratura). Piuw’
avanti, con un leggero abuso di definizione, chiameremo questi contenitori anche vertici (ed indicheremo G,
semplicemente con v).

Le linee andranno poi contratte come descritto nell’ Appendice A3, con la sola accortezza aggiuntiva di
considerare gli ammassi come dei punti. In altre parole le linee vanno contratte in modo tale che tutti gli
ammassi risultino connessi.

Ogni scelta del modo di contrarre le linee corrisponde ad un grafico di Feynman I'. Ad ogni grafico di
Feynman I' si associa poi un valore Val(I'), definito come nel Capitolo 2, con I’ unica differenza che adesso,
al posto dei propagatori completi, bisogna prendere i propagatori su scala h,. Se si vogliono avere dei
propagatori con buone proprieta’ di decadimento all’ infinito si deve ancora espandare ogni propagatore
g")(z) in una somma di propagatori di quasi-particella:

g7 (@) =Y emrrerg() (a) (4.57)

w

Se usiamo 1’ espansione (4.57), il valore Val(T') sara’ definito come nel Capitolo 2, con la differenza che, al

posto dei propagatori completi, bisogna prendere i propagatori e ~*PF ”Igfuh“)(ac) (e al posto del propagatore
2 2 .

a;#g(hv)(:r) che esce da ogni vertice di tipo « bisogna prendere il propagatore e’ZpF“’IDwgS,h“)(:r)).

Se Gp €’ 1" insieme dei grafici di Feynman ottenuti seguendo il procedimento descritto sopra, si ha:

ET (B(Pu \ Qur)s - (P, \ Qu,,)) = D Val(l) . (4.58)

T'ego

Se si ripete la costruzione precedente per tutti i fattori della forma (4.56) contenuti nello sviluppo (4.52),
si vede subito che i nuclei W) (7, P, , 2(I,,)) sono uguali alla somma dei valori di tutti i grafici di Feynman
T" con le seguenti proprieta’:

(1)tutti gli elementi di grafico sono connessi dalle linee di T

(2)tutti gli ammassi G, sono connessi dalle linee di T

(3)i propagatori contenuti nell’ ammasso G, e non in nessun ammasso piu’ piccolo hanno frequenza h.,;

(4)il grafico T ha |P,,| linee esterne, indicizzate dagli elementi di P, .
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Un grafico I" con le proprieta’ (1)-(4) €’ allora tale che, dato un ammasso G,, se tutti i sottoammassi
massimali Gy,, ..., Gy, sono pensati come punti, allora I’ insieme di punti cosi’ ottenuto e’ connesso dalle
linee di I'. In particolare e’ possibile estrarre dalle linee di I' un insieme di s, — 1 linee che connetta i “punti”
Gyys- .., Gy, . Un tale insieme sara’ chiamato albero ancorato (ed indicato con T},) ed ¢’ tale da realizzare
una connessione minimale tra i sottoammassi massimali di G,.

Se chiamiamo G(P,,) I’ insieme di grafici di Feynamn con le proprieta’ (1)-(4), abbiamo, come detto sopra,

W (7, Py, x(Ly,)) = > Val(l) (4.59)
TeG(Pyy)

Un possibile esempio di grafico di Feynman, con associato un albero 7 ed una struttura ad ammassi
compatibili, e’ quello disegnato in Fig. 10.

AN /
N

N

Fic. 10. Un esempio di grafico di Feynman I' con i suoi ammassi. La struttura ad
ammassi identifica univocamente un albero 7. Nell’ esempio tutti gli elementi di grafico
sono supposti di tipo A (in generale possono essere di tipo A, «, o v, come descritto in
Fig. 1.

E’ evidente che la struttura ad ammassi stabilisce un ordinamento gerarchico tra gli elementi del grafico,
che ¢’ lo stesso indotto dall” albero 7. Piu’ esattamente, dato un albero 7, possiamo rappresentarlo come un
insieme di ammassi disgiunti contenuti gli uni negli altri; e viceversa. In Fig. 11 €’ riportato un esempio (nel
quale sono disegnati solo i cluster corrispondenti a vertici non banali).

L’ espressione finale per il potenziale efficace ottenuta attraverso le relazioni (4.45) e (4.59) €’ chiamata
espansione non rinormalizzata. 1l motivo e’ che piu’ avanti sara’ necessario introdurre una espansione
rinormalizzata per controllare le divergenze di cui abbiamo gia’ parlato nel Capitolo 2 a proposito della
teoria perturbativa “ingenua” (ossia la teoria perturbativa senza espansione in multiscale).

La struttura ad ammassi e’ particolarmente utile per identificare queste divergenze; anzi, meglio, per iden-
tificare quali propagatori in una classe di grafici di Feynman sono realmente pericolosi. Dato un diagramma
di Feynman T', supponiamo di considerare un sottodiagramma connesso IV formato da alcuni elementi di
grafico e dalle linee che li connettono: vedremo nel prossimo Capitolo che possono venir fuori stime divergenti
nel limite h — —oo sul valore di IV solo se il numero di linee esterne di IV €’ uguale a 2 o0 a 4. Un’ analisi piu’
dettagliata mostra poi che in realta’ i sottografici veramente pericolosi sono quelli in cui tutte le linee interne
sono su scala maggiore delle linee esterne. Ma una proprieta’ di questo genere e’ garantita automaticamente
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Fic. 11. Un albero di ordine 5 e la corrispondente struttura ad ammassi. Nel disegno

sono riportati solo i cluster corrispondenti a vertici non banali.

se il sottodiagramma I €’ un ammasso; quindi, in termini di ammassi, possiamo dire che solo ammassi a
due o quattro gambe esterne possono essere fonte di problemi (tutto questo discorso risultera’ piu’ chiaro
quando nel prossimo Capitolo eseguiremo esplicitamente le stime).

4.5.Espansione in determinanti. Confronto con I’ espansione in grafici di Feynman

Consideriamo ancora una volta un valore di aspettazione troncata della forma &7 (ﬁ(Pl), e ,z/NJ(PS)), con

|Pi] + -+ + |Ps| = n. Lo sviluppo in determinanti consiste nel riscrivere questa aspettazione troncata nel
seguente modo:

ET (DR, B(PR)) = (-1 Y (H gg> /dPT(t) det G (t) , (4.60)
T

LeT
dove (1) T €’ un insieme di linee che forma un albero ancorato tra i cluster Py, ..., Ps, (2) t € un insieme di
parametri
t= {tjﬁj' € [Oa 1]3 1< .j7.j/ < S} ) (461)

(3) dPr(t) € un’ opprtuna misura di probabilita’ con supporto su un insieme di parametri t tale che
t; ;7 =, - uj, per qualche famiglia di versori u; € R’, e (4) GT(t) e’ una matrice (n — s+ 1) x (n — s+ 1)
di elementi

[GT (t)} (,1), (571" = tj,j'g(x(j7 Z) - X(j/a Z/)) ) (462)

dove 1 <j,5' <s,1<i<|P;|,1<i <|Py|, elelinee £ = x(j,1) — x(j’,7") non appartengono a 7.
Se s =1, la somma su T e’ vuota, ma possiamo ancora usare la (4.60), interpretando il membro di destra

come
{ 1, se P, e vuoto ,

det G(1), altrimenti . (4.63)

Sviluppando il determinante nella (4.60) riotteniamo lo sviluppo in diagrammi di Feynman descritto sopra.
Il vantaggio di riscrivere una certa somma di diagrammi di Feynman sotto forma di determinante e’ che in
questo modo si tiene automaticamente conto dei segni relativi tra diversi diagrammi di Feynman e quindi di
alcune cancellazioni tra diagrammi altrimenti difficilmente controllabili.
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Piw’ precisamente vedremo che sia gli integrali sulle coordinate libere dei valori dei diagrammi di Feynman
di ordine n (ossia i diagrammi con n elementi di grafico), sia gli integrali sulle coordinatee libere dei fattori

della forma,
<H gg> / dPr(t) det GT(t) (4.64)

LeT

possono essere stimati,a meno di fattori dimensionali, da C'™, per qualche costante C'.

Una volta eseguita questa stima, uniforme sulla scelta del diagramma di Feynman (o dell’ albero ancorato
T), rimane da sommare sui diagrammi di Feynman (o sugli alberi ancorati). Dai risultati dell’ Appendice
A3 sappiamo che il numero di diagrammi di Feynman di ordine n e’ stimato (a meno di C™) da (n!)? mentre
il numero di alberi ancorati che connettono n punti e’ o(n!). Nelle stime per grafici troveremo allora un n!
di troppo, che non fara’ convergere la serie perturbativa.

Per questo motivo le stime eseguite grafico per grafico si chiamano stime n/ e garantiscono solamente I’
esistenza del termine di ordine n della serie che definisce i potenziali efficaci, ma non la sommabilita’.

Vedremo invece che le stime sui determinanti permetteranno di dimostrare 1’ esistenza dei potenziali efficaci
in senso non perturbativo.
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5. Stime perturbative per la funzione beta.

5.1.Stime perturbative per 1’ espansione non rinormalizzata

In questo paragrafo vogliamo iniziare a stimare i contributi ai potenziali efficaci

V(h (¢(<h Z Z V(h 7_ 77[J(<h) (51)
n=17€Ty
definiti nel paragrafo §4.3, usando lo sviluppo in grafici di Feynman, per un albero 7 con n punti finali.
Vogliamo eseguire questa stima in spazio k, e quindi e’ conveniente definire 1’ oggetto da stimare diret-
tamente nello spazio degli impulsi. Eseguiremo la stima supponendo che le costanti di accoppiamento
v, @, | dz|Ao(z)| siano limitate da una costante e.
Ricordiamo la forma di VM (7, (<) (4.45):

YO () = [da(n,) Y SRV (7, Py alLy) =
Pyy Clu,
(5.2)
> / da(Poy )5 (P W) (7, Pry, a(Py)
Py Clup

Trasformiamo la (5.2) secondo Fourier e decomponiamo in campi di quasi-particella. Piu’ esattamente, se i
campi 1/3,(;2 sono i trasformati secondo Fourier dei campi z/;fuh; (vedi (4.14)):

dk
(h)+ _ ptike ) (R
U)x,w _/(27T) U)k

(5.3)
](chu)):t /dxe:”k””wgff
definiamo:
e (pvo,gpvo,kpvo) = I %, (5.4)
fEPy,
dove:
(1) Yp,, = {wf}v [ € Py,
(2) k¢, f € P, €1 impulso della linea esterna che entra nel punto zy, f € Py,
(3) kp,, ={ks}, [ € Pu.
Definiamo poi la trasformata di Fourier del nucleo integrale W™ (7, P, z(P,,)) nel modo seguente:
/dx(fvo)d?(gh) (Pog )V(R) (7, Poy, (Pug ) =
dkf za(f)(k +w )
- Z da(I,,) ( gt wkf srespe) N Val(T) =
—on FEPy, TEG(Pug)
- k(L ) (=P ( wp k ) Val(T
Z / 0 0 Py, on Feg;j : (55)
—on vo
= Z /dk 1/}(< ) ( 'uovaUOaEPUO) W(h) ( 'uovaUOaEIUO) =

_PUO

=y / k(P )0 (Poyywp, hip, ) WO (7, Py, o, )

ﬂpvo
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dove dk(P) =[] p dky e Val(T'), Val(T') sono i valori dei grafici di Feynman in spazio z e in spazio k, come
definiti nel Capitolo 2 (con I’ unica differenza che adesso i propagatori hanno un indice di scala e un indice
di quasi-particella assegnati). Si noti che la misura di integrazione in spazio k non e’ divisa per i fattori
(27m)3 (o BL? nel discreto); il motivo e’ che ogni integrazione in dz da’ una delta di Dirac (o di Kronecher nel
discreto) moltiplicata per (27)3 (o BL? nel discreto) che si semplifica con il corrispondente fattore contenuto
nella misura di integrazione in spazio k.

Decidiamo allora che I’ oggetto da stimare sia il seguente:

Z Z ‘W (Ta on,QPv()vEon)’ (5.6)

T€Th,n {Pug }

ng,v’ niv fissati
L’ integrale in (5.6) stima il contributo di tutti i grafici che hanno il numero e il tipo di linee esterne fissati, e
hanno inoltre fissati i valori degli impulsi e degli indici di settore esterni. Possiamo in particolare immaginare
che gli impulsi e gli indici di settore esterni siano assegnati in modo compatibile con la regola di conservazione
dell” impulso.

Abbiamo scelto la forma della norma in (5.6) pensando alle stime per i coefficienti di ordine n della funzione
beta (vedi piu’ sotto). In questo paragrafo sceglieremo di stimare comunque la norma (5.6) e diremo che il
potenziale efficace €’ ben definito se ¢’ ben definita la norma (5.6)

Nella discussione che segue avremo bisogno di una stima sulla trasformata di Fourier di gfuh)(:zr), g&h)(k)
(vedi (4.12)) e sulle sue derivate rispetto a k. Vale il seguente Lemma:

LemMa 5.15%a g&h)(k) la trasformata di Fourier del propagatore (4.12). Se v*h, o > % e’ I’ ampiezza dei
settori angolari che definiscono le quasi-particelle, allora:

agr?ag\llagi th)(k) < Cﬂ0+7l1+n2’7_(n0+n1+an2+l)h (57)

Dimostrazione. E’ sufficiente derivare, mettere in evidenza i fattori dimensionali e tenere conto delle
proprieta’ delle funzioni f e x (C° a supporto compatto). Affinche’ ogni derivata rispetto a k* abbia
dimensione y~®" ¢’ necessario, come gia’ discusso nell’ Appendice A2, che a > %

Scriviamo il piu’ esplicitamente possibile il contributo a W (7', Py,w Puy? k on) corrispondente ad un singolo

grafico di Feynman I € G(P,,) (che e’ proprio ﬁ J dk(Iy, \ Py, )Val(I')).

Avremo bisogno delle seguenti definizioni. Siano:
Mg, il numero di propagatori ottenuti contraendo due campi ¥y, interni all’ ammasso G, ma non all’
ammasso G, 0> v,
N1, il numero di propagatori ottenuti contraendo un campo ey (k)9 con un campo ., interni all’
ammasso G, ma non agli ammassi Gz, v > v,
ﬁv = ﬁO,v + ﬁl,v;
F®) il valore del sottografico corrispondente all’ ammasso G.,,, integrato sugli impulsi e sulle w delle linee
contenute in G,
k(@) 1’ insieme degli impulsi da integrare in corrispondenza di ogni ammasso G, (impulsi di ciclo dell” ammasso

Gyv),
k(v)

op gli impulsi esterni all’ ammasso G,

Sy il numero di rami uscenti dal vertice v dell’ albero 7 (o anche il numero di sottoammassi massimali
contenuti nell” ammasso G,),
ng._, il numero di campi z/;,fw che escono dal cluster G,



5.3

5.3a

5.4

5. STIME PERTURBATIVE PER LA FUNZIONE BETA. 51

n{ , il numero di campi ew(k)@bfw che escono dall” ammasso G,
e — € € 3 e __

ng =ng, +ng,, ossia ng = |P,|,

n® il numero di linee uscenti dal grafico (ossia n® = ng, ),

Mg, il numero dei vertici di tipo v contenuti nell’ ammasso G,

My, il numero dei vertici di tipo o contenuti nell’ ammasso G,

My, il numero dei vertici di tipo A contenuti nell’ ammasso G,.

L’ integrale a cui siamo interessati e’ il seguente:

/ (I, \ Pyp)Val(T') =
Ny —8y+1 (58)

- I X [ e e T 60 T
vng'f; f. Wi Wiy v p. f.
dove per comodita’ di notazione abbiamo scritto sempre g&h)(k:) al posto di g g )(k) v (non) p. f. significa
che nella produttoria (non) devono comparire i vertici corrispondenti ai punti ﬁnali dell’ albero 7. I fattori r,
sono le costanti di accoppiamento corrispondenti agli elementi di grafico v (se v €’ un punto finale): possono
essere uguali a o, 19 0 a Ag f dzvg(z).

Nell’ integrale precedente abbiamo gia’ usato le delta di conservazione sugli impulsi £ + wppr. In questo
modo ci sono alcuni propagatori contenuti nell’ ammasso G, (e non in nessun ammasso piu’ piccolo) che
hanno gli impulsi fissati, in funzione degli impulsi di ciclo HON Questi propagatori sono esattamente s, — 1
e corrispondono alle linee di un albero ancorato T, tra i sottocluster massimali di G, (scelto in modo
arbitrario tra tutti quelli possibili). Nell” integrale (5.8) i propagatori dell’ albero T, sono quelli della forma
gg; +)(nu sut1) (k@) kég)t) mentre gli integrali delle linee di ciclo sono quelli della forma g( ”)(kj)

Nella (5.8) non abbiamo esplicitamente riportato i fattori che compaiono ogni volta che si ha un propagatore
uscente da un vertice di tipo «. Abbiamo visto nel Capitolo 4 che da ogni vertice « esce un propagatore
Dwgg,h)( ), la cui trasformata di Fourier e’ e, (k) gu () (k) (vedi (4.15)). Quindi per ogni propagatore uscente da
un vertice a nella (5.8) compare, anche se non e’ esplicitamente riportato, un fattore e, (k). Piu’ esattamente,
usando le definizioni introdotte sopra, in corrispondenza del vertice v ci saranno 7, propagatori g&h)(k)
moltiplicati per il fattore e, (k).

Possiamo riscrivere I’ integrale in (5.8) in forma ricorsiva:

My —Sy+1

PO KDy = Y [T aK )
SU?l W1...Why, ]:1 (59)
v (v) v v (v)
H gw]+(nv SU+1)(k"( )7kem HF 7 k( ) ke;ﬂﬂ "wﬁv)

j=1

dove, ricordiamolo, v’ €’ il vertice che precede v, e F() ¢ il valore del sottografico corrispondente all’
ammasso G, integrato sugli impulsi e sulle w delle linee contenute in G,,. I fattori F(*s) corrispondenti a
punti finali, vanno interpretati come costanti di accoppiamento r,,. Anche nella (5.9) non abbiamo scritto
esplicitamente i fattori e, (k) che moltiplicano i propagatori delle linee uscenti dai vertici «.

E’ conveniente riscrivere i propagatori gfuh)(k) nella forma:

$O (k) = g™ (ko, |k + wpr|)x (Y (0)
2 . 2\2
e [k% + () } (5.10)

,pF

g (k07 |k|) =

—Zko +
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dove 0 e’ I’ angolo formato dal vettore k con 1’ asse coordinato spaziale 1.
Sostituendo la (5.10) nella (5.9) troviamo:

oy —Sy+1
FOE B wr o ws) = > [T akf” 3% oy, [k; + wsprx () (65)-
W1 Wiy, j
Sy—1
’ H g(hv)(ko,jJr( v—Su+1)> |kJ+ (fry—505+1) +wa+(nu*8v+1)pF|)Xwg+(nu 5v+1)(6‘j+(ﬁu*5u+1))' (5.11)
j=1
3| CELENER.

dove éj sono gli angoli che gli impulsi di ciclo Rj formano con I’ asse coordinato spaziale 1, kjq (7, —s,41)
sono gli impulsi dell’ albero ancorato T, (sono funzioni di I;i,wi, keat,Wext) €© 9j+(ﬁu_5v+1) sono gli angoli
che questi impulsi formano con I’ asse coordinato spaziale 1.

Supponiamo induttivamente che nella (5.11) le funzioni F(¥3) (k(”), kég)t, ...wp, ) dipendano dalle variabili
k e w solo nella forma (ko, |k+wpr|). Allora possiamo eseguire nella (5.11) 11 cambio di variabili k; +w;pr —
k;, opposto a quello eseguito quando abbiamo introdotto le quasi-particelle. In particolare tutti i fattori e, (k)
che, come gia’ nella (5.8) e nella (5.9), non abbiamo riportato esplicitamente nella (5.11), dopo il cambio di
variabili diventano uguali a e(k), e diventano quindi indipendenti da w. Piu’ in generale, una volta eseguito
il cambio di variabili, la dipendenza esplicita dalle w sopravvive solo attraverso le funzioni x. Quindi si puo’

eseguire la somma sulle w, che cancella tutte le funzioni x e da’ come risultato semplicemente 1 (poiche’ le

27 (yh— .. . . . . .
funzioni {xw},, (g ) sono una partizione del cerchio unitario). Una volta sommate via le w rimane una

funzione che dipende dagli impulsi e dalle w esterne solo nella forma (kegt.0, |Kewt + WeatDF|)-

Rimane da verificare il primo passo di induzione. Bisogna cioe’ mostrare che se nella (5.11) le “costanti
di accoppiamento” F(i )(k(”) kimi, ...ws, ) sono tutte uguali a vy, ag 0 Ag il risultato dell’ integrazione
e’ una funzione che dipende dagli 1mpulsi e dalle w esterne solo nella forma (kegt,0, [Kext + weatPr|). La
dimostrazione e’ ovvia se i vertici v; sono tutti di tipo ¥ o a «, poiche’ in questo caso ognuno di essi e’
associato ad una costante (vy o ag rispettivamente) e non a una funzione di k e w. Per ogni vertice di tipo
A invece compare | integrale Y [ dk;\o(k + wpr), dove k e w sono I’ impulso e I’ indice di quasi-particella
associati alla linea ondulata dell’ elemento di grafico \ e /\ f dxe? @ \g(x). Ma sappiamo, dall’ ipotesi

di invarianza per rotazioni della teoria, che Ao(z) = Ao (o, |x|)7 da cui segue che A(k)Ao(ko, |k|), che e’ il
risultato voluto.
Riassumiamo il risultato trovato nel seguente:

TroreMA 5.1. I nuclei integrali dei sottografici a 21 gambe esterne godono della sequente proprieta’:

FO (kywr, -+, kyway) = FO (ky +wipp, -+, ka1 +war—1) (5.12)
Le funzioni ﬁ'(”)(kl + wipp, -, kai—1 + woi—1) sono invarianti per rotazioni spaziali, ossia dipendono solo
dalle variabili k1,0,...,k2u—1,0, k1 + wipr|, - -,|ka—1 + wo—1| e dagli angoli relativi tra i vettori ki +

wipr, - Koi—1 +war—1.
In particolare la funzione a due punti dipende dal suo argomento k+wpr solo attraverso la sua componente
temporale ko e attraverso il modulo |k + wpp| del vettore formato dalle sue componenti spaziali.

Dimostrazione. Segue dalla discussione fatta sopra, tenendo presente che la regola di conservazione degli
impulsi elimina la dipendenza da una delle variabili (ad esempio quella da ko; + wa;).

Osservazioni.
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(1) E’ notevole che 1’ integrale sugli impulsi e sugli w interni del valore di un sottografico di Feynman dia
come risultato una funzione che non dipende esplicitamente dagli indici w delle linee esterne (vi dipende solo
attraverso la combinazione k + wpr). Questa proprieta’ ci sara’ molto utile in seguito.

(2) La proprieta’ espressa dal Teorema 5.1 non dipende dal valore della costante o da cui dipende I’ ampiezza
dei settori angolari di quasi-particella. Infatti, come gia’ spiegato sopra nella dimostrazione del Lemma 5.1,
la condizione o > % serve a garantire delle stime sulle derivate del propagatore. Ma nella dimostrazione del
Teorema 5.1 non abbiamo mai avuto bisogno far agire derivate sui propagatori.

(3) Il risultato espresso dal Teorema 5.1, che useremo piu’ volte in modo fondamentale in questo lavoro,
dipende crucialmente dall’ ipotesi dell’ invarianza per rotazioni della teoria. Se si rompe |’ invarianza per
rotazioni con una scelta “inopportuna” del regolarizzatore ultravioletto, la proprieta’ enunciato nel Teorema
non e’ piu’ valida. In effetti la teoria non dovrebbe dipendere dalla forma del regolarizzatore ultravioletto,
ma la verifica di questa affermazione fisicamente ragionevole e’ tutt’ altro che semplice, e va oltre gli scopi
di questa tesi.

Una volte “sommate via” le w con il procedimento descritto sopra, I’ integrale da stimare (5.8) diventa uguale
a:

Ty —8y+1

II / H k" (h)(/:?)H g kKD T ro (5.13)

ver j=1 v p. f.

vnon p. f.

dove ora, ricordiamolo, le proprieta’ di supporto compatto di f](h”)(k) costringono 1’ impulso k£ ad modulo
vicino a pr, entro v". Va notato che adesso 1’ integrale ha la forma che avrebbe avuto se non avessimo
introdotto affatto le quasi-particelle. In effetti i risultati discussi in questo paragrafo sono validi anche per
una teoria senza quasi-particelle.

A questo punto:
ogni fattore e(k) che moltiplica un propagatore uscente da un vertice « e contenuto nell” ammasso v si puo’
stimare con Cy"v

~v per il Lemma 5.1 (per semplicita’

ogni propagatore dell’ albero ancorato T, si puo’ stimare con Cv
chiameremo sempre C' le costanti adimensionali che compaiono nelle stime, anche se in realta’ sarebbe
necessaria una costante diversa per ogni stima);

ogni integrazione in dk sul corrispondente propagatore §(») si puo’ stimare con Cy2hvy~—hv (il fattore 2"
viene dall’ integrazione e y~"v dalla stima sul propagatore), per le proprieta’ di supporto compatto della
funzione f(") contenuta nel propagatore;

ogni costante di accoppiamento r, si puo’ stimare con ¢, per |’ ipotesi fatta all’ inizio del Capitolo.

Mettendo insieme le precedenti stime e tenendo conto del fatto che il numero di linee di un grafico di ordine
n €’ stimato da 4n otteniamo:

s\ PV s cren T[ e e -
vnon p- f. (5.14)
— Onen H ,_th(ﬁv+ﬁlyu—2(sv—l))

v non p. f.

Sia ora h = h,,. Possiamo mettere in evidenza davanti ad ogni fattore v**° (dove § e’ una qualche dimensione)
contenuto nella (5.14) un fattore v*9 e poi riscrivere gli incrementi (h, —h) come una somma sugli incrementi
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tra scale contigue. Valgono le seguenti identita’, facilmente verificabili per induzione:

Z (hv — h)(SU — 1) = Z (hv — hvf)(m47v + Moy + Mary — 1)

v non p. f. v non p. f.
1
D (he=Miw= 3T (b= b (ma + 2ma 4+ 2mar, — )
v non p. f. v non p. f.
Yo (w=Wig= D> (ho =) (ma,—nf,)
5o v non p. f. v non p. f. (515)

Z (S'U - 1) = M4, v, + ma vy + mar vy — 1

v non p. f.

5 1
Z Ny = 5(4m4,u0 + 2ma v, + 2ma v, — ne)

v non p. f.

~ _ e
E N10 = M2 vy = N 4

v non p. f.

Usando le (5.15) possiamo riscrivere la (5.14) nella forma:

n€ 3n n€ 3n¢
. hl2—m og— O,v9 l,vo) (hufhv/)(2fm = 0,v l,v)
[kt \ RaI(n)| < cens | T
5.10 v non p. f. (5.16)
= Cm,é_n,yhpu0 H ,y(hv*hv/)Pv
v non p. f.
dove abbiamo definito p, =2 —mg, — %” — 3”5’”
La stima ottenuta sulla (5.2) e’ allora la seguente:
SR SR I CT A
TeTh’n {Pv[)}
ngm, niu fissati
- Y [amary X Vam)| <
TG,Z—}L,n {Pvg} FGQ(P.UO)
n¢ ,n¢ fissati
5.11 oo (5.17)
S5 SIS SN S | R RVSIHIE
T€Th,n {Pug } reg(Py,)
"S,u’ niv fissati
1
nn.hpy = A (ho=hyr)py
S DD DD DD DN A | B
T€Thn {on}' _ {P,} FEQU_’UO)‘ v non p. f.
n(c),v’ n(lz,v fissati { Py} fissati

dove nell’ ultimo passaggio la somma sugli indici {P,} e’ pensata a P,, fissato.
E’ chiaro che, per avere speranza che il secondo membro sia finito nel limite h — —oo, la dimensione p,
deve essere negativa (infatti h, — h,» > 1). Ma questo per alcuni grafici non e’ vero. In particolare:
(1) pp =1seng, =2eni, =0,
(2) pp =0seng, =4ent, =0,
(3) pp =0seng, =ni, =1,
ed in questo senso abbiamo affermato nel Capitolo precedente che i contributi pericolosi vengono dagli
ammassi a due o quattro gambe esterne (chiaramente perche’ il contributo di questi sottografici sia nonnullo,
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gli impulsi esterni devono essere assegnati compatibilmente alla regola di conservazione degli impulsi). Nelle
(1)-(3) considerate sopra non abbiamo tenuto conto delle correzioni alle dimensioni p,, dovute ai termini ms ,,
(vedi definizione seguente la (5.16)); in effetti, anche tenendone conto, la casistica (1)-(3) non cambierebbe
affatto, ossia i grafici 1i’ considerati non assumerebbero dimensione negativa: ogni eventuale fattore y~"2.»
guadagnato come dimensione interna, sarebbe pagato con un fattore cattivo esterno y~"™m2v (vedi (5.16) e
definizione di p,).

Dalle precedenti osservazioni segue che se nella (5.16) compaiono contributi dagli ammassi a due o quattro
gambe esterne non si puo’ eseguire la somma sulle decorazioni degli alberi 7 (ossia la somma sulle frequenze
{hv}ver) nel limite in cui h — —oo. Diremo che gli ammassi a due o quattro gambe esterne di tipo % (o con
una gamba esterna di tipo ¥ ed una di tipo e(k)v) hanno bisogno di essere rinormalizzati. Per adesso questo
significa semplicemente che su questi sottografici €’ necessario “fare qualcosa” per rendere sensata tutta la
teoria: dovremo considerare un’ espansione differente, in cui in particolare i contributi di questi sottografici
pericolosi siano trattati in modo “speciale”.

Per il momento possiamo chiederci se per lo meno, mettendo artificialmente il vincolo p, < 0 nella (5.16)
(ossia togliendo “a mano” i sottografici pericolosi che possono eventualmente comparire), si ottiene una
teoria sensata, ossia si ottengono dei potenziali efficaci ben definiti nel limite h — —oo. Usando il Lemma
A3.2 discusso nell” Appendice A3 ed i Lemmi A6.1, A6.2 discussi nell” Appendice A6, e supponendo anche,
per semplicita’, che i coefficienti ms , siano identicamente nulli, si trova:

Y S e [ e o

T€Th,n {Py} TEI(Pug) v non p. f.
{Py} tissati
il ns
n n . hpy Mo Tu_Ll(h,—h,) 5.18
<y Seepn [] g 619
T€Thn {Py} vnonp. f. ¥
(2n)!

< C"gn'yhpvo < Cngn,yhp%n!

n!
dove:

(1) nel primo passaggio abbiamo stimato il numero di grafici di Feynman con numeri di coordinazione P,
fissati con [[, 7,! (Lemma AG6.1),

(2) nel primo passaggio abbiamo stimato il prodotto (h, — h,)p, nel modo seguente:

1 no BN, ng 1
hv_hv’ 'US hv_hv’ -5 1- — = — S__v__h'u_h/v’ 5.19
(o =)o < (1 =) (=5 1= 202 = 22 ) < B8 S, ) (5.19)
dove abbiamo sfruttato i vincoli ma, =0, 2 — 222 — 2Ms < 1 ne > 90 by — hy > 1,

hy—hyr)

(3) nel secondo passaggio abbiamo stimato la somma sugli alberi decorati dei fattori della forma fy’%(
con C™ (vedi Lemma A3.2),

(4) nel secondo passaggio abbiamo stimato la somma sugli indici {P,} dei fattori della forma v~ con C™
(vedi Lemma A6.2),

(5) nell’” ultimo passaggio abbiamo stimato [], n,! con C™(2n)! e [], s%,’ con -, dove abbiamo usato che
DwNu<2ned s, —1l=n-—1,

(6) abbiamo sempre usato, per semplicita’ di notazione, la stessa costante C', anche se sarebbe stato necessario
usare una diversa costante C' per ogni stima.

E’ allora chiaro che anche in questo caso particolarmente semplice (e di scarso interesse fisico) la stima sul
contributo di ordine n al potenziale efficace su scala h non e’ sommabile rispetto ad n (a causa della presenza
dell’ n!), e quindi anche in questo caso i potenziali efficaci non sono ben definiti. Abbiamo gia’ accennato
al motivo per cui nasce questo problema: usando 1’ espansione in diagrammi di Feynman e stimando il
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modulo della somma sui valori dei grafici con la somma dei moduli, si perdono delle informazioni cruciali
sulle cancellazioni tra grafici di segno diverso (dovute, in ultima analisi, alle regole di anticommutazione tra
campi Grassmaniani). In altre parole usando I’ espansione in grafici di Feynmansi “espande troppo”, ossia si
introducono delle sommatorie su un numero troppo grande di addendi, che poi non si riescono a controllare.

Si potrebbe direttamente passare all’ analisi dell’espansione dei potenziali efficaci in determinanti che,
come chiarito dai Lemmi dell’ Appendice A5, ha speranza di risultare convergente.

Preferiamo pero’ discutere prima la rinormalizzazione in spazio k, con 1’ espansione in grafici di Feynman,
che €’ piu’ semplice tecnicamente; in questo modo cominceremo a comprendere quali problemi nascono
al variare del parametro « che controlla I’ ampiezza dei settori angolari di quasi-particella. Vedremo in
particolare nei prossimi paragrafi che per o = 1 si riescono a definire in modo molto naturale le operazioni
1

di rinormalizzazione, mentre nel caso o = % nascono diverse difficolta’ tecniche (I’ interesse per il caso v = 3

risultera’ chiaro piu’ avanti, quando discuteremo 1’ espansione in determinanti).

5.2.1’ operazione di localizzazione e 1’ espansione rinormalizzata. Stime perturbative per
il funzionale beta nel caso o = 1.

Nel Capitolo 4 abbiamo costruito uno sviluppo perturbativo per i potenziali efficaci su scala h V(. Nel
paragrafo precedente abbiamo poi stimato il valore di ogni grafico di Feynman che contribuisce a V.
Abbiamo trovato una stima finita per ogni A finito, ma non uniforme nel limite h — —o0.

Questo non €’ in nessun modo stupefacente poiche’ espandendo i potenziali efficaci e poi risommando
tutti i contributi non abbiamo fatto nulla di concettualmente diverso dallo sviluppo perturbativo ingenuo
discusso nel Capitolo 2. Quindi naturalmente ci siamo ritrovati con tutte le stesse divergenze gia’ discusse
nel Capitolo 2.

Cercheremo allora di costruire una diversa serie perturbativa con migliori proprieta’ di convergenza nel
seguente modo [G2][GN][BG1]|[BG2].

Definiamo 1’ azione di un operatore di localizzazione L sui potenziali efficaci V® in modo che, se R = 1—L,

v = cy® L Ry (5.20)

Chiameremo £V™ la parte rilevante o locale del potenziale efficace e RV(™ la parte irrilevante. L agisce
sul potenziale efficace nel modo seguente:

EV(h)(w(Sh)) — Zvi,hFi(K/J(Sh)) (5.21)

dove F! (w(gh)) e’ 1" integrale di un monomio nei campi ¥ e v; 5, sono chiamate le costanti correnti su scala h
(o costanti efficaci). La forma esplicita delle funzioni F?(1)(<")) sara’ definita in un modo conveniente piu’
avanti.

La definizione (5.21) conduce ad una nuova espansione in alberi, decorati con degli indici R o £ ad ogni
vertice. Vedi Fig. 12 per la definizione degli alberi rinormalizzati di ordine piu’ basso.

In Fig. 12 va notata in particolare la definizione grafica data nella seconda riga: si e’ scelto di indicare con
un punto finale su scala h = 0 la somma dei sottoalberi con radice associata ad un indice di scala h =0 e
ad un indice £. Ripetendo la costruzione di Fig. 12 per un altro passo si ottiene:

In Fig. 13 va notato che alcuni punti finali sono su scala h = 0 invece che, come al solito, su scala h = 1.
Usando la definizione grafica introdotta in Fig. 12, vediamo che questi punti finali corrispondono a —£V(~1.
Inoltre in Fig. 13 si introduce la definizione di punti finali su scala h = —1 e si stabilisce che ognuno di essi
corrisponda a —L£V(=2).

Queste costruzioni e queste definizioni possono essere iterate, fino ad ottenere un’ espansione in alberi
rinormalizzati per il potenziale efficace su scala h. Un possibile albero che contribuisce a V") ¢’ quello
riportato come esempio in Fig. 14.
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(1) R R R R
RY = o—eo—o + o *« +

Ly = o o

_Ly=2) =

L L L L
= e——eo—o + + o o | o

Fia. 12. L’ espansione in alberi rinormalizzati di ordine piu’ basso. Le radici degli
alberi in Fig. 12 sono su scala h=—1, i punti di mezzo su scala h=0 e i punti finali su
scala h=1. Fa eccezione il punto finale che appare sulla seconda riga di Fig. 12: la sua
scala €’ h=0 ed equivale alla somma di tutti gli alberi con radice associata ad un indice
h=0 e ad un indice L.

q
[
[
+
q
[

_l’_- @

e o e S
<

\
2

Fic. 13. L’ espansione in alberi rinormalizzati al secondo passo iterativo. Le radici
degli alberi in Fig. 12 sono su scala h=—2, mentre i punti finali sono alcuni su scala h=1
ed altri su scala h=0. I punti finali su scala h=0 hanno il solito significato, mentre quelli

su scala h=0 corrispondono a —£V(~1), vedi Fig. 12.
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Vediamo allora che 1’ espansione in alberi rinormalizzati ha le seguenti differenze rispetto all’ espansione
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v '/

r| v »/<
s \'
4 \

h h+1 hy 0 1
Fic. 14. Un possibile albero rinormalizzato che contribuisce al potenziale efficace su
scala h. Ad ogni vertice diverso da vo e dai punti finali va associato un indice R, Al
vertice vo va associato o I’ indice R o I’ indice £. I punti finali su scala h rappresentano

—cyh-1,

in alberi non rinormalizzati.

(1) Ad ogni vertice diverso dai punti finali e dal vertice vy €’ associato un operatore R.

(2) Al vertice vy e’ associato 1’ operatore R o 1’ operatore £ a seconda che 1’ albero contribuisca alla parte
irrilevante o rilevante di V(.

(3) Ci sono punti finali con scale comprese tra h+2 ed 1. Se il punto finale ha scala h < 1 allora corrisponde
ad un termine —£V("=1 . Se invece ha scala = 1 allora corrisponde ad un termine —LH oppure ad un
termine —RH7, dove Hy ¢’ I’ hamiltoniana di interazione (2.31).

E’ interessante notare che se al vertice vy e’ associato I’ indice £ allora lo sviluppo in alberi fornisce un
modo per calcolare le costanti correnti su scala h in funzione delle costanti correnti su scala maggiore di h
(ed in particolare anche delle costanti di accoppiamento del problema originale). Gli alberi con 1’ indice £
sul primo vertice che segue la radice ci forniscono allora la forma della funzione beta definita dalla seguente
relazione:

vi—1 = Avy, + /Bh (Vh7 Vh4ly--- 7Vo) (522)

dove vy, €’ il vettore delle costanti correnti su scala h e dove A e’ un’ opportuna trasformazione lineare che
sara’ definita piu’ avanti.

Il problema di scegliere i parametri liberi della teoria, in modo tale che le funzioni abbiano un comporta-
mento asintotico dato (e che si riesca a dimostrare che la serie perturbativa che li definisce e’ convergente)
puo’ essere tradotto in termini della funzione beta definita nella (5.22). Va dimostrato prima di tutto che
la funzione beta €’ ben definita (almeno ordine per ordine, se vogliamo stimare gli alberi usando lo sviluppo
in diagrammi di Feynman). Si puo’ poi cercare di controllare il flusso delle costanti correnti generato dalla
funzione beta. Se si riesce a mostrare che, per certi valori speciali dei dati iniziali vy (ossia per certi valori
speciali dei controtermini contenuti in Hy), il flusso rimane limitato, allora segue (abbastanza) semplicemente
che la teoria e’ ben definita, nel senso che le funzioni di Schwinger interagenti sono finite.

Vedremo che non e’ semplice completare il programma delineato sopra. Iniziamo in questo paragrafo ad
affrontare il problema di dimostrare I’ esistenza della funzione beta.

Per rendere la discussione meno astratta (e soprattutto, per poter iniziare a stimare esplicitamente i
contributi alla funzione beta) e’ necessario definire come agisce 1’ operatore £ sui potenziali efficaci. La
discussione del paragrafo precedente suggerisce che £ debba agire in modo non banale sui contributi a V)
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che vengono dai sottografici a due o quattro gambe esterne. E’ naturale definire come segue 1’ azione di £
su ogni contributo a V™ corrispondente a sottografici con numero e tipo di linee esterne fissate (indichiamo
per semplicita’ con ¢ il campo ¥(=")):

ﬁ/dkldk2dk3dk41/1;:7wl1/1;;27M21/)1;7w31/)1;7w4'
-8 (k1 4+ wipr + kg + wopr — k3 — wapp — ks — wapr) frky;wy) =

= fl%(gzl;gzl)/dkldedk3dk4¢lJ{1,w1¢/i;,wz¢f;,,w3¢7;hw4'

-0 (k1 + wipr + ka2 + wopr — k3 — wspp — k4 — wapr)
(5.23)

c / dkrdbatit | U, 6 U +wripr — ks — wopr) f2(ka; wp) =

/dkldkwawliﬁé,wﬁ (k1 +wipr — kg — wapr) [fﬁ(Qz;gz)‘f‘

Cuwy (kl)
B

kl,Oaklyof}%(Qz;Ez) + w18k11f]%(92;£2):|

dove la 3 che sta a dividere e, (k1) e’ la velocita’ sulla superficie di Fermi, 8 = 2 (non va confusa ne’ con
I’ inverso della temperatura assoluta, ne’ con la funzione beta). Nel seguito la porremo per comodita’ uguale
al.

L poi e’ zero se agisce sull’ integrale di un nucleo con piu’ di quattro gambe esterne. Se una delle gambe
uscenti dall’ ammasso e’ di tipo ew(k)z/),j;w si include il fattore e, (k) nel nucleo f3 e si usano le definizioni
sopra. Infine I’ azione di £ €’ lineare: se, in spazio k, V(") e’ la somma di diversi contributi, V") = > Vi(h),
allora LYV = > EVi(h).

Si puo’ anche pensare che £ agisca sui nuclei a due o quattro gambe esterne nel modo descritto in (5.23)
solo se gli impulsi esterni di questi sottografici sono compatibili con la regola di conservazione degli impulsi e
se gli impulsi esterni sono compatibili con le funzioni f e x a supporto compatto su scala h. In caso contrario
il valore del sottografico, se inserito in un grafico piu’ grande, sarebbe identicamente nullo e quindi non
sarebbe affatto pericoloso (non avrebbe senso selezionare il suo contributo). Ma allora possiamo pensare che
le definizioni in (5.23) valgano solo nel caso in cui i vettori che definiscono le direzioni dei settori angolari

[43

associati alle gambe esterne (w1, ...,ws) siano compatibili con la regola di conservazione dell’ impulso “a

h» (ossia solo nel caso in cui la somma dei vettori wy, ... e’ uguale a zero a meno di y"). Nel

meno di y
seguito supporremo sempre implicitamente che valga una tale condizione sugli indici delle linee esterne.

Le definizioni (5.23) vanno un po’ corrette nel caso in cui § e L siano finiti. Prima di tutto in questo caso
le derivate vanno interpretate come derivate discrete (vedi Appendice A2). Inoltre se 3 e L sono finiti k£ non

puo’ diventare esattamente zero. Definiamo:

0f = i%
) (5.24)
O(LJ)W = fn(J) — PFW, J=1 " Juw
dove n(()j ) e 7 ¢ tale che
27 () ’ |27 ‘ (5 25)
—ny’ —ppw| =min |=—n — prw )
L’ neZ)| L

Usando le definizioni (5.24) (5.25) possiamo stabilire che 1’ operatore £ localizzi i nuclei integrali in k =
(O;,O(Lj))w); poiche’ la scelta degli indici +,j sarebbe arbitraria, si puo’ poi stabilire di simmetrizzare I’
espressione locale rispetto a questi indici.
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La discussione sistematica della rinormalizzazione con questa definizione di localizzazione appesantirebbe
molto la dimostrazione successiva, senza per altro introdurre idee diverse da quelle discusse piu’ sotto.
Quindi preferiamo definire formalmente 1’ operatore £ come in (5.23), rimandando ai lavori [Bo][BM] per
una trattazione piu’ sistematica e soddisfacente.

Usando le (5.23) vediamo che I’ azione di R sui nuclei integrali f;, e’ la seguente:

Rfn(kyiwy) = f}?’R(@;EO = (kg wy) — fi(O45wy)

(5.26)
RfE(kyiwy) = fr (ko wy) = fR(kyiwy) — f7(0g5ws)—

— k1,008 0.fit (02 ws) — —€w, (k1)w1dk, fi, (O wo)
La parte rilevante del potenziale efficace su scala h e’ data da:
LV =y By + anFo + GuFe + M Fa

F, = Z/dkldb?ﬁ;{l,wl%;,wﬁ (k1 + wipr — k2 — wapr)
Fa = Z/dkldeGwl (kl)wlz,wlwk_g,wgis (kl + W1Ppr — k2 — WQpF)
F< = Z/dkldk2(_ik170)w;€t,w11/}7€_27w25 (kl + W1pPpr — kg — w2pF>

Fy= Z/dk1dk2dk3dk4¢;jhwl1/’;2;7w2¢;;7w3¢;;,w45 (k1 +wipr + ko + wopr — k3 — wspp — k4 — wapr)

(5.27)
Osservazioni.
(1) Dal Teorema 5.1 segue che i nuclei integrali a 2 gambe esterne, che qui abbiamo chiamato f7(ko;w,),
sono in effetti funzioni solo di (k1,0, |k1 + wipr|). Quindi le costanti correnti vy, ap, ¢, non dipendono da w
(sono effettivamente delle costanti e non delle funzioni di w). La costante corrente Aj, €’ invece effettivamente
una funzione di w,.
(2) Tl motivo per cui abbiamo scelto di definire la costante corrente vj, con un fattore v" risultera’ chiaro
piu’ avanti, quando eseguiremo le stime sui coefficienti della funzione beta di orrdine n.
(3) Dalla (5.27) vediamo che il vettore vy, delle costanti correnti e’ vy, = (v, ap, Cn, An) € che I’ operatore
lineare A introdotto nella (5.22) €’ tale che Avy, = (Y, an, Chy An)-
(4) Tra i termini della parte locale compare un nuovo campo della forma ikgt). Per le stime successive con-
viene quindi ridefinire: 72; , come il numero di propagatori di tipo ikogfuh) o di tipo ew(k)gi,h) contenuti nell’
ammasso v e non in nessun ammasso piu’ piccolo; n{ , come il numero di campi ikot, e, (k)i che escono
dall” ammasso v.
(5) Nell’ hamiltoniana di interazione del problema originale, Hy, {, = 0. Quindi, per conservare I’ interpre-
tazione fisica del problema, dovrebbe essere possibile fissare il controtermine (5 = 0.

Verifichiamo ora che con le definizioni date sopra ogni sottografico potenzialmente divergente riceve il giusto
guadagno dimensionale dall’ operazione di rinormalizzazione. Per “giusto” guadagno dimensionale si in-
tende il guadagno dimensionale sufficiente per rendere negativa la dimensione p,: piu’ esattamente vogliamo
verificare che la dimensione degli ammassi rinormalizzati sia p, + z,, dove

n&v + 3110

5 (5.28)

pv:2
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(2) 20 = —2seng,=2eng, =0,
(3) 2o = —lseng, =ni, =1,
(4) 2z, = 0 altrimenti.

In questo modo p, + 2z, < —1 per ogni v.

Si puo’ subito notare che I’ operazione di rinormalizzazione sul nucleo di un ammasso v a quattro gambe
esterne corrisponde a sottrargli il primo termine del suo sviluppo in serie di Taylor. Possiamo scrivere il
resto nella seguente forma:

:1R(E4;Q4) = ff%(kla k27k37k4;£4) - f}%(07070707£4) =
= frlk1, ko, ks, kaywy) — fr (b1, k2, ks, 05wy) + f(k1, ko, ks, 05wy) — fo(ki, k2,0, 05wy )+
+ fi(k1, k2,0,0;w4) — fi(k1,0,0,05w,) + fi (k1,0,0,0;w,) — £7(0,0,0,0;w,) =

1 1
d d
= [t pin b thiiw) + [ e f G e tha, O+

1
d

5.23 "’/ dt&f}%(klutk270;0;g4)+/

0 0

1 1
:/ dtk43k4f;f(k1,k2,k3,tk4;£4)+/ dtksOks fi (k1, ko, ths, 05w, )+
0 0

1
d 4
dtdtfh(tk17070ﬂ0;g4) = (5.29)

1 1
+/ dtkgakgfﬁ(kl,tkg,o,o;g4)+/ dtk1 0, f1(tk1,0,0,0;w,)" ="
0 0

1
w_n / dtk4ak4f}%(tﬁ4;£4)
0

La scrittura definita nell’ ultima riga di (5.29) e’ solamente formale, ma ci tornera’ utile poiche’, ai fini delle
stime successive, le due scritture sono equivalenti (infatti stimeremo dimensionalmente il & che moltiplica i
nuclei f e la derivata che agisce su di essi); la scrittura formale pero’ €’ molto piu’ compatta.

Possiamo ottenere un’ espressione analoga alla (5.29) anche per f,f’R. L’ azione di R su f,% infatti “as-
somiglia molto” a sottrarre i primi due termini dello sviluppo di Taylor attorno a zero. In effetti possiamo
scrivere fﬁ’R come f? meno i primi due termini dello sviluppo di Taylor piu’ un resto che sara’ trascurabile
ai fini delle stime successive:

fi37R(E2§£2) =
= fi(k10, k1 + wippl) — fi(0,pr) — k1,00, f7 (0, pp)—
524 — (k1 + wipp| — pr) O f2(0,pF) + R(k1)Ou f2(0, pr) = (5.30)

1
— R0 FEO.pr) + [ dtk30R, 7 (thyir)
0

Nella (5.30) abbiamo usato che il nucleo f,f’R(EQ;QQ) si puo’ scrivere, per il Teorema 5.1, nella forma
f,%(kl,o, |k1 + wipr|). Inoltre abbiamo scritto la formula di interpolazione solo formalmente, come nell’
ultimo passaggio della (5.29); la formula esatta si puo’ ricavare seguendo dei passaggi analoghi a quelli della
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(5.29). Il resto R(k) esplicitamente ha la seguente forma:

R(k) = |k + wpr| —pr —en(k) =

Bl 4 g t?
= |k +wpp| —pp — kI -
2pr
El? 4 pt?
= S +pp)? ke —pp— i - A
2pF
okl kl? 4 gL Py
_ 2 I —
S N I e ol A [ o 5.31
F< PF % 2pF (5:31)
2
Kl gl 4t L U
—pr [+ —+ " — — 1| +o | [+ ) | - - =
PF 2p% 2pF 2pF

2
ol & +M
2pF

dove abbiamo usato che la velocita’ sulla superficie di Fermi e’ uguale a 1, e che lo sviluppo in serie di Taylor
di T +¢ e’ della forma 1+ 5 + o(?). Come al solito kl = kw e k* =kw™.

Va notato che, se il nucleo integrale f? e’ moltiplicato per un fattore e, (k1) 0 ik1,o (come nel caso in cui
il nucleo integrale corrisponde ad un ammasso di tipo « o ¢), alcuni termini della (5.31) sono identicamente
nulli, e I espressione finale (ultima riga della (5.31)) va corretta. Consideriamo esplicitamente il caso di un
nucleo integrale della forma e, (k1) f7(k1,0, ki +wipr|) (il caso in cui al posto di e, (ki) ¢’ € ikio ¢ del
tutto analogo):

R [ew, (k1) fR (1.0, [k + wrprl)| =
= cuy (k1) R (1o, k1 + wipr]) = [ew, (ki) kLo, Ky +wipr)|  —

k1=0
— k1o {6k0 [ewl (k1) f (K10, k1 +W1PF|)} } =

— e, (k1) {‘%\ {ewl (k1) f7 (k1,05 [k1 + wlpFl)} }k o
= cu, (k1) |72 (kv [ks +wipr) = F2(0,pr)| =

1
= ew, (kl)/o dtky O, f7 (thy; ws)

(5.32)
dove nel penultimo passaggio abbiamo usato che, ovviamente, se calcoliamo in k = 0 kg o e, (k), otteniamo
Zero.

Dalle relazioni precedenti (5.29) (5.30) (5.32) vediamo che ogni ammasso rinormalizzato v da’, in piu’ rispetto
al termini considerati nelle stime non rinormalizzate, un k~**0, **, dove:

zy = —lseng,=4eni, =0oppureseng,=1enj, =1

zZy =—2seng,=2eni, =0.

Bisogna pensare che k abbia anche un indice che stabilisce a quale linea uscente dall’ ammasso v corrisponde
(infatti k e” uno dei vettori di k, , e quindi e’ associato ad un indice 1,2,3 o 4). k#| va poi integrato con

il propagatore gfjh”)(k:) della linea a cui e’ associato. Poiche’ la linea con propagatore gs,h”)(k) esce dall’

ammasso v, hecessariamente h,, < h,; dimensionalmente k% fornisce un guadagno ~"v1 %! (se « fosse

diverso da 1 darebbe un diverso contributo a seconda se stiamo considerando la componente di k parallela o
. z . . . . . . .

ortogonale ad w). La derivata BIL *l va invece ad agire sugli ammassi piu’ interni: se cade sul nucleo su qualche
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propagatore su scala h,, > h,, fornisce un fattore dimensionale Ay ~hvzl20l - Qui entra in modo fondamentale
I’ ipotesi che a = 1. Se « fosse diverso da 1 la derivata che cade su un propagatore interno darebbe diversi
a seconda se stiamo considerando la componente parallela o ortogonale all’ w del propagatore su cui cade.
Quindi e’ possibile in questo caso che la perdita sia maggiore del guadagno (vedi il prossimo paragrafo per
maggiori dettagli).
Tornando esclusivamente al caso @ = 1 e mettendo insieme i due contributi ricavati sopra, otteniamo il
guadagno
,Y*(hv27hvl)‘zu| — H ,Y*(hafhafﬂzv\ (5.33)
v<vy
o/ >vq
che in particolare ¢’ minore di 4~ ("v—")I20| che ¢’ il guadagno cercato.
Il resto R(k) che compare nell’ equazione (5.30) fornisce invece un guadagno dimensionale y2"»1. Ad esso e’
associata una derivata prima, che corrisponde ad una perdita y~"v2. Quindi il termine ~ R(k) fa guadagnare
molto piu’ di quanto non faccia perdere, e in questo senso e’ trascurabile ai fini delle stime successive.

Prima di proseguire nella discussione dobbiamo notare una cosa importante. Anche se sopra abbiamo usato
la possibilita’ di scrivere un nucleo integrale f7(ki, k2;wi,w2) nella forma fZ(k10, k1 + wipr|) (usando il
Teorema 5.1), i singoli termini ~ kdy provenienti dalle operazioni di interpolazione “rompono” la simmetria
per rotazione dei nuclei integrali. Quindi, dato che piu’ avanti vogliamo stimare uno per uno questi termini,

abbiamo bisogno di una procedura per cui non si abbia bisogno di decomporre i propagatori g&h) nel prodotto

g X&h), e di sfruttare I’ ipotesi che i nuclei integrali interni siano funzioni solo delle variabili (kg, |k 4+ wpr|).
Riotteniamo allora le stime non rinormalizzate usando la seguente nuova procedura.

Consideriamo 1’ integrale (5.8), (5.9). Sommiamo prima di tutto sulle w corrispondenti ai propagatori dell’
albero ancorato. Per le proprieta’ di supporto compatto dei propagatori e per la regola di conservazione
degli impulsi questa somma da’ un risultato O(1), e le w di questi propagatori vengono ad essere fissate
come funzioni degli impulsi e degli w esterni. Questa proprieta’ e’ vera anche prescindendo dal risultato
del Teorema 5.1. Decidiamo poi di realizzare per ultima la somma sulle w restanti. Stimiamo prima ogni
propagatore con v~ (o con 1 se e’ un propagatore uscente da un vertice di tipo « o ¢), e ogni integrazione in
dk con y2+®hv A questo punto, una volta ottenuta una stima uniforme rispetto agli w, possiamo sommare
sugli w rimasti e ottenere, per ogni somma, un fattore y~*"+. Mettendo insieme tutti i fattori dimensionali
otteniamo:

H ,y_hvﬁv,yhuﬁl,v,yhv(2+O¢)(ﬁv_Su+1)7_ahv(ﬁu_5v+1) (5.34)

v non p. f.

che €’ equivalente al risultato ottenuto nella (5.14). Avremmo potuto usare anche la’ questa procedura ma
abbiamo preferito introdurre da subito le proprieta’ di invarianza per rotazioni riassunte nel Teorema 5.1
(che abbiamo usato anche piu’ sopra per scrivere in modo conveniente le operazioni di rinormalizzazione).
Inoltre abbiamo preferito usare un procedimento che rendesse palese il fatto che le stime perturbative non
rinormalizzate si possono ottenere anche senza introdurre le quasi-particelle.

Nel seguito bisognera’ pensare di usare il procedimento qui introdotto per realizzare le stime (non lo
ripeteremo in dettaglio poiche’ sara’ del tutto analogo anche applicato ai grafici rinormalizzati).

Torniamo all’ equazione (5.33). La (5.33) fornisce, come abbiamo detto sopra, il guadagno dimensionale
voluto. Il problema pero’, facendo le stime in modo cosi’ ingenuo, €’ che, nel caso di rinormalizzazioni
contenute una dentro 1’ altra, potrebbe accadere che le derivate di cui sopra si accumulino tutte su uno stesso
propagatore di un qualche ammasso interno, e quindi che appaia qualche derivata di ordine m = O(n). Ma
|0™ gl (k)| puo’ essere maggiorato solo da C”y*(mﬂ)h(ml)é , con 6 > 1 poiche’ abbiamo scelto dei propagatori
non analitici (li abbiamo scelti a supporto compatto); quindi rispetto al fattore che ci serve otteniamo in
piu’ un pericoloso fattore (m!)® che ci fa saltare le stime n!.
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Il modo in cui si risolve questo problema e’ notando che in effetti non puo’ mai succedere che si accu-
mulino piu’ di due derivate su uno stesso propagatore: a proposito studiamo in dettaglio I’ effetto della
rinormalizzazione su un ammasso gia’ rinormalizzato.

Procediamo nel seguente modo: scriviamo tutto 1’ integrale corrispondente al grafico che stiamo studiando
con le rinormalizzazioni nella forma di sottrazioni (cioe’ scriviamo I integrale totale senza effettuare nessuna
operazione di interpolazione). A questo punto iniziamo a sostituire solo negli ammassi piu’ esterni le espres-
sioni originali con quelle interpolate. Come spiegato sopra queste rinormalizzazioni forniscono un fattore
aggiuntivo (rispetto al valore dell’ ammasso non rinormalizzato) k\%la,'jv‘, se v €’ 1" ammasso in cui abbiamo
iniziato a sostituire la formula interpolata. Il k!**| si comporta esattamente come descritto sopra (fornendo
un guadagno "1 ‘Z”|). La derivata 8,‘:”‘ invece puo’ andare a cadere o direttamente su un propagatore con-
tenuto (solo) nel ammassi v (e che quindi si trova su scala h,) 0 su un ammasso rinormalizzato v1 > v. Nel
primo caso otteniamo senz’ altra pena il fattore dimensionale voluto. Nel secondo abbiamo due sottocasi:
(a) " ammasso rinormalizzato v1 e’ un sottografico a quattro gambe: in questo caso

ORIRSA, (k)] = 0 [f, (0) = fit, (O)] = Ousi, () (5.35)

e quindi la derivata cancella completamente la rinormalizzazione interna; una derivata seconda fornirebbe
: 2 4 .

semplicemente 0; fhu1 (k);

(b) I’ ammasso rinormalizzato v, €’ un sottografico a due gambe: in questo caso

ORIE, (k) =0k [ 2. (K) — 12, (0) ~ k0 f3, (0)] = B0}, (b) — 0kf3., (0) (5.36)

e quindi , interpolando, otterremmo un k£ da far risalire lungo il propagatore corrispondente, mentre la
derivata prima diventerebbe una derivata seconda. Se su v; agisse direttamente una derivata seconda,
otterremmo semplicemente 07 f,%vl (k) e la rinormalizzazione interna sarebbe del tutto cancellata.

Notiamo che nei due casi descritti sopra (con una notazione formale che puo’ essere facilmente tradotta in
formule esatte) abbiamo trascurato I’ eventualita’ che gli argomenti delle funzioni f, (k) su cui i 9y agiscono
siano, invece che proprio k, funzioni di k e delle variabili di interpolazione ¢; il motivo e’ che per la regola di
conservazione degli impulsi lungo le linee del grafico, gli argomenti delle funzioni f3,, (k) possono essere solo
funzioni lineari degli impulsi in gioco e delle variabili di interpolazione ¢: quindi la discussione sopra rimane
inalterata (tutto quello che potrebbe accadere sarebbe 1’ apparizione di un segno — oppure di qualche ¢ a
moltiplicare tutta 1’ espressione, il che non cambia le stime, anzi nel secondo caso le migliora).

Induttivamente vedo che non si producono mai derivate di ordine superiore a due.

In ogni caso le derivate che cadono sempre piu’ all’ interno nel grafico (provenienti dalla rinormalizzazione
dell” ammasso v) ad un certo punto finiscono su un propagatore su scala h,, > h, e danno una perdita
4~ hv2; ad ognuna di queste derivate e’ associato per costruzione uno dei k che abbiamo fatto risalire lungo i
propagatori e quindi i fattori aggiuntivi forniti dalla rinormalizzazione possono essere tutti scritti nella forma
(5.33).

Nel procedimento di rinormalizzazione descritto sopra si generano vari contributi: infatti ogni volta che si
genera una derivata si ha la liberta’ di scegliere su quale propagatore interno andarla a far cadere; per ogni
scelta si ottiene un diverso addendo, che e’ uno dei contributi al valore del grafico. Dato che 1’ oggetto che
dobbiamo stimare e’ la somma di tutti questi contributi, dobbiamo anche stimare il numero di termini della
somma. Dalla disscussione precedente sappiamo che su ogni propagatore possono cadere o nessuna o una o
due derivate, quindi abbiamo al massimo 32" modi di scegliere quante derivate agiscono su ogni propagatore
(dove 2n €’ una stima sul numero di propagatori di un grafico di ordine n).

Ma per ognuna di queste scelte rimane un’ ambiguita’: la derivata che agisce su un dato propagatore con-
tenuto (solo) nell” ammasso ¥ puo’ provenire da una qualsiasi delle rinormalizzazioni degli ammassi v < 9. L’
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ambiguita’ nasce quando una derivata dovuta alla rinormalizzazione dell’ ammasso v cade, invece che diret-
tamente su un propagatore su scala h,,, su uno dei nuclei integrali corrispondenti ai sottoammassi vy, ... vs,,
diciamo su v1. Ogni volta che questo succede una delle derivate corrispondenti alla rinormalizzazione dell’
ammasso vy viene sostituita dalla derivata proveniente dalla rinormalizzazione dell” ammasso v (vedi (5.35),
(5.36).

E’ possibile allora che, scegliendo di far cadere la derivata proveniente dalla rinormalizzazione di v alter-
nativamente sul sottoammasso v; o sul sottoammasso ve (ad esempio), si generino due configurazioni che
hanno lo stesso numero di derivate che agiscono sugli stessi propagatori, ma con le derivate provenienti dalle
rinormalizzazioni di diversi ammassi. Per eliminare I’ ambiguita’ allora, per ogni fissata scelta del numero di
derivate che agiscono sui propagatori del grafico, scegliamo in ogni ammasso v i due nuclei integrali (degli
8, possibili) su cui andare a far cadere le (al massimo) due derivate provenienti dalla rinormalizzazione di v.
A questo punto ogni ammasso “possiede” un dato numero (0, 1 o 2) di derivate la cui origine e’ assegnata
(ossia per le quali e’ noto dalla rinormalizzazione di quale ammasso esterno sono state generate). Alcuni
ammassi (diciamo ad esempio I’ ammasso ) possiedono due derivate provenienti da due rinormalizzazioni
piu’ esterne diverse: quindi se abbiamo scelto di far cadere una di queste derivate su un propagatore su scala
hs dobbiamo ancora decidere quale delle due usare sul dato propagatore.

In definitiva il numero di termini generati dalle operazioni di rinormalizzazione sono stimati da

e [ s (5.37)

v non p. f.
v nonbanali

Sappiamo (vedi Appendice A3, (A3.3) ) che il numero di vertici non banali diversi dai punti finali (|V;,:(7)| —
[Vy(7)]) che ha 1" albero 7 che stiamo considerando ¢’ minore di n — 1 e che gli s, soddisfano al vincolo
> wnonp. 5. Sy = |Var(7)] — 1 (vedi sempre Appendice A3). Quindi > vuonp. s Sy <n—14+n—1<2n.

v nonbanali v nonbanali

Usando I’ ultima disuguaglianza ed il fatto che il massimo del prodotto di |V, (7)| — |V (7)| termini con la
somma fissata si ottiene quando tutti i fattori sono uguali tra loro, troviamo:

2n
2 2| Ve ()| =V (7))
[[ s <( ) ! (5.38)
v nonp. 1. [Vt (7)] = [V (7)]

v nonbanali

Massimizzando il secondo membro della (5.38) rispetto a |Vi,:(7)| — |Vy(7)| con il vincolo che |V (7)| —
|Vi(1)] < n—1 si ottiene:
[[ si<e

v non p. f.
v nonbanali

off

(5.39)

Ma allora il numero di termini generati dalle operazioni di rinormalizzazione si puo’ stimare, come voluto,
con C".

A questo punto abbiamo ottenuto tutti i guadagni dimensionali giusti senza i pericolosi fattori (m!)?. Nella
discussione sopra abbiamo solo trascurato il fatto che alcuni dei k che risalgono il grafico possano andare
a cadere su una delle linee esterne. In questo caso non bisognerebbe eseguire nessuna integrazione su k e
quindi non si otterrebbe il giusto guadagno 7"*1. Dalle definizioni (5.23) delle operazioni di rinormalizzazione
risulta pero’ chiaro che abbiamo liberta’ di scegliere su quale delle linee esterne far cadere il k proveniente
dalla rinormalizzazione. Possiamo allora decidere di far cadere i k provenienti dalla rinormalizzazione dell’
ammasso v sempre su una linea contenuta nell” ammasso v’ (che e’ quello che precede immediatamente v nell’
ordinamento indotto da 7). Questo e’ possibile poiche’ il grafico in considerazione e’ connesso. Scegliendo
ogni volta in modo conveniente la linea su cui far cadere k possiamo far si’ che le linee esterne non siaano
associate a nessuno di questi fattori.
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Riassumiamo qui tutti i fattori dimensionali che abbiamo ottenuto fino ad adesso (bisogna pensare di averli
ottenuti con una procedura analoga a quella descritta prima della (5.34)). I fattori dimensionali associati ad
un grafico di Feynman (compatibile con un albero 7) che contribuisce a £V sono i seguenti:

/Yhﬁvofy*hm%vo H ,y(hv*hv/)ﬁvvf(hu*hu/)mz,v/y(hv*hv/)zv H ’yhv'X(v e’ di tipo v) (5.40)
vEVy(7) veVy ()

dove.

(1) v ¢ V¢(7) equivale a v non p. f.,

(2) i fattori y(rv=hu)pvy=(he=hy)m2.0 sono quelli gia’ presenti nelle stime non rinormalizzate (abbiamo solo
usato la definizione (5.28) per riscrivere p, = g, — Ma,y),

(3) i fattori yho=hy)20 son0 i guadagni dimensionali provenienti dalle rinormalizzazzioni,

(4) la funzione y(condizione) €’ la funzione = 1 quando la condizione e’ verificata e = 0 quando la condizione
non e’ verificata,

(5) i fattori v x(we ditipor) tengono conto della definizione della costante corrente vy, (che ¢’ appunto
definita con un fattore v davanti).

E’ facile convincersi che

Mz, H = Oro=hy)ma, H Ao X(w €' ditipo v) (5.41)
v Vi (T) veVy(r)

da cui risulta evidente il vantaggio di definire come sopra la costante corrente v,. Va notato che il fattore
globale v" che sopravvive nel caso il grafico in questione abbia due gambe esterne, viene riassorbito nella
definizione di vy,.

Una volta verificato che i fattori dimensionali forniscono la giusta stima, va ancora controllato che gli integrali
che abbiamo (in modo sottinteso) eseguito per ottenere i fattori dimensionali non portino degli ulteriori fattori
“cattivi” che rovinino le stime n!. Infatti non e’ garantito a priori che questo non succeda, visto che adesso
gli integrali da stimare sono un po’ diversi da quelli trattati nel precedente paragrafo: adesso ci sono in
piu’ i fattori k provenienti dalle rinormalizzazioni e gli argomenti dei propagatori sono calcolati in impulsi
“interpolati”. Basta pero’ notare due cose:

(a) ogni integrale in dk che bisogna eseguire contiene almeno un propagatore calcolato esattamente in k, cioe’
in ogni integrale ho un propagatore, nel cui argomento non compaiono ne’ le variabili di interpolazione ¢, ne’
il valore di altri impulsi & (vedi (5.8), (5.9) e nota che per ogni impulso di ciclo k; compare il corrispondente
propagatore gffi”) (ks)).

(b) ognuno dei k che estraggo dalle operazioni di rinormalizzazione e e’ associato per costruzione ad un
propagatore, il cui argomento e’ proprio quel k (vedi discussione precedente la (5.33)). Quindi ogni k puo’
essere stimato, una volta estratto il fattore dimensionale, con v (per la proprieta’ di supporto compatto del
propagatore a cui e’ associato).

Le osservazioni (a) e (b) implicano che possiamo stimare ogni propagatore dell’ albero ancorato con C, e
quelli associati con le integrazioni in dk con C'f ") (k2 + e, (k)?) P (dove f e x sono le funzioni a supporto
compatto contenute in g(*)(k)).

In definitiva ogni k che viene fuori dalle operazioni di rinormalizzazione, ogni propagatore e ogni integrazione
in dk si possono stimare con una costante O(1). Il numero delle costanti che appare e’ O(n), poiche’ sia il
numero di linee del grafico (e quindi il numero di integrazioni e di propagatori) che il numero di operazioni
di rinormalizzazione (e quindi il numero di K associati alle operazioni di rinormalizzazione) ¢’ O(n).

Infine I’ integrazione in d¢ (che eseguiamo per ultima) da’ 1 (poiche’ le stime sopra sono tutte uniformi in
t).
Ragionando come nel paragrafo precedente e supponendo che le costanti correnti possano essere tutte
stimate da una costante ¢, otteniamo le stime n! per i coefficienti di ordine n della funzione beta.
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Riassumiamo la discussione di questo paragrafo nel seguente Teorema.

TrorEMA 5.2 Consideriamo la quantita’ in (5.6),

Z Z ‘W (Ta on,QPv()vEon)’ (5.42)

T€Th,n {Pug}

ngm, niu fissati

in cui I’ albero T sia un albero rinormalizzato, con un indice L associato al primo vertice sequente la radice.

La (5.6) e’ una stima per il coefficiente di ordine n della funzione beta. L’operatore L e’ definito nella (5.23).
Supponiamo che il flusso delle costanti correnti sia limitato, ossia che

sup max{[vnl, [anl, [Cul, [Anl} <& (5.43)

he
h<0

per qualche costante €.
Allora la (5.6) si puo’ stimare con
C"e"n! (5.44)

per qualche costante C.

Osservazione.

Andrebbe a posteriori verificata 1’ ipotesi che effettivamente esistono dei dati iniziali vy per cui il flusso
generato dalla funzione beta rimanga limitato. Dato che dal Teorema 5.2 non segue I’ esistenza in senso
non perturbativo della funzione beta, la discussione del problema sarebbe priva di senso e preferiamo allora
non entrarvi affatto. Nei capitoli seguenti, in cui si discutera’ I’ esistenza in senso non perturbativo della
funzione beta, affronteremo (e risolveremo) il problema di dimostrare che il flusso di v rimane limitato fino
ad una certa scala hg (vedremo che questo sara’ sufficiente agli scopi di questo lavoro). In ogni caso, anche
supponendo che la funzione beta sia ben definita in senso non perturbativo, il problema di controllare il flusso
da essa generato sulle costanti correnti v, fino ad h = —oo €’ tutt’ altro che banale; e’ anzi un problema
aperto (non si riesce a controllare, neanche qualitativamente, se e a quale punto fisso converge).

5.3.Stime perturbative per il funzionale beta nel caso a = %

Abbiamo gia’ accennato nel paragrafo alle difficolta’ che possono nascere nel caso in cui o # 1. In questo
paragrafo vogliamo entrare piu’ in dettaglio nella questione, specializzandoci al caso o = %, che e’ quello che
ci interessera’ per le stime non perturbative sulla funzione beta.

Proviamo a definire le operazioni di localizzazione come nel paragrafo precedente, (5.23). Possiamo, come
nel paragrafo precedente, scrivere i nuclei rinormalizzati, piuttosto che sotto forma di sottrazioni, sotto
forma di interpolazioni. Varranno le stesse formule del paragrafo precedente. Per comodita’ di riferimento
riportiamole qui:

1
R (s w,) = / Atk Op [ (ke 0,)
(5.45)

1
P pien) = [ d30R, £tk

dove abbiamo usato una scrittura formale (che va interpretata come nel paragrafo precedente) e dove nella
seconda riga abbiamo trascurato di riportare il termine ~ R(k).
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Purtroppo in questo caso le formule di interpolazione non forniscono il guadagno dimensionale giusto. Per
capire quale e’ il problema limitiamoci alla sottrazione di ordine uno; 1’ espressione:

1
R () = / Atk f1(thy; wy) (5.46)

contiene un termine ~ klld,, che fornisce il guadagno dimensionale giusto (fa guadagnare v"1 e fa perdere
hy

P2 con hy, < ha,); inoltre contiene un termine ~ k3,1, che fa guadagnare *yTl, come giusto, ma in
generale fa perdere y #2111 (infatti la derivata puo’ cadere su una linea interna con una w circa perpendicolare
a quella corrispondente alla derivata 91).

In effetti questo problema non nasce per la rinormalizzazione della funzione a due punti. Infatti in questo
caso la sottrazione e’ definita in modo di tenere conto delle proprieta’ di invarianza per rotazioni riassunte
nel Teorema 5.1. Riportiamo esplicitamente (senza usare la scrittura formale) la definizione (come nella
(5.30)):

2 (ks ws) = fR (K10, k1 +wippl) — 20, pr) — k1,00 f2(0, pF)—

- - 5.47
— (k1 + wipr| — pr) Ok f7 (0, pp) + 0 (k2alk|ff%) (47

dove abbiamo scritto il resto nella forma o (k28‘k‘f~,€) e dove abbiamo usato il fatto che w@kf,%((),pp) =

|| JE,%(O7 pr). Verifichiamo questa semplice proprieta’:

~ Olk -
wi f7(0,pr) = L5|k|ff%(/€07 Ik[) =
okl k=0
|kl=pp
5.48)
kl + pr F F (
= =0 /1 (ko, [K]) = 0 J1(0, pr)
V (k! +pp) + kL o
|[k|l=pF
A questo punto scriviamo esplicitamente le operazioni di interpolazione partendo dalla (5.47):
1 d - N
(5.47) = /0 dty d—tlf;f(tﬂﬁ,o, [tik1 + wipp|) — k1,00, 1 (0, pr)—
— (k1 + wipr| — pr) Ok f2 (0, pr) + 0 (k23|k|f;3) =
(5.49)

1
= [ dtikuo [on, Ptk faks + wpel) - 04, F20,pr) | +
0

1
+/ dty (ki + wipr| — pr) [3|k|f5(t1k1,o, ltiky + wipr|) — 3|k|f;3(0,pF)} +o (k23|k|fﬁ)
0

Nell’ ultimo passaggio abbiamo usato la possibilita’ di scrivere nella forma (ki +wipr| — pr)+

o(k?). Questa riscrittura e’ possibile perche’

dltiki4wipr|
oty

Oltriky +wipr| K (tk! + pr) + th?

- =kl + o(k? 5.50
oty [tki + wipF| () (5.50)

e perche’ gia’ sappiamo che

ki +wipr| — pr = e, +o(k?) = kIl +- o(k?) (5.51)
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Introducendo nella (5.49) una nuova variabile di interpolazione otteniamo:
1 1 d ~
(5.49) :/ dtl/ dtak1,0 [d_hakof}%(tthkl,Oa [t1tak +W1PF|)] +
0 0

1 1 d N N
+/ dtl/ dtz (ki +wipr| — pr) {_8Ik|f}3(tlt2kl,07 |t1taky +W1pF|)} +o (k28|k|f}3) =
0 0 dis (5.52)

1 1

= / dtl/ dta ty {kioa;fo +2k10 (ki + wipp| — pr) OO + (ki +wipr| — pr)” 8|2k|} :
0 0

- fR(titaki o, [titaky + wipr|) + 0 (k25|k|f;§)

Quindi, osservando la forma della (5.52) e ripetendo il ragionamento del paragrafo precedente per stabilire
quali sono i guadagni dimensionali, troviamo che ogni k1 ¢ e ogni (|k1 + wipr| — pr) forniscono un fattore
A1 per qualche v; < v (se v e’ I’ ammasso di partenza). Le derivate, invece, forniscono un fattore "
o *y’%hvz a seconda della direzione del vettore w corrispondente alla linea su cui la derivata e’ caduta. In
ogni caso si guadagna piu’ di quanto non si perda, e quindi la rinormalizzazione degli ammassi a due gambe
funziona (e’ facile verificare che anche il resto da’ contributi “buoni”, ossia tali che il fattore di guadagno
ha esponente piu’ grande di quello di perdita). E’ evidente che questo e’ possibile soltanto perche’ abbiamo
sfruttato esplicitamente la forma invariante per rotazioni dei nuclei a due gambe esterne (vedi Teorema 5.1);

in questo modo abbiamo visto che il termine pericoloso ~ k*9,. in effetti da’ contributo nullo al grafico.

v2

Purtroppo nel caso delle funzioni a quattro punti non si puo’ ripetere banalmente un ragionamento analogo,
poiche’ in questo caso il Teorema 5.1 ci dice che i nuclei integrali dipendono, oltre che dai k; ¢ e dai moduli
dei vettori k; +w;pr, ©=1,...,4, anche dagli angoli relativi che tre di questi vettori formano tra loro. La
dipendenza angolare fa si’ che i termini della forma ~ k10,1 non diano, come sperato, contributo nullo.

Il tentativo naturale e’ allora quello di definire la sottrazione in direzione puramente radiale, in modo
che, proprio per definizione, ogni termine rinormalizzato contribuisca solamente con dei termini della forma
~ ([k +wpr| —pr) |, che sono quelli che danno i giusti guadagni dimensionali. Sostituiamo allora la
definizione di R sui nuclei integrali data sopra (prime righe delle equazioni (5.23) e (5.26) ) con la seguente:

Rfp(kr, ko, ks, kaswi, w2, wz, wa) = Rfp(k1,0, k1 + wipr; ka0, ke + wapr; ka0, ks + wspr) =
= ft(k10, k1 + wipr; ka0, Ko + wopr; k3.0, ks + wapr)— (5.53)

_ (O ki +wipr | ko4wopr = ks +wspr )
P\ ke +wipp| T ke +wapr|’ ) ks + wapr|

dove abbiamo scelto arbitrariamente di eliminare, nell’ argomento di f , la dipendenza da k4, w, (piuttosto
che da k1,w1 0 da ko,ws o da ks,ws). Volendo possiamo simmetrizzare la definizione (5.53) rispetto alle
quattro scelte, per non dover fare nessuna scelta arbitraria. La discussione che segue €’ in ogni caso identica.

Con la definizione (5.53) si ottengono, come spiegato sopra, i contributi dimensionali giusti. C’ e’ pero’ il
problema che il controtermine e’ ancora una funzione di k (che dipende dagli angoli relativi tra i vettori).
Questo fa si’ che quando una derivata proveniente da una rinormalizzazione esterna cade su un nucleo
rinormalizzato della forma (5.53) il controtermine non si annulla (poiche’ non €’; come negli altri casi trattati
fino ad adesso, una costante). Puo’ allora capitare che si accumulino molte derivate ( nel caso peggiore O(n))
su uno stesso propagatore di qualche ammasso interno. Come discusso nel paragrafo precedente questo
farebbe nascere dei fattori (n!)?, & > 1 che impedirebbero di ricavare le stime n!.

In definitiva, non siamo riusciti a rinormalizzare le funzioni a quattro punti.

Forse sara’ possibile rinormalizzarle usando una forma diversa delle funzioni f e y contenute nel propa-
gatore, che noi abbiamo scelto come generiche funzioni C'*° a supprto compatto. Infatti, ad esempio, nei
lavori [DR1][DR2] si scelgono le funzioni f e y nella classe di Gevray; le funzioni della classe di Gevray sono
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1
non analitiche e a supporto compatto, con pero’ una trasformata di Fourier limitata da e ~*#/*I* per qualche
s € R. 1l decadimento esponenziale del propagatore all’ infinito permetterebbe di trascurare il problema
delle derivate che si accumolano (come in [BG1], in cui si studia una decomposizione continua in quasi-
particelle e in cui si sceglie un propagatore analitico). Tutto questo per dire che probabilmente il problema
della nascita dei fattori (n!)? non e’ un problema concettuale, ma e’ solo un problema tecnico, che forse puo’
essere superato con un po’ di lavoro in piu’. Se si riuscisse a eliminare questo problema si riuscirebbero a
migliorare quantitativamente tutti i risultati di questo lavoro (vedi prossimi capitoli). Non vogliamo pero’
qua entrare oltre nella questione.

Visto che le funzioni a due punti si riescono a rinormalizzare, possiamo accontentarci di eliminare le
divergenze lineari della teoria rinormalizzando al primo ordine le funzioni a due punti. Chiaramente in
questo modo nella teoria sopravvivono le divergenze logaritmiche, che pero’ possono essere eliminate fissato
un opportuno cutoff infrarosso. Come discusso gia’ nel Capitolo 4, fissare una temperatura finita equivale a
mettere un taglio infrarosso a una frequenza hg = —O(log 8) (vedi discussione precedente la (4.21)).

Decideremo allora che nel seguito del lavoro, quando tratteremo esplicitamente il caso o = %, fisseremo
sempre un S finito, scelto opportunamente come funzione di e (vedi Teorema 5.2).

Vediamo qual e’ I’ analogo del risultato Teorema 5.2 nel caso o = % in cui si rinormalizzano al prim’ ordine
le funzioni a due punti e si fissa § finito.

Ragionando come nei paragrafi precedenti troviamo che, se supponiamo

sup  max{|ual, laol, [Col, Mo} < ¢ (5.54)

he
hg<h<0

per qualche costante finita ¢, il coefficiente di ordine n della funzione beta e’ stimato da:

5 YO Y o ] %Wv—hu/)(ﬁﬁzu) (5.55)

T€Th n {Pug} {P,} T€9(Puy) v non p. f.

e e X . N .
6,0 1,0 fissati { Py} fissati

dove p, =2 — Mjni”, mentre z, = —1 se ng, =2 enj, = 0 e zero altrimenti. Il motivo per cui abbiamo
supposto che solo v, abbia il flusso limitato (vedi (5.54)) e’ che, rinormalizzando solo la funzione a due punti,
vy € 1 unica costante corrente.

Riscrivendo (hy, — hy )(py + Z») in un modo analogo a quello usato nella (5.18) e eseguendo la somma sui
grafici di Feynman, possiamo ancora stimare la (5.55) con

S Scmen [y B0 S0 (5.56)

T€Th,n {Puvg} {P,} v non p. f.
n€ n¢ fissati
0,v 1,v

dove z, €’ quello definito nel paragrafo precedente per il caso o = 1. Il motivo per cui compaiono le funzioni
x ad esponente nella (5.56) e’ che adesso i grafici che nel paragrafo precedente venivano rinormalizzati ( ossia
quelli per cui z, = —1, —2) adesso sono tutti marginali (hanno tutti dimensione nulla) per quanto discusso
sopra (abbiamo deciso di rinormalizzare al prim’ ordine la funzione a due punti e di non rinormalizzare la

funzione a quattro).
Usando il Lemma A6.3 possiamo stimare la somma Z{Pv} vavf(ﬂ 7*‘2“X(zu:0) con C". Una stima

|n71

drastica (ma sufficiente ai nostri scopi) della somma sulle frequenze degli alberi di 7, ,, €’ |hg . Il motivo
(semplicissimo) per cui vale questa stima e’ che, se 8 €’ finito, il flusso si interrompe ad hg e quindi in
particolare la scala del potenziale efficace e’ necessariamente > hg; quindi ognuno dei vertici non banali puo’

distare al massimo di |hg| dal vertice non banale precedente. Tenendo conto che i vertici non banali sono al
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massimo n — 1 (vedi Appendice A3) e scomponendo, come nella dimostrazione del Lemma A3.2, la somma
su 7 € Tp 5, in una somma sugli alberi non decorati piu’ una somma sulle decorazioni, si trova subito

$ gt hxGe=0) < $Y g < o) (5.57)

TGTh,,n TGTh,Jl

dove abbiamo anche usato il Lemma A3.1 per stimare con C™ il numero di alberi non decorati con n punti
finali. Sostituendo la (5.57) nella (5.56) e tenendo conto che hg = O(log ) otteniamo

Ce™ (log B)" ' ! (5.58)

Se si riuscisse (come riusciremo effettivamente a fare nei prossimi capitoli) ad eliminare I’ n! dalla (5.58) e a
controllare I’ ipotesi sul flusso di v, troveremmo che la funzione beta sarebbe sommabile per Celog § < 1.
Quest’ ultima condizione corrisponde ad un vincolo sulla temperatura del sistema: kgT > e~ e (kg € la
costante di Boltzmann) e quindi ad una stima dall’ alto sulla temperatura critica al di sotto della quale il
sistema diventa bosonico (oppure, eventualmente, un liquido di Luttinger). Va notato che la stima sulla
temperatura critica e’ esponenziale nella costante di accoppiamento € del sistema, quindi €’ una stima che,
se €’ vera (per adesso stiamo facendo solo una congettura), e’ non perturbativa. Inoltre ¢’ una stima molto
migliore di quella che si otterrebbe senza rinormalizzazione (o, equivalentemente, senza decomposizione in
scale): se non si rinormalizzassero le funzioni a due punti sopravviverebbero divergenze lineari, e si otterrebbe
una stima polinomiale sulla temperatura critica.
Riassumiamo adesso in un Teorema la discussione di questo paragrafo.

TroreMaA 5.3 Consideriamo la quantita’ in (5.59),

> > ‘W (T, on,gpvo,kpvo)‘ (5.59)

TGTh,m {Pvg }

n€ ,n€ fissati
0,0’ "1,

in cui I’ albero T sia un albero rinormalizzato, con un indice L associato al primo vertice sequente la radice.
La (5.59) ¢’ una stima per il coefficiente di ordine n della funzione beta. L’operatore L e’ definito come
seque:

Ef]%(kl, kg;wl,WQ) = Kf}%(kl,f)u |k1 + wlpp|) = fﬁ(o,pp) (560)

ed e’ identicamente nullo se agisce su nuclei con piu’ di due gambe esterne.
Supponiamo che B sia finito e che il flusso di vy, sia limitato, ossia che

sup  max{|ual, laol, [Col, Mo} < ¢ (5.61)

he
hg<h<0

per qualche costante €.
Allora
Ce" (log B)" ' ! (5.62)

per qualche costante C.

Si possono ripetere le osservazioni che seguono il Teorema 5.2.
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6. Stime non perturbative per la funzione beta.

6.1.Stime non perturbative per I’ espansione non rinormalizzata

In questo paragrafo vogliamo studiare le stime non perturbative per i potenziali efficaci non rinormaliz-
zati. Useremo lo sviluppo in determinanti per i valori di aspettazione troncata (vedi Capitolo 4 e Appendici
A4 A5) ed eseguiremo tutte le stime in spazio x (vedremo chiaramente piu’ avanti perche’ non e’ possibile
ottenere le stime in spazio k).

Come prima cosa allora conviene introdurre 1’ oggetto che vogliamo stimare in spazio x. Sara’ ancora una
norma del nucleo integrale di V) (, (")) ma definita in modo un po’ diverso dalla (5.2), che ¢’ una norma
nello spazio degli impulsi.

Ricordiamo ancora una volta che

ph) 1/}(<h Z Z Vh) w(ﬁh))

n=17€Ty
V(h) (Taw(gh)) — / Z w W(h (7_, P’anx(Ivo)) _ (61)
Py Clyg
= Z /dI(P'UD)d;(Sh) (on)w(h) (7-7 P'um x(on))
Pyy Clyg

e che per i nuclei W vale lo sviluppo (4.52):
wh (7, Pog, 2(Luy))

= > 11 %&i (8™ (P Qua)soe 6 (P Q) | | TT o

{(Poyoevin \vgVi(r) VeV (T)

(6.2)

Decomponendo i campi ¢ in quasi-particelle si riottengono delle relazioni della forma (6.1) e (4.52), in cui
pero’ sia i monomi 15, sia i nuclei integrali YW assumono una dipendenza dagli indici w, e in cui inoltre €’
necessario sommare su tutti gli indici w. Con una notazione autoesplicativa, possiamo ad esempio riscrivere
la (6.1) nella forma:

VO (r, W) = 3 / )Y AR P W (7, Py, 2Ly (L)) =

w(ug) Puo Clvg

Z Z /dx vo w?lﬁ)o)(P )W(h)(Tvpvm (onvw(P )))

Poo Clvg w(Pug)

Stabiliamo che la norma che vogliamo stimare sia la seguente:

a7 2 > / da(Py, \W’“ 00 2(Pog s w(1y))) (6.4)

TEThn {Pv[)}

e
nO, 1 v fissati

Il vincolo ng ,,,,n{ ,, fissati che compare nella somma sulle scelte dell” insieme P, seleziona un contributo
al potenziale efficace corrispondente a tutti i grafici con numero e tipo di linee esterne fissate (ad esempio se
Now, = N1, = 1 seleziona il contributo ~ F,, vedi (5.27), e cosi’ via).
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La forma della norma (6.4) e’ stata scelta pensando alle stime sui coefficienti di ordine n della funzione
beta: e’ facile verificare che, se I’ albero 7 €’ un albero rinormalizzato con un indice £ associato al vertice
immediatamente seguente la radice, la norma (6.4) fornisce una stima sul coefficiente di ordine n della
funzione beta, in particolare sulla sua componente selezionata dalla scelta del numero e tipo di gambe uscenti.
Anche se in questo paragrafo non introduciamo ancora la funzione beta, decidiamo di usare comunque la
norma (6.4), e diremo che il potenziale efficace e’ ben definito se ¢’ ben definita la norma (6.4) del suo nucleo
integrale.

Usando lo sviluppo in determinanti (4.60) per i valori di aspettazione troncata troviamo che i nuclei integrali
W (1, Py, x(P,,)) si possono scrivere esplicitamente nel modo seguente:

SO T gee e ] Sivl(_nwl / dPr, (t)detGr, (t) [ ro (6.5)

{P,} T w (LeT v non p. f. v p. f.

dove:
(1) T}, €’ un albero ancorato ai sottoammassi massimali v1,...,vs, dell’ ammasso v;

(2) T =Upey sy T
(3) r, € la costante di accoppiamento associata al punto finale v (puo’ essere uguale a vy, ag, (o 0 a

Ao [ dzvg(z));
(4) sia i propagatori gy sia i propagatori contenuti negli elementi di matrice di Gr,(t) sono della forma
g&h“)(:zr). In particolare gli elementi di matrice di G, sono della forma:

Ty — v ) 9 )
G(j,i)(j/,i’) =tn i) - 'tn(jj/)(sw(j,i)1W(j/,i/)g(.(u}zj,1> (x(5,4) —x(j',1")) (6.6)

dove la § e’ una delta di Kronecher.

Iniziamo a stimare ogni fattore [ dPr, (t)detGr,(t) come nel Lemma A5.2 (vedi (A5.18) ). Abbiamo
bisogno di stabilire un po’ piu’ esplicitamente la forma della costante C' che compare nella (A5.18). Scegliamo
i vettori A(x) e B(z) come in (A5.23). Procedendo come nell’ Appendice A2 per la dimostrazione del Lemma
4.1, si puo’ verificare che

Cn

1+ [ @ = 1)0)® + (e — p)aw)? + (e - ghot)?]
Cn

1+ [(%?(w —9)0)” + (Y2 (z — y)aw)® + (yohv (z — y)wLﬂ

[(A(z =), Aty — )| < A2

(6.7)

[(B(x —-), By —))| < A+ )

Se [ e L sono finiti, vanno considerate le correzioni discusse in Appendice A2.

Usando la (6.7) si trova, ponendo N = 0, che la costante C' che compare nella stima (A5.18) puo’ essere
scelta uguale a Coy(I T,

Una volta eseguita la stima sui fattori [ dPr, (t)detGr, (t), possiamo stimare:
(1) TL, . 4. 7w con €™, dove abbiamo usato I’ ipotesi che

max{|vo|, [aol, [Col, [ o[} < € (6.8)

e che I’ albero 7 abbia n punti finali;
(2) i propagatori dell” albero ancorato T, con

Cy

|ge| < y{IFehe
L+ [( (@ =)o) + (Gl = )aw)’ + (72 (@ = y)ot)

212’
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(3) I’ integrale in dz(I,,) (vedi (6.4)) sui fattori |ge| con BL?>Cyy~(2F®)hesy(I+a)he doye abbiamo usato la
proprieta’ secondo cui il determinante jacobiano della trasformazione x(I,,) — {x¢}eer € uguale a 1;
(4) la somma sugli alberi T, con C™vs,! (vedi Lemma A5.1).

Mettendo insieme la stima sui determinanti con le stime (1)-(4) troviamo

(64) S Cmen Z Z Z Z H ,yhu(lJra)ﬁv,yhuﬁl,v,yfhu(2+a)(svfl) (610)

T€Th n {Puyg } {P,} w wvmnonp. f.
n€ n€  fissati
0,00 1,v9

dove abbiamo anche tenuto conto del fatto che i propagatori di tipo o o ¢ hanno un fattore dimensionale
~"v rispetto al propagatore g&h”) (sopra non ne avevamo tenuto esplicitamente conto).

Purtroppo, una volta stimati i determinanti con delle costanti (dimensionali), non rimangono piu’ le
informazioni riguardo il fatto che gli indici w relativi alle linee da contrarre sono, in ogni grafico in cui si
puo’ sviluppare il determinante, uguali a due a due (anche se le coppie di w uguali sono diverse grafico per
grafico). In altre parole abbiamo dovuto stimare con 1 tutte le delta di Kronecher 5w(j,i>,w Gt

nella (6.6) In questo modo ci ritroviamo a dover sommare su un numero di indici w enormemente maggiore

che compaiono

di quello realmente necessario. Se nella (6.10) eseguiamo la somma sulle w troviamo

(6.10) < C"e™ Y > >

T€Th,n {Pvg} {P,}
n(),vo’nl,u fissati (6.11)
hy(140) Ny o hoT1,0 o, —ho (240) (50 —1) o, —ahy 2(T0y =Sy +1) ., —ahy (s, —1
| | ~ (1+a) APy (2+a)( )’7 ( )’7 ( )

v non p. f.

poiche’ devo eseguire una somma per ogni linea da contrarre nel determinante , e per ogni propagatore dell’
albero ancorato. Mettendo insieme i fattori dimensionali nella (6.10) troviamo

(6.11) <Cme™ Y > SO A2 -

T€Th,n {Pug} {P,} v non p. f.
ne€ ,ne fissati
0,v 1,vp
X . (6.12)
D SIS S TR | GRS
T€Th,n {Pug } {P,} v non p. f.
n€ n¢ fissati
0,vq 1,vp
dove h = hy, €
1—« 3—«a
5y =2—2ama,y — (1 4+ a)ma, — amar , — ng ., — ni v (6.13)

Nell’ ultimo passaggio della (6.12) abbiamo usato le relazioni (5.15).

Dall’ espressione di §* (6.13) €’ chiaro che non possiamo in alcun caso aspettarci che la teoria finale sia
rinormalizzabile, poiche’ le dimensioni dei sottografici vengono a dipendere da my4,, M2, € da ma ,. E’
pero’ possibile migliorare le stime dimensionali fatte sopra usando una regola di conservazione per le w.

Notiamo che in tutti i grafici in cui possiamo sviluppare i determinanti nella (6.5) le w delle linee uscenti
dall’ ammasso v devono soddisfare il seguente vincolo.

Chiamiamo wghl), . ,w,(:%n%)
sta a significare che la linea i-esima e’ contratta su scala h;. Se trasformiamo il valore del grafico secondo
Fourier ci accorgiamo che, per la regola di conservazione degli impulsi, devono esistere ng impulsi ki, ..., kpe
a somma nulla tali che k; appartenga al settore indicizzato con wghi) (adesso stiamo pensando che gli impulsi
k non siano calcolati dalla superficie di Fermi, ma dall’ origine degli assi coordinati).

gli indici w associati alle linee uscenti dal cluster v, dove il sovra indice h;
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Quindi, prima di eseguire qualsiasi stima, possiamo aggiungere all’ espressione (6.5) il fattore

I ) (6.14)

veV(rT)

dove le funzioni y,(w, ) sono definite come segue:
Xo(w,) = x | Tk, ..o kne kiEwl(hi), i=1,...n%; Zki:O (6.15)

La condizione contenuta nell’ argomento della funzione x a secondo membro e’ la stesse descritta a parole
piu’ sopra. Il motivo per cui possiamo aggiungere il fattore in (6.14) alla (6.5) e’ che, quando dallo spazio k
antitrasformiamo secondo Fourier per tornare in spazio z, il fattore in (6.14) appare come un numero rispetto
all’ operazione di antitrasformazione, e quindi continua a sopravvivere nella stessa forma scritta sopra. In
altre parole il ragionamento che abbiamo fatto e’ stato il seguente: abbiamo trasformato secondo Fourier
il valore di tutti i grafici contenuti nei determinanti di (6.5); in spazio k ci siamo accorti della presenza di
un vincolo sulle w che non riuscivamo a vedere direttamente in spazio x; siamo tornati indietro in spazio x
mantenendo il vincolo sulle w, che deve essere valido comunque.

L’ interesse di scrivere esplicitamente i vincoli a cui devono soddisfare le w uscenti da un dato ammasso e’

che vale il seguente Teorema, valido esclusivamente nel caso a = %:

€

TrOREMA 6.1 Sia Xy (w,) la funzione definita in (6.15). Supponiamo che tutte le frequenze h;, i=1,...,n¢

contenute nella definizione (6.15) siano uguali ad h < 0. Supponiamo che ogni settore angolare wfh) sia
(h)

%

e h—h n1e173
> oxwsom (va(hz’ ) (6.16)

W)
v

vincolato ad appartenere ad un settore w, ” su scala h < h < 0. Allora, se a = %,

per qualche costante C.

Osservazioni.
(1) Il Teorema 6.1 ¢’ dovuto a Feldman-Magnen-Rivasseau-Trubowitz [FMRT]. Una dimostrazione del Teo-
rema €’ riportata nell’ Appendice A7, in una versione leggermente diversa da quella enunciata qua sopra,
ma equivalente per tutti gli scopi successivi. La dimostrazione in A7 si basa sulla quella riportata nel lavoro
[FMRT], ma contiene molti piu’ i dettagli (in effetti quella di [FMRT] e’ solo una traccia di dimostrazione).
(2) Il motivo per cui e’ necessario che o = % risultera’ chiaro dalla dimostrazione del Teorema.
(3) Poiche’ il vincolo indotto dalla funzione y, coinvolge solo le w delle linee uscenti dall’ ammasso v in-
dipendentemente da come queste si contraggano con altre linee, il prodotto [], x, sopravvive alla stima sui
determinanti. Quindi, dopo avere eseguito le stime sui determinanti e le stime (1)-(4) discusse piu’ sopra,
potremo eseguire le somme su w del prodotto delle funzioni y,, e, sfruttando il Teorema 6.1, otterremo una
stima migliore di quella ottenuta nella (6.11), (6.12). In particolare troveremo delle dimensioni 6, che non
dipenderanno da my , € mar ., ma solo da ms, (nella forma SU = 4, —ma, in modo che, come abbiamo gia’
visto nel Capitolo precedente, una volta che al posto di g si consideri la costante efficace y"v},, la dipendenza
da mg , scompaia).
(4) Se si ponesse o # % si troverebbe al posto della (6.16) una stima che contiene in piu’ un fattore divergente
per h — —oo; in particolare, quando o« < 1 e h = 0, si trova in piu’ rispetto alla stima (6.16) un fattore
logaritmico |h|, vedi Lemma A7.1.
(5) Poiche’ abbiamo deciso, come spiegato nel precedente Capitolo, di ammettere divergenze logaritmiche
nella teoria, potremmo decidere di usare un analogo del Teorema 6.1 anche per o # %, come spiegato nel
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punto (4) sopra. Inizieremo allora ad eseguire le somme sulle w con « generico (pensando in particolare
al caso a = 1, che €’ quello interessante perche’ permette di definire in modo consistente le operazioni di
rinormalizzazione anche nel caso dei sottografici a quattro gambe esterne, vedi Capitolo 5); supporremo in
un primo momento che il Teorema 6.1 valga per o qualsiasi. Vedremo in realta’ che se non scegliamo o = %
i termini ~ my 4, M2y, Mo, noN si cancellano opportunamente nelle dimensioni Sv, e quindi o = % sara’ in
ogni caso la scelta migliore.

(6) Nel seguito del Capitolo chiameremo “regola del parallelogramma” la regola secondo cui, in due di-
mensioni, per fissare 2] versori a somma nulla, basta fissare i primi 2] — 2; gli ultimi due poi sono fissati
automaticamente dalla scelta dei primi 2/ — 2 (il nome “regola del parallelogramma” e’ naturale se si consid-
era il caso speciale [ = 2). Il Teorema 6.1 ci dice essenzialmente che, se o = %, la regola del parallelogramma
vale anche se i 2 versori hanno la liberta’ di muoversi O(y*"); piu’ precisamente che, fissati i settori angolari
di ampiezza v*" a cui devono appartenere i primi 21 — 2 vettori k, gli ultimi due vettori devono appartenere
a due settori fissati a meno di costante (dove la costante pero’ dipende da ).

(7) E’ chiaro che la regola del parallelogramma e’ piu’ forte della regola di conservazione dell’ impulso (che
elimina solo una delle a priori 2 somme da fare). Per i settori vale anche una regola di conservazione dell’
impulso “a meno di costante”, che e’ un risultato analogo al Teorema 6.1, anche se piu’ debole. In particolare
per gli ammassi a due gambe esterne, ai quali non si puo’ applicare il Teorema 6.1, useremo la regola di
conservazione dell’ impulso a meno di costante (il motivo per cui non vale una regola di conservazione esatta
per i settori uscenti da un ammasso a due gambe esterne e’ che abbiamo scelto dei settori angolari che si
sovrappongono 1’ un I’ altro, vedi scelta della funzione Xfuh) nel Capitolo 4).

Iniziamo a stimare la somma ) ], xv. Avendo scelto la norma come in (6.4) dovremmo eseguire le somme
fissando gli indici di settore esterni. Decidiamo pero’ di maggiorare la somma fissando solo uno dei settori
esterni e sommando sugli altri nf, — 1 (il motivo per cui decidiamo di “allentare” i vincoli e’ che, come
risultera’ chiaro nel corso della discussione seguente, con il procedimento che seguiremo non saremo in grado
di controllare il vincolo sulla scelta delle w esterne). Supponiamo inoltre per semplicita che la regola del
parallelogramma valga in modo esatto (e non a meno di costante, vedi punto (6) sopra). Dopo aver eseguito
le stime con questa semplificazione (e aver quindi capito le idee su cui la dimostrazione si basa) riusciremo
con poco sforzo in piu’ a tenere conto precisamente del risultato fornito dal Teorema 6.1.

Stabiliamo in ogni ammasso v un ordinamento parziale degli s, sottoammassi assegnando ad ogni albero
ancorato T, una radice. Decidiamo che la radice di T,, sia il sottoammasso in cui entra 1’ unica linea
esterna che ha il settore fissato. A questo punto risulta assegnato un ordinamento parziale dei sottoammassi
contenuti nell” ammasso vg. Consideriamo un sottoammasso massimale di v ad esempio v;, @ =1,...,8y,.
Supponiamo che v; abbia una struttura interna (ossia che non sia un punto finale) e siano v; ;, j =1,..., Sy,
i suoi sottoammassi massimali. Se v; €’ la radice di T,,, stabiliamo che la radice di T, sia v; 5, e la linea
esterna con il settore fissato entra in v; 5 Se invece v; non €’ la radice di Ty, stabiliamo che la radice di 7,
sia v; j7, se la linea dell’ albero T, che entra in v; e proviene dall’ ammasso vy < v;, ¢ =1,...,s,, entra
anche nell” ammasso v; ;. Induttivamente possiamo assegnare le radici di tutti gli alberi T;,.

Sia w™ un settore su scala h assegnato ad una data linea; fissato w), chiamiamo w®) (h; > h) il settore
su scala h; che contiene il settore piu’ “raffinato” w. Supponiamo che una data linea ¢ attraversi gli
ammassi su scala h1, ha, - - -, h, e si contragga su scala hg, dove hg < h1 < --- < h, sono tutte scale contigue.
Allora possiamo decidere di espandere la somma sui settori “raffinatissimi” w§h°) in una successione di somme
su settori sempre meno raffinati:

DD DY (6.17)

wzh,o) wzm) wi(znrfl)Cwl(th) wzh,o)szm)

Notiamo che per le linee di T, rimane un’ ambiguita’, poiche’ potremmo decidere di espanderle secondo due
serie di frequenze (quella indotta dall’ ammasso da cui la linea di T, “esce” e quella indotta dall’ ammasso
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in cui la linea di T,, “entra”, dove diciamo che una linea di T}, “esce” dall’ ammasso v; ed “entra” in v, se
v1 < v2 ). Decideremo di espandere queste linee secondo la serie di frequenze indotte dall’ ammasso da cui
la linea di T, esce.

A questo punto scegliamo una foglia dell’ albero Ty, diciamo v1, e riordiniamo la somma che dobbiamo
fare nel seguente modo:

ZW:HXU > MMeX" Y ¥ xw@)Iw (6.18)

w  vZwvy w ﬂihml ) gihmo)cgihml) vCwvi

dove:

(1) 3=/ e’ la somma sui settori relativi ai vertici v tali che v  vy;

(2) 3" e’ la somma sui settori relativi ai vertici v tali che v C vy;

(3) ggh"’o) e’ I’ insieme dei settori relativi alle linee uscenti da v; meno il settore relativo alla linea di T,
entrante in v;

. . . h
(4) abbiamo espanso “al prim’ ordine” la somma su gg vo),

Se il vertice v; €’ un punto finale la somma Z Ghug) non va espansa affatto. In questo caso possiamo subito

eseguire la stima sull’ ultima somma nella (6. 18) Se il punto finale ha quattro gambe esterne otteniamo
un fattore y~"vo (poiche’, usando la regola del paarallelogramma, vediamo che, una volta fissata il settore
della linea entrante, ci rimane solo una sommma da eseguire); se ha due gambe esterne otteniamo un fattore
1 (poiche’, usando la regola di conservazione dell’ impulso, vediamo che, una volta fissato il settore della
linea entrante, il settore della linea uscente e’ fissato automaticamente).

Se invece v; ha una struttura interna possiamo iniziare a stimare il prodotto chv1 Xv con un prodotto
di funzioni x che fissano vincoli piu’ deboli; piu’ esattamente, ogni volta che nell” argomento delle funzioni

Ry . s . hy
X compare un settore wf “), possiamo sostituirlo con il settore meno raffinato wf 1).

In questo modo
indeboliamo il vincolo sugli impulsi k; che, invece che doversi muovere in una regione ~ v possono in
questo modo muoversi in una regione ~ y*"+1, Indebolendo i vincoli e’ chiaro che maggioriamo la somma

(6.18). Una volta fatta questa stima le funzioni che compaiono nel prodotto []
( 1!())

. .
vcv, Xv non dipendono piu

Possiamo allora permutare 1’ ordine dei fattori nel seguente modo:

oY w@)Iwe=2 IIv X @) (6.19)

yihvl) yihvo)cﬁh”) vCoy _ihvl) vCo1 Hihvmcgihul)

da w;

dove adesso le funzioni x del prodotto [] Xv sono quelle con il vincolo indebolito. L’ ultima somma puo’

vCvy
adesso essere stimata con 'y(h”l —hug)(a(nf, =3)X(%,>3)) qove abbiamo usato la regola del parallelogramma per
ng, > 3 e la regola di conservazione dell” impulso per ng = 2.

Se il vertice v; €’ un punto finale possiamo passare a stimare nella (6.18) il contributo di un’ altra foglia
dell’ albero T,,. Se invece il vertice v; ha una struttura interna riordiniamo la somma ZZ [I,co, Xv con lo
stesso criterio usato per riordinare la (6.18); stimiamo il contributo di una foglia dell” albero T, (diciamo
v2); se vy € un punto finale passiamo subito a stimare il contributo di un’ altra foglia di T,,, altrimenti
entriamo dentro vy ed iniziamo a stimare le sue foglie... Prima o poi, continuando a stimare le foglie o di T},
o di un albero relativo ad un ammasso contenuto in vy, esauriremo le foglie di T,,, (dove v,, C v1); potremo
quindi passare a stimare con lo stesso criterio i rami finali di 77,

Induttivamente vediamo che riusciamo a stimare con il criterio descritto sopra tutti i vertici contenuti in v, e
quindi, in definitiva, tutti i vertici contenuti in vo. Ogni vertice fornira’ una perdita ~ > =/ (@ =3)x(n5>3))
dove, se v €’ un punto finale, va inteso h, = 0 e dove h, €’ la scala del piu’ piccolo ammasso che contiene
I’ ammasso (o il vertice) v. Mettendo insieme i fattori raccolti durante questa “potatura” dell’ albero



78 GRUPPO DI RINORMALIZZAZIONE PER UN SISTEMA DI FERMIONI INTERAGENTI IN DUE DIMENSIONI

otteniamo:
6 18 H ,y—ozh /X n —4) H ,y(hv—hu/)(a(nz—3)x(ni>3)) —
6.17 vt oo I o (6.20)
— /y*ahvom%m H ,y(hv7hv/)(7am4,y+a(nuf'3>)x(nv>3))

v non p. f.

Nella discussione fatta sopra abbiamo supposto che la regola del parallelogramma valesse esattamente, mentre
in realta’ per il vertice V vale a meno di C™ dove C' e’ indipendente da h e da n¢ (vedi Teorema 6.1).
Ripetendo la dimostrazione precedente tenendo conto di questo fatto, riotterremmo la (6.20) con in piw’
un fattore ]
P,.
Per evitare di avere una costante (in generale maggiore di 1) elevata alla potenza

v non p. f. C"™: questo fattore sarebbe pericoloso al momento di eseguire la somma sulle scelte
v non p. f. ng, possiamo
decidere di usare la regola del parallelogramma solo per i vertici con “poche® gambe esterne (ad esempio
minori o uguali a 10) e di non usare, per i vertici con piu’ gambe, nessuna regola di conservazione (anche
la piu’ debole regola di conservazione dell’ impulso varrebbe a meno di C"i). Ripetendo passo passo la
dimostrazione fatta sopra otteniamo un fattore di perdita dovuto alle somme su w che, invece che essere
uguale al fattore contenuto nella (6.20), e’ uguale a:

o Cry=otomane T e (Camatam) —dx(sng S10)Faln; —)x(n; >10) (6.21)
v non p. f.

dove C' €’ una costante indipendente da h e dagli indici P,.
A questo punto possiamo mettere insieme i contributi che provengono dalla stima sui determinanti, dalle
stime (1)-(4) discusse prima della (6.10) e dalla somma sulle w. Si trova che la norma in (6.4) €’ stimata da

( Cn n Z Z Z ,.Y*ahm4 v

TE€Thn {Pug} {P,}
e e
6005100 fissati

H ,yhv(1+a)ﬁu,yhvﬁ1,v,y7hv (2+o¢)(sufl),7(hufhv/)(7oc7n4,v+a(71273)x(4§ni§10)+a(nf}71)x(nf} >10))

v non p. f.
6.19 (6.22)
dove abbiamo ancora una volta usato che le costanti di accoppiamento si possano stimare con € e che h = hy,.
Usando le (5.15) possiamo riscrivere la (6.22) nella forma

(6 22 < Onem Z Z Z 5 [ am4,uo+(1+a)(2m4,%+m2,%+m2,’v0__go)+m2/w0—n§f’v0}.
T€Th,n {Pug } {Pv}
n€ n¢ fissati
0,vg 1,v0

e e I || i) [(”“)(2”14*“*”2*“*”2““T“)} .

v non p. f.

(ho—hy) [mar =1, —(2+a) (M4, v +m2 vtmyr ,—1)—ama y+a(ng—3)x(4<ng <10)+a(nt—1)x(nS>10)] _

-
6.20 a, e e 6.23
Cn n E : E : § :,7 2+a—inv0 "I,UO_WQWO). ( )
TGThm {Pyg } {P }
ne  ne fissati
0,v0 " 1,vq

H ,Y(hv7huz)[X(nf):2)+(272a+°‘771nf))x(4§n5§10)+(2+a771nf,)x(n5>10)7m2,v7n‘13’v]

v non p. f.

="t Z Z Z,.Y Oext —M2 yo) (ho—hyr)(8y—m2 )

TE€Th n {Puvg } {P,}

6 o ™ g FESA
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Come gia’ visto nel precedente paragrafo, la dipendenza da ms , scomparira’ quando, dopo aver rinormaliz-
zato, useremo al posto di v la costante corrente 7"}, per comodita’ allora porremo nel seguito del paragrafo
mav = 0.

Va notato che il conteggio di potenze in (6.23), pur essendo tale da cancellare opportunamente tutte
dimensioni dipendenti da my ,, M2, € Mo 4, € “anomalo”, nel senso che fornisce dimensioni diverse da quelle
ottimali fornite dal conteggio di potenze in spazio k (vedi Capitolo precedente) e fornisce una dimensione
esterna 0., diversa dalle dimensioni interne ¢,. Questo non e’ stupefacente, poiche’, pur tenendo conto della
regola del parallelogramma ad ogni vertice v, nella somma sulle w siamo stati costretti a buttare via molti
vincoli sulle w di cui invece si riusciva a tener conto facendo le stime grafico per grafico; piu’ esattamente
abbiamo dovuto sommare su tutte le w delle linee che si contraggono nei determinanti detGr,, mentre nelle
stime grafico per grafico abbiamo sommato sulle w di tutti i propagatori, quindi delle linee gia’ contratte,
che sono la meta’ di quelle ancora da contrarre (o in altre parole, per stimare con costante i determinanti
detGr,, abbiamo dovuto stimare con 1 tutte le delta di Kronecher d,, ;) w, ,, che compaiono nella (6.6)).
Quindi e’ naturale che, buttando via delle informazioni, si ottenga un conteggio di potenze non ottimale.
Piuttosto stupefacente e’ invece il fatto che le dimensioni dipendenti da ma,,, M2, € ma , si cancellino tutte
tra loro nel modo giusto.

E’ anche naturale che le dimensioni dipendano da «. Ad esempio ci aspettiamo che nel caso limite in cui
a — oo (quasi-particelle continue) le stime precedenti non funzionino piu’. In questo caso infatti potremmo
sostituire le somme sulle w con delle medie sull’ angolo w (che danno un contributo O(1)) e le delta di
Kronecher contenute nella (6.6) con delle delta di Dirac. Ma allora non potremmo stimare i determinanti
con costante, poiche’ i propagatori contenuti negli elementi di matrice non avrebbero modulo limitato.
Questo e’ anche il motivo per cui non si riescono a riprodurre le stime sui determinanti in spazio k: negli
elementi di matrice dei determinanti comparirebberro necessariamente delle delta di Dirac che vincolino gli
impulsi delle due mezze linee ad essere uguali.

Pur sapendo che il conteggio (6.23) vale esattamente solo se & = 1 (altrimenti comparirebbe un fattore

logaritmicamente divergente) proviamo a ottimizzare le dimensioni rrispetto ad «. Vediamo subito che piu’
a e’ piccolo piu’ le dimensioni §, e deye s avviacinano a quelle ottimali (ovvero a p, = 2 — %5 — njv); nel
caso limite o = 0, §, = deqt = p,. D’ altra parte sappiamo dalla discussione in Appendice A2 che le stime
sul decadimento all’ infinito di gﬁ,h) (che abbiamo usato in questo paragrafo per ricavare la (6.23)) valgono
solo se a > % Quindi o = % e’ la scelta ottimale per la larghezza dei settori angolari (ai fini delle stime che
stiamo facendo). Prima di specializzarci definitivamente al caso o = % vediamo solamente cosa otterremmo
nella (6.23) ponendo oo = 1 (che €’ un caso interessante, poiche’, come visto nel Capitolo 4, si riesce a portare

fino in fondo la rinormalizzazione).

Per o =1 si ha

-1 -1
5U—x(n§—2)—|—<2—2a—|—a2 ni)x(4§n2§10)+<2+a2 ni)x(n$>10)—n‘iv—
= x(n§ = 2) +2x(n§ > 10) = ng , (6.24)
1
Seat =2+ —%n —n¢ —3-nt—ns,

Quindi i grafici sarebbero tutti rilevanti o marginali (ossia avrebbero tutti dimensione positiva o nulla) ed
e’ chiaro che non si riuscirebbe a dar senso alla teoria (andrebbero rinormalizzati tutti gli ammassi!l!).
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D’ ora in poi specializziamoci al caso a = % Vediamo come vengono fuori le dimensioni in questo caso:
a—1 a—1
dy =x(né=2)+(2-2a+ 5 ng | x(4<nf <10)+ (2+ ny | x(ny > 10) —ng , =
1 1
=xnét=2)+(1- 5712 x(4<nf<10)+ (2-— §nf) x(ny, > 10) —ng, (6.25)
1+a , . 5  3ng e
Oext =2+ — 5 T T M= 5T M

uindi vediamo che la dimensione interna e’ uguale a 1 se n¢ =2 en§, =0 ed ¢ uguale a 0 se n¢ =2 e
v 1,v v
sbagliata” (nel senso

ni, = 1 oppure se ny = 4 e n{ , = 0; le dimensioni degli ammassi con piu’ gambe e’ *

che e’ diversa da 2 — %ﬁ —nf, ma comunque e’ del segno giusto (tutti i grafici con piu’ di quattro gambe
sono irrilevanti). La dimensione esterna invece e’ uguale a 1 (come sperato!) se nj, =2 e nf, = 0 ed €’
negativa in tutti gli altri casi.

Tutte queste notevoli proprieta’, che non sembravano prevedibili a priori, danno 1’ impressione di essere
ancor piu’ “miracolose” del fatto che tutte le dimensioni dipendenti da m4,,,, ma,, € mao , si cancellino tutte
tra loro nel modo giusto.

Consideriamo allora la (6.23) con a = 3 (e quindi con le dimensioni date dalla (6.24)). Supponiamo per
il momento di togliere “a mano” i sottografici rilevanti, che poi nel prossimo paragrafo rinormalizzeremo
esplicitamente. Supponiamo cioe’ di trattare una teoria i cui grafici non abbiano mai ammassi a due gambe
esterne. In questo caso, ripetendo la discussione riportata alla fine della §5.3 per stimare i risultati delle
somme su 7 € 7p, e su {P,} a nf, ,n{,, fissati, troviamo il seguente Teorema, che riassume tutta la

discussione di questo paragrafo.

TroreEMA 6.2 Consideriamo la sequente quantita’

# Z Z 7_6ezt(n0,v07n0,uo)

—IpFPWeTy
r rEfe

T€Th n {Pug } {Pv} LeT
ng,vo’"ivo fissati (ns’vo,n‘f’vo)#%o) (626)
1
II ;(—1)%+1 /dPTU (t)detGr, (t) J] ro
v non p. f. v v p. f.

nel caso in cui o = % e dove 0¢rt €’ data dalla (6.25).

La (6.26) e’ una forma adimensionale della norma (6.4), nota il fattore y~%=t; in piu’ sono stati tolti tutti
i contributi da grafici contenenti ammassi rilevanti.

Supponiamo che B sia finito, che vy =0 e che le altre costanti di accoppiamento siano limitate, ossia che

max{[aol, [ol, [Mo} < & (6.27)

per qualche costante €.
Allora la quantita’ in (6.26) e’ stimata da:

C"e™ (log B)" (6.28)
per qualche costante C.

Osservazioni.
(1) Si potrebbe enunciare anche un Teorema in cui si consideri la stima della grandezza (6.26) a cui sia pero’
imposto anche il vincolo §,, < 0. In questo caso chiaramente si troverebbe che 1’ analogo della (6.26) sarebbe
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stimato da C™e™~yMdert  genza nessun termine logaritmicamente divergente. E’ chiaro pero’ che questo caso
b)

sarebbe privo di interesse per il problema che stiamo trattando (sappiamo di non riuscire ad eliminare i
grafici marginali con le operazioni di rinormalizzazione).

(2) La grandezza in (6.28) e’ sommabile su n se Celog § < 1. In questo senso possiamo chiamare il risultato
del Teorema 6.2 stime non perturbative non rinormalizzate per i potenziali efficaci.

(3) L ipotesi vy = 0 serve a garantire che ms, = 0 e quindi che le dimensioni dei grafici non dipendano da
ma . Si potrebbe analogamente richiedere che un elemento di grafico di tipo v contenuto nell’ ammasso v
(e non in alcun ammasso piu’ piccolo) abbia costante di accoppiamento uguale a vgy"v.

6.2 .Stime non perturbative per la funzione beta

In questa sezione vogliamo riprodurre delle stime analoghe a quelle del paragrafo precedente, nel caso pero’
in cui si decida di rinormalizzare gli ammassi a due gambe esterne, come discusso nel paragrafo §5.3 (gli
ammassi a quattro gambe esterne non si riescono a rinormalizzare, per quanto spiegato nel Capitolo 5, §5.3).
Riusciremo a mostrare I’ esistenza in senso non perturbativo di una funzione beta, che controlla il flusso
della costante corrente vy,.

Dobbiamo introdurre le definizioni delle operazioni di rinormalizzazione in spazio x. Dobbiamo infatti
discutere la rinormalizzazione consistentemente in spazio x, visto che vogliamo usare la stima di Gram-
Hadamard per i determinanti (e questa stima, come spiegato nel paragrafo precedente, si riesce a realizzare
solo in spazio x).

Sia

/dxlde’t/J;; ,W1 ¢;2,w2 eipF(W1I1_w2m2)Fw1,w2 (:I:l - 1’2) (629)

il valore di un generico grafico a due gambe esterne (per scrivere il nucleo integrale F,, ., come funzione
della differenza 1 — x2 abbiamo usato I’ invarianza per traslazioni della teoria). Anche se nella (6.29) non €’
specificato esplicitamente, bisogna pensare che i campi esterni siano a frequenza hg, mentre il nucleo integrale
F,, w, sia associato ad un ammasso a frequenza hy > hg.

Vogliamo definire come agisce 1’ operatore £ sull’ espressione (6.29), verificare che la definizione data e’
equivalente a quella gia’ data in spazio k e infine mostrare che si ottiene il guadagno dimensionale voluto,
grazie alle proprieta’ di invarianza per rotazione della teoria.

Definiamo:

L:/dxldx2w;)w1wgz)wzeiPF(wlzlfw2z2)le)wz (17 —12) =
(6.30)
=X (|w1 —wy| < 27"7%) /dxld‘rﬂ/}a;,w1¢;1,wzeipF(WI117W2z2)Fw11w2 (z1 — x2)

Valgono tutte le osservazioni fatte riguardo le definizioni di £ in spazio k. In particolare bisogna ricordare che
se B e L sono finiti (e nel nostro caso § e’ necessariamente finito), 1" espressione (6.30) e’ solamente formale,
non solo perche’, come al solito, gli integrali vanno sostituiti con delle sommatorie, ma anche perche’ la
con Y

T2,wW2

localizzazione non va realizzata sostituendo semplicemente il campo r1,wa)
,

sostituire 7

piuttosto bisogna
w2 ,we CON

Vo = Vi wp@ 0220701007000 Bamx)) (6.31)

vedi (5.24). Questo equivale a mettere il punto di sottrazione, invece che in zero, in (03,07,.,), come €’ giusto
fare. Pero’, come nel caso delle stime n!, trascureremo questo fatto, che complicherebbe solo la discussione
senza introdurre idee nuove. Ancora una volta rimandiamo a [BM] per una discussione piu’ completa e
coerente.

Ricordiamo anche il significato della funzione x davanti al secondo membro della (6.30). Noi vogliamo
che I’ operazione di localizzazione selezioni da ogni sottografico pericoloso il contributo piu’ divergente. D’
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altra parte noi sappiamo dall’ analisi in spazio k (e dalle considerazioni del precedente paragrafo) che un
sottografico le cui linee esterne (ancora contratte nel grafico) abbiano indici wy,ws tali che w1 —wa| > 27rfy%
e’ identicamente nullo, per le proprieta’ di supporto compatto dei propagatori associati alle sue linee esterne
e per la regola di conservazione dell” impulso; allora sicuramente il suo contributo non e’ pericoloso, e per
questo decidiamo che non venga selezionato dall’ operazione di localizzazione. Per comodita’ di notazione
nel seguito non scriveremo esplicitamente la funzione x, ma supporremo sempre che gli indici w delle linee
esterne siano tali da rispettare il vincolo voluto.

Definiamo poi £ in modo che annulli tutti i nuclei integrali corrispondenti a sottografici con piu’ di due
gambe esterne (oppure con due gambe esterne ma con almeno uno dei due campi uscenti uguale a D).

Usando I’ invarianza per rotazioni e’ facile verificare che e’ equivalente localizzare i campi nel punto x; o
nel punto zs. Infatti dal Teorema 5.1 sappiamo che

6.28 / dyF,, o, ()™ = F(ko, [k|) (6.32)
Usando la (6.32) otteniamo:
/d$1d$21/1:1,w1 z—l7w2eipF(w1m1—w2m2)le)w2 (1'1 _ x2) =
_ /dxlw:hu)lw;17w2eiple(w1—w2) /d(xl _ Ez)eipsz(ml_m)thwz (z1 — x2) —_
6.29 (6.33)
= / dzathf, o, s, €217 / dte Py, 0, (1) =

_ + - ipp(W1T1 —waT2)
— [dndnavd, v e Fi a1 — 22)

Usando le relazioni

dk '
+ +ikx, )+
wm,w :/(27'()36 U)k,w
6.30 (6.34)
1/)?;“) = /d:z:eﬂkxz/)iw

possiamo studiare I’ effetto dell’ operatore R = 1 — £ sulla (6.29):
R/ dxld'IQw;jhun 1/};2,w26ipF(WI117W2I2)FW11W2 (Il - IQ) =

_ /dI1d3327/1;L1,w1 ( s — ;11(*)2) e’L‘pF(WlIl*u)2I2)le1w2 (5171 _ .172) —

dky  dky ikix —ikox —ikox + - ipp(wiT1—waTa)
- /dzlde (271')3 (27'()36 . (6 e : 1) 1/}161&)11/}162,4*)26 prit e le*‘*’2 (Il - IQ) =

o k1 dks .
:/dxle 1(k1+wipr—k2 2:DF)/ (27‘()3 —(27_{_)31#];7“,11#]@2,“;2'

. /d(l‘l — ) (eikz(wl—wz) _ 1) eiPsz(il—Iz)le)WZ (xl _ x2) —

dk _ N -
= /dkl ﬁé(kl +wipr — ko —wopr)UL L U (F(kfzo, k2 + prwal) — F(QPF))

(6.35)

Nell” ultima uguaglianza abbiamo usato la relazione (6.32); ¢’ evidente dall’ ultima riscrittura della (6.35)
che la definizione di R e di £ in spazio = €’ equivalente a quella gia’ usata nel Capitolo 4 per la discussione
in spazio k (analogamente si puo’ dimostrare che, usando la localizzazione (6.31), si ritrova la corrispondente
definizione usata in spazio k).
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Verifichiamo che la definizione di rinormalizzazione data sopra fornisce il guadagno dimensionale voluto:

dk _ tod -
(6.35) = /dkl( ; 0(k1 +wipp — ko — W2PF)¢1;,W11/’1€2,W2 / thF(tkzo, [tke + prwal|) =
0

dk _
/ by (b + i o = ape)U, o, Ui (6.36)

2m)?
! oF (k) + pp)kl) + t(kd)2 OF
X /0 dt{kgoak (th2.0,p(t)) + o0 Bp ——(tka,0,p(t) )

dovekl = k-wy, kt =k-wq e p(t) = \/(th +pr)? + (tky )2

I1 termine (%) (tk2,0, p(t) ) puo’ essere riscritto, se 9(t) e’ I’ angolo tra wy e tkg +pr, nel modo seguente:
0

OF OF OF
(8_/))19 (tk2707p(t) ) 61(” COSQ?( ) 8kl Slnﬁ( )
_ OF tkh+pp | OF thi (6.37)
~ okl p(t) okt p(t)
I 1
tk; +pr / | i(thot ) tks . (that )
— dyly F y 61 2TW2PF )Y + & dyly F y 61 2TW2PF )Y
o0 ) o0 )

dove abbiamo usato la (6.32) omettendo di riportare la dipendenza (fittizia) di F' da wy,ws.
Inserendo la (6.37) nella (6.36) otteniamo:

6 36 / dt/dkl kl + wipr — ko _W2PF)¢ZF1M¢1;,W2X

6.38)
. k! + k! + t(ki)? 1k + tka (
X /dyf (y)ez(tk2+w2pp)y {k2,oiyo (tky pF,))(tQ) (ks ) 2p br ,'yl\ ; 2ot

Studiamo come prima cosa il contributo del termine ~ k3 oiyo, che e’ il piu’ semplice. Se antitrasformiamo

secondo Fourier i campi 1, otteniamo:
/ dt/dkl dxldx25(k1 + wipr — k2 - prF)¢m1,w1 7“61111/)12 wo x2 o€ zk212 X
g / dy yoF<y>ei<““2+“’2pF>y = (6.39)

dko . . .
/ dt( ) d$1dx21/111 w1 (_8$2,02/]1_2,W2) 61k2(12_11)ewp$1(w1_w2) /dyyoF(y)ez(tkz-i-anpF)y
0

Nell’ ultimo passaggio abbiamo usato la possibilita’ di integrare per parti rispetto a dzs senza inserire nessun
termine di bordo. Perche’ questa operazione sia giustificata e’ necessario pensare che il campo ¢, . sia
contratto con un altro campo. In questo modo il termine di bordo e’ della forma g, (zo — x3)e**2%2 |_OO e
quindi €’ nullo (poiche’ il propagatore g, (z2 — x3) decade all’ infinito piu’ veloce di ogni potenza); notiamo
, L
che se ci troviamo a volume finito il termine di bordo e’ g, (zo — x3)e**2?2 |f . ed e’ ancora nullo poiche’
2
sono supposte condizioni periodiche al bordo.

Eseguendo nella (6.39) 1" integrazione rispetto a ko otteniamo:

1
(0:39) = [ didoadeai, o, (<0 7,.) €77 [ dydlan 21 4ty F )t =
0 (6.40)

1
/ dtdl‘ldy@[}ml i (_8m0¢;1_ty)w2) eipFacl(un7w2)yOF(y)eiw2ppy
0
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Se nella (6.40) pensiamo di eseguire |’ integrazione in dy a x; fissato, possiamo liberamente eseguire il cambio
di (nome di) variabile y — 1 — x2 e troviamo I’ espressione finale:

1
/ dtdzldxﬂ/};,wl (—8m01/);1+t(w2_w1)7w2) eiszl(w17w2)(;1;1 — o) F(x1 — I2)eipFw2(m17I2) (6.41)
0

I termini ~ iyl e ~ iy’ si possono trattare analogamente, a meno della complicazione dovuta ai fattori

tkl + pp (tk) + pp)kl) + t(kt)?
p(t) p(t)

thy (k) + pr)k) + t(kg)?

p(t) p(t)
Possiamo pero’ convenientemente definire degli operatori differenziali “parelleli” e “ortogonali”, nel seguente
modo:

) + i (1) + p)kd + 10k )?

_ o ik _
wkzﬂ—uz - —/d-fzel 2m2DH(t) T2,w2

" o (6.42)
kg (tk) +pe)kd +t(ky)® P
o) () Vg = —/d@e D™ (1) Ysy s

Se usiamo queste definizioni nella (6.38) e ragionando come abbiamo fatto per ricavare la (6.41) troviamo
finalmente:

R/dxld:vzijl — eZpF(wlwl—UJZIZ)thwz (151 — CCQ) =

T2,wW2

1
_ / dtdardwst, o, (o = 22000k, — (01— 22)IDIE) = (@1 = 22) D)) 05 4oy
0

. eiszl(UJI*U-&)F(Il _ zQ)QiPsz(mlfxz) —

(6.43)

1
= / dtdxides ((551 — 29)08s, + (@1 — 22)IDI(#) + (21 — $2)lDl(f)) o o1+t —31 ) o
0

. eippm(m—an)F(wl _ mQ)eipsz(wl—wz)

dove nell” ultima uguaglianza abbiamo usato la possibilita’, discussa sopra, di localizzare in x; piuttosto che
in xo (che, all’ atto pratico, si e’ tradotta nella possibilita’ di integrare per parti 1’ operatore (z1 — x2)00x, +
(x1 — 22)1 0 + (21 — 22) Oyt ).

Per verificare che la definizione data sopra di rinormalizzazione fornisce il giusto guadagno dimensionale
occorre trovare una stima per i propagatori

(6.44)

Dimostriamo al proposito il seguente:

Lemva 6.1 1 propagatori DI(t)gh(x) e DL (t)gl(z), definiti come nella (6.42), soddisfano le sequenti disug-

uaglianze:
Cn

L (72 + (v - w)? o+ (- w2
Chy
L+ [(0")2 + (7% w)? + (v - wh )2

DI (t)gh ()] < 4"y3"
(6.45)
ID-(t)gli ()] < y2"y2"
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Osservazioni.
(1) L’ enunciato del lemma sopra e’ esatto nel limite di volume infinito e temperatura nulla. Per e L finiti
. o sin (0t 5in (0 : sin (0 wt . .
bisogna sostituire ¢ con %, X - w con bm(OLLi‘“xw) e x-wh con bm(g’Li“’xw). Per il resto I’ enunciato e la

dimostrazione del teorema rimangono esattamente gli stessi (confronta questa dimostrazione con quella del
Lemma 4.1 riportata in Appendice A2);

(2) Come ¢’ messo esplicitamente in evidenza dalla scrittura della (6.45), la stima di DIl(t)g"(x) ha un 4" in
piu’ rispetto alla stima del propagatore g” (), mentre la stima di D+ (¢)g"(z) ha un ~2h in piu’ rispetto alla
stima del propagatore g”(x). Questi fattori aggiuntivi sono quelli necessari per ottenere il giusto guadagno
dall’ operazione di rinormalizzazione.

Dimostrazione. Iniziamo a stimare il valore di —(y"x/2Dl(¢)g"(x):

— (v"x)*Dl(t)gl () =

_ipyhxlyz [ GE ik gy (tky + pr)ky + t(kg)? £ [v7*" (kG + ew(k)) [ X5 _

=it/ [ e+ o) P OE— Ciko ool

IR B LR (k) + pr)kd + t(k3)2 £ [v 2 (k2 + eu(K)2)] X (6.46)
= —z/ (27‘_)37 hak”e k (tk2 +pF> p(t)2 —ikg T ew(k) =

AR o ke I (1K) + pr)ky + t(kg)? £ [72" (K3 + ew(K)?)] 1

- / (27_‘_)3'7 he k 81(\\ {(th +pF) p(t)2 = —zkg—l—ew(k)

dove e, (k) = Gkl + % e dove f e x sono le funzioni C*° a supporto compatto che fanno si’ che la
regione di integrazione sia quella definita dal settore w su scala h.

Quando la derivata agisce sull’ espressione tra parentesi graffe si generano molti termini. I termini che,
dimensionalmente, danno il contributo piu’ grande sono quelli in cui la derivata non agisce sui fattori (tkg +
pr) o p(t). Un termine tipico che gode di questa proprieta’ e’ il seguente (in cui entrambe le derivate cadono
sulla funzione f):

[ dk , il 1+ pp )kl ()2
‘—Z/ ’72h61km{(tkg+pﬁ‘)( 2 pF) 2 ( 2) .

(2m)? p(t)?
1 [~ —2h (1.2 €w 2 h I 2
Sy _i(kkoo:ew(i{lj) )] X& {7%2%(1{) <6+ %)} } < (6.47)

3 k 3 -
< ~Bhoh Rk }G(h) } < ~Bhoh
= /d(27r)3 (o, )] < 7#57Ch

Per mettere in evidenza i fattori dimensionali abbiamo usato le proprieta’ di supporto compatto delle funzioni
f e x. Piw’ esattamente la funzione G (ko, k) e’ la seguente:

_ I (7"K) + pr)k) + t(kg)? £ [(K3 + éu(®))] ¥ T ANE
CM (ko k) = (t7"kb + pr) 2 p(t)j 2 e T e () [2ew(k) (6—1—7"5)} (6.48)

dove é,(k) = gkl + % La funzione G (ky,k) ha una debole dipendenza da h, nel senso che,
quando h tende a —oo, G (kg, k) tende ad una funzione adimensionale G(ko, k), ed il limite ¢’ raggiunto
esponenzialmente.

Gli altri termini che si generano quando si fanno agire le due derivate sull’ espressione tra parentesi graffe
nella (6.46) si stimano tutti allo stesso modo. Anzi, quei termini che si generano quando una delle derivate
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(o tutte e due) cadono sui fattori (tkg +pr) o p(t), hanno un 4" (o un v?") in piu’ nella stima. Mettendo
insieme tutti i contributi dei diversi termini otteniamo:

|(7"xI)*Dl(1)gl (2)] < 729" Cy (6.49)
Del tutto analogamente si stimano i contributi di

(+"x1)*VD (1) g3} ()

(v*x*)*VDl(t)gl (x)
(+")*N Dl (t)gl (x)
Si trova che tutti e tre i contributi sono stimati da una formula analoga alla (6.49), ovvero da *y%h*thN'N, per

N qualsiasi (in particolare per N = 0).
Sommando i tre contributi con N generico e quello con N = 0 si trova:

’ [1 + ((vh><”)2 +(vExh)? + (vht)Q) N] DI(t)gh(x)| <3 Cy (6.50)

come volevasi dimostrare.
Con una dimostrazione analoga si ottiene la stima per il propagatore su cui agisce 1’ operatore differenziale
perpendicolare.

Osservazione.

La dimostrazione precedente si puo’ ripetere passo passo nel caso si voglia stimare il modulo di un prop-
agatore su cui agisce piu’ di una derivata covariante (o anche non covariante). Si trova, come ovvio, che
i guadagni dimensionali si accumulano: per ogni operatore differenziale parallelo (come per ogni derivata
rispetto a kg o rispetto a k:”) si ottiene un 4" in piu’ rispetto alla stima del propagatore “nudo”; per ogni
operatore differenziale perpendicolare si ottiene un *y%h in piu’.

Consideriamo adesso I’ oggetto che vogliamo stimare:

é > X / Aa(Pay) W) (7, Payy2(Pag), w(Pay)) (6.51)

TGTh,m {Pyg }

fissati

con

W(h) (7'7 Pv(ﬂx(on)aE(on)) = Z Z Z H ge e—ippwgmg.
T w

{P,} LeT
) L (6.52)
II — (=1 dPr, (t)detGr, (t) [] 7
v non p. f. v v p. f.

dove la somma sulle w in (6.52) va eseguita a priori solo sulle w interne (abbiamo visto in realta’ nel paragrafo
precedente che siamo in grado di eseguire le stime fissando solo uno dei settori esterni).

L’ oggetto che vogliamo stimare e’ il coefficiente di ordine n della funzione beta. E’ facile verificare che, se
nella (6.51) supponiamo che I’ albero 7 sia un albero rinormalizzato “decorato” da un operatore £ che agisce
sul primo vertice non banale che segue la radice, allora effettivamente la norma (6.51) e’ una stima per il
coefficiente di ordine n della funzione beta. Come tutti gli alberi rinormalizzati i punti finali di 7 possono
rappresentare, rispettivamente, ao, (o, [ dzAo(z) 0 ¥"v),. Come gia’ osservato dopo la (6.4), la norma (6.52)
fornisce una stima per il coefficiente di ordine n della funzione beta; piu’ precisamente per la sua componente
corrispondente al contributo selezionato dalla scelta del numero e del tipo di linee esterne.

Iniziamo a scrivere per esteso tutto I’ integrale a cui siamo interessati. Dicendo “per esteso” intendiamo
dire che non eseguiamo ancora nessuna operazione di interpolazione sui propagatori (ossia non usiamo la
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scrittura ricavata nel paragrafo precedente per ottenere i fattori della forma (z; — x2)0;, —4,); piuttosto
usiamo semplicemente la definizione dell’ operazione R:

R/ dordeatf o, Vi, €T Ey, 0y (01 — 1) =
(6.53)
B /dxldx2¢;r1,w1 (1/};2,w2 - 7/1;1@2) elPF(W1117W2z2)Fw1M2 (Il - IQ)

e quindi scriviamo tutti gli effetti delle operazioni di rinormalizzazione come differenze tra propagatori.
Notiamo, poiche’ sara’ utile tra poco, che il secondo membro della (6.53) si puo’ riscrivere nel seguente
modo:

(6.53) /dxldx2w;r1,w1 ;27w2eipF(w1$1*w2I2)le7w2 (z1 — xz)_

T1,wW1

- /dxldxﬂ/}jL 1/};1,wzeiszl(WI7W2)eipFW2(zlix2)Fw11w2 (Il - I2) =

/dxld‘T?w;l,wl ;2,w26ipF(wlml_w2m2) (le,wz (‘rl - 1‘2) - 6(‘T1 - w2) /dyeipszythwz (y)>
(6.54)

Iniziamo a sostituire negli ammassi rinormalizzati piu’ esterni (ossia in quelli contenuti solo in vy oppure,
se non ce ne sono, nei primi che si incontrano risalendo 1’ albero 7) le espressioni sotto forma di sottrazioni
con quelle interpolate (ossia sotto forma di derivate calcolate in un punto intermedio).

Facciamo sempre in modo che il propagatore uscente dall’ ammasso rinormalizzato su cui cade la derivata
appartenga all’ albero ancorato T'.

La derivata che agisce sul propagatore esterno all’ ammasso fornisce un guadagno dimensionale y* (hy >
hy, ), come risulta dal lemma del precedente paragrafo.

Lo “zero” (x1 — x2) puo’ essere spezzato in una somma del tipo:

(w1 —22) =Y (i — 2ip1) (6.55)

%

dove i segmenti (z; — x;41) appartengono tutti alla porzione dell’ albero ancorato T contenuto nell’ ammasso
che stiamo considerando (diciamo che sia v1). Per “zero” intendiamo un oggetto che, se integrato, puo’
essere stimato dimensionalmente con un fattore v, con h < 0 e d > 0.

Dalla riscrittura (6.54) del valore dell’” ammasso rinormalizzato, vediamo subito che se uno zero cade su
un ammasso a due gambe rinormalizzato v contenuto in vy, il controtermine dovuto alla rinormalizzazione
(proporzionale a 6(z; — x;)) si annulla identicamente. Quindi uno zero prodotto da una rinormalizzazione
esterna che cade su un ammasso rinormalizzato piu’ interno cancella la rinormalizzazione interna.

Prima o poi ogni zero (z; — x;+1) va a finire su un propagatore dell’ albero ancorato T e, per quanto detto,
ci puo’ essere al massimo uno zero associato ad ogni propagatore (ovvero e’ impossibile che si accumulino
molti zeri su uno stesso propagatore).

Quando, dopo aver stimato i determinanti dello sviluppo delle aspettazioni troncate, eseguiremo 1’ inte-
grazione sugli argomenti dei propagatori dell’ albero T, otterremo da ogni zero (z; — z;41) una perdita "2,
per qualche hg > hj.

Vediamo allora che globalmente una operazione di rinormalizzazione fornisce un guadagno dimensionale
M =h2. e riscriviamo ho — b1 come una somma telescopica di differenze tra frequenze “contigue”, vediamo
che ogni ammasso a due gambe rinormalizzato riceve il desiderato fattore yv=hv’

Supponiamo ora di assegnare i propagatori su cui si fanno cadere gli zeri prodotti nelle rinormalizzazioni
degli ammassi piu’ esterni. Come gia’ discusso per le stime n!, il numero delle possibili scelte che si possono
fare e’ stimato da C™, dove n e’ I’ ordine dell’ albero 7 che stiamo considerando.
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Iniziamo a stimare il contributo corrispondente ad ognuna di queste scelte (eseguiamo le stime senza troppi
dettagli, poiche’ abbiamo gia’ fatto la discussione in tutti i dettagli nei paragrafi precedenti).
Il prodotto dei moduli dei determinanti ci da’ un fattore

6.49 [T A eetegst (6.56)
v non p. f.
dove abbiamo usato la stima sui propagatori
Cn

6.50 g (x)| < 2" - (6.57)
L (Mt + 7wl + ¥ e wh)
Stimando i propagatori dell’ albero T' ed eseguendo 1’ integrale sulle coordinate otteniamo
6.51 H y (ho=hyr) H V%hv(%—l)y—%hv(sv—l)éfv’1 (6.58)

vEvy | n§=2 v non p. f.

dove la prima produttoria e’ dovuta alle operazioni di rinormalizzazione, come spiegato sopra (abbiamo
cioe’ tenuto conto delle derivate e degli zeri associati ai propagatori dell” albero T'). Per ottenere la (6.58)
abbiamo usato 1" ipotesi, cruciale, che su ogni propagatore dell’ albero T' agiscano al piu’ due derivate (o
operatori differenziali). Se infatti fosse possibile che si accumulassero m derivate (con m = O(n)) su un dato
propagatore, dalla stima di [0™g"(z)| otterremmo, rispetto alla solita stima, un indesiderato fattore m!®
(> 1) in piu’, a causa del fatto che si sono scelti dei propagatori non analitici (vedi §5.2).

Il motivo per cui possiamo fare in modo che su ogni propagatore agiscano al piu’ due derivate e’ che
abbiamo la liberta’ di scegliere su quale punto localizzare i campi uscenti da un ammasso v su cui R agisce
in modo non banale. In altre parole possiamo decidere su quale dei due propagatori uscenti da v far cadere
la derivata prodotta da R. In particolare possiamo decidere di far agire le derivate sempre su propagatori
interamente contenuti nell’ ammasso v’, dove v’ €’ il primo ammasso che contiene I’ ammasso v. Con questa
scelta e’ immediato verificare che su ogni propagatore dell” albero T' possono cadere al massimo due derivate
(chiaramente bisogna usare il fatto che stiamo rinormalizzando soltanto gli ammassi a due gambe esterne).

La somma sulle w da’ un fattore

e _ e _
ng ng—1

> x(4<ng <10)+ 2 x(n:i>10))

6.52 O"y—h%mﬁwo H y(hu_hv/)(_%m4’v+

v non p. f.

(6.59)
vedi anche (6.20).

Collezionando insieme tutti i fattori otteniamo:

6.53 Cnen Z Z Z Z ")/h H ,-Y(hv_hv,) |:(1_HTU)X(4§"§S10)+(2_%)X("5>10)+"iv (660)

T€Th,n {Puvg } {P,} T v non p. f.

—o ne  —
™0,vg =2 1,00 =0

dove abbiamo supposto che il flusso di v, rimanga limitato. Notiamo che il fattore globale " viene assorbito
dalla definizione di vy,.

Ripetendo la discussione del paragrafo §5.3 possiamo stimare anche le somme su P, e sugli alberi. In
definitiva otteniamo il risultato riassunto nel seguente Teorema.

TroreMA 6.3 Consideriamo la sequente quantita’:

DD

E E ge e WPFWeTe,
T w

T€Thn  {Pu) {P,} LeT
6.54 0,00~ " 0g " (6.61)
1
II ;(—1)5”“/dPTU(t)detGTv(t) II =

v non p. f. ’ v p. f.
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nel caso in cui o = % La grandezza in (6.61) e’ una stima del coefficiente di ordine n della funzione beta.

Supponiamo che B sia finito e che il flusso di vy, = 0 sia limitato, ossia che

sup mac{|val, laol, 6o, Mol} < & (6.62)
he
hg<h<0
per qualche costante €.
Allora la quantita’ in (6.61) e’ stimata da:

Ce™ (log B)" (6.63)
per qualche costante C.

Osservazione.

Il Teorema 6.3 implica che, se Celog 8 < 1, la funzione beta per la costante corrente vy, e’ analitica (ossia la
serie che la definisce ¢’ sommabile). La condizione precedente si puo’ invertire nel seguente modo:

T > Cye o= (6.64)

dove T €’ la temperatura assoluta e C'; €’ una costante dell’ ordine di una energia tipica del problema iniziale
(ad es. I’ energia di Fermi) diviso la costante di Boltzmann. Se prendiamo !’ energia di Fermi ~ lev (che
e’ un valore tipico dell’ energia di Fermi per un materiale metallico) si ottiene che C; ~ 3000K. Quindi,
a meno di non riuscire a stimare in modo efficiente C' (cosa che nelle discussioni precedenti non ci siamo
affatto preoccupati di fare) si ottiene una sovrastima altissima della temperatura al di sopra della quale ci
si aspetta fisicamente che il sistema sia stabile (che €’ la temperatura Trecg < 200K)).

Nonostante questo la (6.64) ha proprio I’ andamento aspettato della temperatura critica BCS. Il problema
diventa allora quello di ottimizzare la costante C. Sicuramente con la tecnica da noi usata non si puo’ riuscire
ad ottenere una costante C fisicamente soddisfacente. La speranza sarebbe quella di riuscire a rinormalizzare
anche gli ammassi a quattro gambe esterne. In questo modo la temperatura critica sarebbe stabilita non
da una condizione sul raggio di convergenza della serie generata dai termini (6.63), bensi’ dalla condizione
che il flusso di A\ rimanga limitato fino ad hg. Ragionando in modo euristico, possiamo ipotizzare che I’
evoluzione di Aj, sia controllata dalla funzione beta troncata al second’ ordine (il che e’ ragionevole se la
funzione beta e’ analitica); in piu’ possiamo congetturare [BG1] che almeno qualitativamente il flusso delle
diverse armoniche sferiche di A, (che, va ricordato, €’ una funzione di w — 1,...,w4) sia disaccoppiato. In
questo caso il flusso di Aj, sarebbe dato (qualitativamente) da:

2
A = — AN (6.65)
dove I’ indice s e’ I’ indice di armonica sferica, e A e’ una costante il cui ordine di grandezza e’ lo stesso del
valore dei grafici per la funzione beta al secondo ordine. Vedi Fig. 15.
Iterando la (6.65) e trascurando sistematicamente gli ordini superiori al secondo si trova:

(6.66)

Se la costante A ¢’ > 0 (come accade nel caso in cui lo stato fondamentale del sistema non sia un liquido
normale di Fermi) il flusso di Ap, per AXg|h| ~ 1, esce dalla regione in cui la funzione beta e’ perturba-
tivamente ben definita. Ci si aspetta allora di poter controllare il flusso di Aj fino ad una scala hg tale
che AXo|hg| ~ 1. Questa scelta corrisponde ad una temperatura critica della forma (6.64), in cui pero’ la
costante C' che accompagna ¢ ad esponente e’ dell’ ordine dei valori dei grafici di Fig. 15.
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Fic. 15. I quattro possibili grafici la cui somma fornisce il coefficiente di ordine 2 della
componente della funzione beta che controlla il flusso di A,. La costante A contenuta

nella (6.65) e’ dello stesso ordine di grandezza del valore di uno di questi grafici.

6.3.Flusso di v,

Per dare senso al Teorema 6.3 dimostrato nel precedente paragrafo occorre controllare 1’ ipotesi (6.62)
secondo cui il flusso di vy, rimane limitato, almeno per qualche scelta speciale del dato iniziale vy.

In questo paragrafo seguiremo essenzialmente la discussione del capitolo 4 di [BM].

Scriviamo ricorsivamente 1’ equazione per vy, estraendo esplicitamente i termini del primo ordine:

Vv =" g + e O 4 AR Z Z ny (1) (6.67)

n=271€Ty n

Nella (6.67) 1 €’ un numero che maggiora le costanti di accoppiamento g, Vg e |Ag|.
Il termine di primo ordine v"e;C'") ¢’ dovuto ai due grafici con un punto finale di tipo X. Piu’ esplicitamente
si ha:

e, o = /dx (Ax)g"(0) + g"(x)A(x)ePr ") (6.68)

dove €’ facile verificare che, per I’ invarianza per rotazioni della teoria, 1’ integrale non dipende dalla direzione
di w. Inoltre la costante C'") ha una debole dipendenza da h, nel senso che tende, per h — —oo, ad una
costante finita indipendente da h, ed il limite e’ raggiunto esponenzialmente.

I termini ny, sono i contributi di ordine superiore al primo. Dalla discussione del paragrafo precedente segue
che, se supys;, max{|vy],|al,| [ dxA(x)|} < €q, e se 3 ¢’ finito, per gy abbastanza piccolo, vale la seguente
stima per la somma dei termini di ordine superiore:

> ()| < e (6.69)
TETh,n
Anzi, ¢’ immediato verificare che vale anche la seguente stima:

Z nh(T) SCQE()El (670)

T€Th,n
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Il motivo per cui vale la stima (6.70) e’ che nel grafico a due gambe esterne che definisce I’ espressione di
vy, deve comparire almeno un vertice finale A\. In caso contrario infatti il grafico in questione sarebbe una
catena lineare di propagatori che connettono vertici di tipo vp41 o di tipo «, il cui valore sarebbe dato da
un’ espressione che, nel caso piu’ semplice, e’ del seguente tipo:

ni+ns—1
[awvtes o)™ o I [ duglw) (6.71)
=1

11 valore dell’ integrale (6.71) corrisponde ad un grafico in cui gli n1 + ne punti finali sono tutti contenuti
solo nell” ammasso vy e non in alcun ammasso piu’ piccolo; in questo caso semplice i propagatori g% (y)
hanno tutti la stessa frequenza e non bisogna fare nessuna operazione di rinormalizzazione. Comunque la
caratteristica che a noi interessa dell’” integrale nella (6.71) ¢’ che tutti le integrazioni interne si fattorizzano;
ognuno degli integrali [ dygl(y) e uguale semplicemente alla trasformata di Fourier di g/ calcolata in k = 0,
ossia, grazie alle proprieta’ di supporto compatto di gf(k% e’ uguale a zero.

Una volta scritta ’equazione che controlla I’ evoluzione di v, possiamo passare a dimostrare il risultato
principale, nella forma chiarita dal seguente Lemma 6.2.

LeMMA 6.2Supponiamo che:
[Ao| <e1<eo (6.72)

e che
max{|aol, [o[} < €0 (6.73)

dove € ed €1 vanno scelti nel corso della dimostrazione del Lemma. Supponiamo che 3 sia finito e che hg

sta la scala piu’ bassa per cui il propagatore gfuhﬂ) e’ diverso da zero. Allora e’ possibile scegliere vy in modo

tale che
|vp] <eo, hg<h<h<0 (6.74)

Dimostrazione. Consideriamo I’ equazione (6.67) nella forma:

Vp = YVh41 + bht1 + Thet (6.75)

dove by, = e:C™M e rp, € il contributo dei termini di ordine > 2. Se supponiamo che v < eo, hg < h<h<0
abbiamo gia’ visto che |ry| < cagper.
Se iteriamo la (6.75) otteniamo

||
v =" |vo + Z Y btk + Thk) (6.76)
k=1

dove by, + 1, = B} €’ pensata come funzione di v, ..., V.
Se poniamo nella (6.76) h = h per qualche hg < h < 0 ed invertiamo I’ equazione otteniamo

0
vo=7"vy— Y A" (b + ) (6.77)
k=h+1

Risostituendo la (6.77) nella (6.76) troviamo

vp = My 4k Z YEIBY (U, ... 0) (6.78)
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Adesso possiamo osservare che la sequenza v, h < h < 0 che risolve I’ equazione di evoluzione (6.75)
si puo’ ottenere come limite della sequenza V,(In) parametrizzata da v; e definita ricorsivamente nel modo

seguente:

(0) -0
3 3 . (6.79)
V(W) = ymhhy, o h Z A1y ( “,Vén))
k=h+1
Supporremo che vj, appartenga a qualche intervallo J () [-Ce1,Ceq], dove C €’ definita tra poco.
Possiamo mostrare induttivamente che, se €1 €’ abbastanza piccolo,
_ Cer\"
_max |V,S") - V}(Ln 1)| < <7—Z€1) (6.80)
h<h<0 v—1

dove la costante C' che compare nella (6.80) e’ tale che |3}/| < Ceieq (ed €’ la stessa dell” intervallo [—Ceq, Ceq]
considerato sopra).

La (6.80) €’ vera per n = 0, poiche’ 1/,(10) =0, |BY| < Cey, |vz| < Cey eyt ZZ:EH Rl < ﬁ

Se poi si suppone vera per n < 0, la proprieta’ (6.80) per n — 1 segue banalmente dal fatto che

8 (Do) (A, ) (651)

puo’ essere scritto come una somma di termini che sono gli stessi della somma che definisce
-1 -1 . . . . . -1 -
BL (V,(C" ), ey V(()n )), con 1" unica differenza che ad ogni costante di accoppiamento V,(:,l ) va sostituita

la differenza 1/,(:,171) - 1/,(;,172).

n
Da questa osservazione segue che la (6.81) puo’ essere stimata con Cey (chll) .

Dalla proprieta’ (6.80) segue anche che

. 0o Ce n B
<y (7—_1) =Ce (6.82)

v

e quindi, se €1 €’ scelto abbastanza piccolo, tenendo presente che la soluzione dell’ equazione (6.82) e’ unica,
segue la tesi.m

In aggiunta al risultato espresso dal Lemma 6.2, si puo’ ottenere un risultato piu’ preciso, si puo’ cioe’
determinare qual e’ la liberta’ che abbiamo nella scelta del dato iniziale vg affinche’ tutto il flusso fino a vy,
rimanga limitato da €g. Al proposito dimostriamo il seguente Lemma 6.3.

LeMMA 6.3Supponiamo che:

|/\0| S €1 S €0 (683)

e che
max{|aol, [o[} < €0 (6.84)

dove gy ed £1 vanno scelti nel corso della dimostrazione del Lemma. Supponiamo che (3 sia finito e che hg sia
la scala piu’ bassa per cui il propagatore gfu ) ¢ diverso da zero. Allora, se gg e’ scelto abbastanza piccolo,
esistono delle costanti c1, ¥' e una famiglia di intervalli I, hg < h <0 tali che 1 <~ <, IM™ c 1(h+D),
I < cre1 (7)" €, se v € I,

lvn| < €0, hg<h<h<0 (6.85)

Osservazione.
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Il Lemma 6.3 fornisce una stima sull’ ampiezza dell’ intervallo in cui possiamo fissare il dato iniziale vg
affinche’ il flusso v}, rimanga limitato fino a scala h. Vediamo che questa ampiezza e’ esponenzialmente
piccola in h. Questo vuol dire, in particolare, che, se fosse possibile eseguire il limite n — —o0o, in questo
limite la scelta dello vy appropriato sarebbe unica. Queste proprieta’ suggeriscono che 1’ evoluzione di vy,
sia essenzialmente quella di un sistema dinamico iperbolico: esiste una direzione stabile ed una instabile; la
direzione stabile e’ selezionata da una appropriata scelta del dato iniziale; 1’ allontanamento dalla superficie
su cui il moto ¢’ stabile avviene, quando il dato iniziale ¢’ “un po’ ” sbagliato, esponenzialmente veloce.

Dimostrazione. Supponiamo che, per hg < h <0, || < . Consideriamo 1’ equazione (6.67) nella forma
(6.75).

Fissiamo una costante positiva ¢, consideriamo gli intervalli

)

b b
Jh = |:_"y——h1 — ce1, —7% + 051] (6.86)

e supponiamo che esista un intervallo I () tale che, quando vy spazza I (E), allora vy, spazza 1’ intervallo

J"+D - Chiamiamo J™ 1 intervallo spazzato da v;,_; quando vy spazza |’ intervallo I,
L’ equazione (6.75) puo’ essere scritta nella forma

br, by
; = ; — 6.87
uh_1+7_1 7<l/h+7_1>+rh (6.87)

Quindi otteniamo

524
min |24 — | =
h—1 y

V()EI(;’) -1
= min |v; + bE—Jrl + min |r; + 0 (bﬁ _ b?z+1) < (6.88)
vy eJ(h+1) v—1 oI ™) v—1 -

IN

—7YceL + C260€1 + C3Y €L

per qualche costante c3. Per ottenere la (6.88) abbiamo usato il fatto che le costanti C®) contenute in by,
convergono esponenzialmente ad una costante finita.
Analogamente si trova che

b, _
max [Vh—l + —h} < vyeey — cagper — gy eq (6.89)
vo€I(h) v-1

Otteniamo quindi che, se ¢ €’ scelta abbastanza grossa, J (M) ¢’ strettamente contenuta in J™).

Dalla dimostrazione del precedente Lemma 6.2 abbiamo visto che, se v, € [-Ceq, Ceq], ad ogni vy, cor-
risponde una determinata sequenza v, h < h < 0. Quindi se scegliamo la C del precedente Lemma
abbastanza grossa (in modo che J™ c [—~Cey, Cey]) otteniamo che ad ogni v;_, € J™ corrisponde un ben
determinato vy € I,

Una diretta conseguenza dell’ ultima osservazione e’ che esiste un intervallo I (h=1) < (M) tale che, quando
vy spazza I (Efl), allora vy_, spazza J (r) (abbiamo usato la continuita’ del flusso generato dall’ equazione
(6.67))

Al passo 0 1’ ipotesi induttiva e’ valida con I(©) = J) ed ¢, abbastanza piccola.

Abbiamo quindi dimostrato che esiste una successione di intervalli I (h), hg < h < 0 contenuti I’ uno nell’
altro tali che, se vy € I(B),

lvn| <eo, hg<h<h<0
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Per completare la dimostrazione del Lemma 6.3, rimane da stimare la grandezza degli intervalli 1 (),
Consideriamo le sequenze vy, v}, h < h < 0 generate da due dati iniziali vy, v,el (barh)
Dalla (6.75) segue che

vp— v =1 (Vh+1 — I/;/H_l) + (Th+1 — T;H_l) (6.90)

dove 7}, €’ il termine di ordine superiore della funzione beta calcolata sulla sequenza v;,.

Osserviamo adesso che la differenza 7441 — 7, €’ data da una somma di termini corrispondenti a grafici
a due gambe esterne con almeno un vertice finale di tipo A e almeno un vertice finale di tipo v; la costante
di accoppiamento associata ad un vertice v adesso bisogna pensare che sia vy, — v}, invece che vj.

Se vk — vp| < |vn — v} k > h allora

[Vh—1 — v}

lvp — ] < + Cerlvp — v (6.91)

D’ altra parte, per h = 0, I’ osservazione precedente implica che, se £; €’ abbastanza piccola, vy — V)| <
lv_1 — v 4|. Quindi, ragionando ancora per induzione, troviamo che

vk — v <l|vn —vpl k> h (6.92)
ed inoltre che, dato un qualsiasi v’ tale che 1 < +' <+, se €1 € scelto abbastanza piccolo:
vo = vl < 7“7y — ] (6.93)

Dato che, per definizione, quando v spazza 1’ intervallo I (h) vy, spazza 1" intervallo J (EH), che e’ di ampiezza

2ce1, allora I’ ampiezza di I ¢’ limitata da 20617’@_1).!
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7. La funzione di Schwinger a due punti. Commenti e risultati.

7.1.La funzione di Schwinger a due punti.

Dopo aver discusso I’ esistenza, in senso non perturbativo, della funzione beta a temperatura finita, rimane
da discutere 1’ esistenza e il comportamento asintotico delle funzioni di correlazione, che sono I’ oggetto fisico
a cui, sin dall’ inizio, siamo interessati.

Quando avevamo introdotto la nozione di potenziale efficace avevamo sottolineato che ¢’ €’ una facile
relazione che lo lega al funzionale generatore delle funzioni di Schwinger (ed anzi era stato questo il motivo
per cui avevamo deciso di studiare il potenziale efficace piuttosto che direttamente le funzioni di Schwinger).

Da questa relazione e’ possibile ricavare, una volta noto il contributo dei grafici a 2n gambe esterne al
potenziale efficace, la funzione di Schwinger a 2n punti. Ad esempio la relazione tra la funzione di Schwinger
a due punti ed il potenziale efficace a due gambe esterne €’ la seguente:

S(k) = g(k) + g(k)Va(k)g(k) (7.1)

La (7.1) ha senso in una teoria perturbativa “ingenua”, in cui non sia stato introdotta la decomposizione
in scale.

Nel nostro caso, poiche’ abbiamo introdotto la decomposizione in scale e stimato, nel precedente Capitolo,
la parte rilevante del potenziale efficace su scala h, vogliamo stabilire se esiste una relazione analoga alla
(7.1) che leghi la funzione di correlazione a due punti su scala h, S"(k), con il potenziale efficace su scala
h a due gambe esterne, VQ(Sh)(k).

Purtroppo il legame tra i due oggetti non e’ cosi’ banale come quello stabilito dalla (7.1). La difficolta’ e’
dovuta al fatto che Vz(gh)(k) fornisce tutti i contributi in cui la scala delle due gambe esterne e’ minore o
uguale alla scala dei propagatori del grafico. In generale invece i contributi a S (Sh)(k) sono tali che le gambe
esterne hanno una scala qualsiasi minore o uguale ad h.

E’ necessario allora considerare uno sviluppo in alberi leggermente modificato rispetto a quello che abbiamo
studiato per i potenziali efficaci ed eseguire poi sui termini dello sviluppo una stima analoga a quella studiata
nei capitoli precedenti.

Decidiamo di studiare esplicitamente solo la stima della funzione di Schwinger a due punti, che e’ la piu’
semplice da trattare.

Passiamo dunque ad introdurre lo sviluppo necessario alla stima della funzione di correlazione a due punti.
Se (bwi, qﬁ sono variabili grassmaniane e definiamo il funzionale S(¢) nel seguente modo:

S(@) E/P(dwefm(wwfdz[ﬁw;wm;] (7.2)

¢’ immediato verificare che 52
Sx—y) = —8 7.3
@)= SO (73)

L’ idea adesso e’ quella di usare per 9 lo stesso sviluppo in multiscale usato nel resto del lavoro e per S(¢)
lo stesso sviluppo in alberi usato per i potenziali efficaci.
Scriviamo allora:

0
b= Y p® (74)

h=—00
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dove la somma si interrompe a 0 perche’, come al solito, trascuriamo la componente ultravioletta del campo.
Consideriamo per chiarezza il primo passo di integrazione, sulla scala h = 0:

. 65(—1)((;5711)(5—1)) - /P(dw(o))e,HI(w(S71)+¢(U))+fdx[#/,i(§71)¢;+,¢,m+ (0)¢;+¢Iw;(ﬁfl)+¢Iw; (0)] (75)

oppure, usando le aspettazioni troncate:

S =Y et (—wa@—” ) [ do[ud S 6; 4 gtur S0 4 g 4 4ol n) -
n=0

= X ;ST(—W“M-), / da v 5V + oruy 7

nilnglnglng!
ni+nz+nz+nis=n 1+1v2:183 10

/dxd)m_v d.IQb:';TLl,TLQ,TLg,TLzl)

7.6 (7.6)
Tenendo conto della definizione del potenziale efficace V(—1) (@[1(5_1)) e del fatto che ogni aspettazione tron-
cata corrisponde ad una somma di grafici connessi (rispetto al campo integrato, ossia, in questo caso, connessi
dai propagatori su scala h = 0) si ottiene che la (7.6) si puo’ riscrivere nella seguente forma:

(7.6) = =V V(=) + /d:c [ S5 + 63wy SV)

1 — _
+ Z nl! |8T (_HI(¢(< 2 + ')a /d.’II ! (bzv dx¢;r-;n1,n2,n3>

’ng!ng.

7.7 (7.7)

np nz m3
no+ng>0

A parte il termine [dz [¢;(§—1)¢); + of e (S_l)}, tutto il secondo membro della (7.7) puo’ essere rapp-
resentato come una somma su alberi. Come al solito ogni vertice dell’ albero rappresenta un’ operazione di
aspettazione troncata; gli alberi corrispondenti alla (7.7) sono quelli con un solo vertice non banale da cui
si dipartono n rami, ny dei quali terminano con un vertice di tipo v, @ o A, mentre ny terminano con un
vertice di tipo ¢~ ed ng con un vertice di tipo ¢*; un possibile albero di questo tipo (con n; =2, ny =2 e
ng = 1) €’ quello in Fig. 16.

(67

v

F1G. 16. Un possibile albero dell’ espansione di $(~) (¢,4(=~1). Bisogna pensare che
alla radice dell’ albero sia assegnato un indice di scala h=—1, che al vertice non banale

sia assegnato un indice h=0 e che ai punti finali sia assegnato un indice h=1.

Di tutti gli alberi dello sviluppo di S~ (¢, 9(S=1), gli unici che contribuiscono alla funzione di Schwinger
a due punti sono quelli che hanno uno e un solo vertice di tipo ¢ ed uno e un solo vertice di tipo ¢~.

L’ espansione descritta sopra si puo’ facilmente iterare per ottenere uno sviluppo in alberi del funzionale
S (¢, ¢(§h))_ In particolare la somma dei termini che contribuiscono alla funzione di correlazione a due
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punti, SQ(h), corrisponde alla somma sugli alberi che hanno uno e un solo vertice di tipo ¢ ed uno e un solo
vertice di tipo ¢~.

I grafici corrispondenti a questi alberi devono avere due gambe esterne e le gambe esterne devono essere
proprio i due campi ¢t e ¢~

L’ albero di ordine piu’ basso possibile e’ quello descritto in Fig. 17.

Fic. 17. L’ albero dello sviluppo di 3(76)((2571/,676)) di ordine piu’ basso possibile.

In Fig. 17 abbiamo stabilito di chiamare h la frequenza corrispondente al primo ammasso che contiene sia
vy che vy, dove v, e v, sono i due vertici di tipo ¢1 e ¢~ localizzati nei punti x ed y; continueremo ad usare
nel seguito la stessa convenzione.

Possiamo definire le operazioni di rinormalizzazione sui valori di questi alberi esattamente nello stesso modo
in cui abbiamo definito le operazioni di rinormalizzazione sui grafici dello sviluppo dei potenziali efficaci.

Possiamo anche eseguire le stime discusse nei capitoli precedenti in modo analogo, anche se non esattamente

uguale. Mettiamo in evidenza le principali differenze tra quel caso e quello che vogliamo discutere adesso.
(a) I vertici v, e vy si comportano, a tutti gli effetti, come due vertici di tipo v, con I’ unica differenza che
il valore della costante di accoppiamento associata e’ 1, invece che y"v,.
(b) Non bisogna integrare sulle coordinate di tutti i vertici, ma solo su quelle dei vertici diversi da vy € v.
(c) Alle linee esterne non e’ associato nessun indice w. Possiamo pero’, allo scopo di riportarci ad un caso
gia’ trattato, assegnare alle linee esterne di tipo ¢ uscenti dai punti = ed y un indice w che sia per definizione
lo stesso delle linee 1) uscenti da x e y, con scala h = k. In questo modo possiamo associare ai vertici z ed
y due funzioni x,, € Xv, che facciano rispettare il vincolo tra gli w delle linee uscenti dal rispettivo vertice.
Dovremo poi sommare su tutte le scelte degli w esterni.

L’ osservazione (a) ha come unica conseguenza il fatto che nelle stime compare un fattore v =" oy € in

piu’ rispetto alla stima del potenziale efficace a due gambe esterne.

v 77

Dall’ osservazione (b) segue che 1’ integrazione sulle coordinate ha un effetto diverso da quello che aveva
nel caso del potenziale efficace a due gambe esterne. In quel caso infatti I’ integrale sui propagatori dell’
albero ancorato si fattorizzava e si otteneva semplicemente 3L% IL non o f Al (sv=1) 5o =1  Nel nostro caso
invece, una volta eseguita 1’ integrazione sulle coordinate libere del grafico, rimane un oggetto che dipende
da x e y.

Per ottenere una stima della funzione di x e y che rimane come risultato dell’ integrazione usiamo il
seguente Lemma.

LemMma 7.1 Consideriamo il sequente integrale:

/d3$1 o Bag|glo (@ — a1)| g0 (w1 — 22)] - g (ke — ) (7.8)
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dove tutte le frequenze ho,...,hy sono minori o uguali a 0. Se h = min{ho,...,hi} la (7.8) puo’ essere

stimata da
GER
KNONCF————— H 2" (7.9)
(Ve —yl)" ;=

dove C'y e’ una costante indipendente da k e C' e’ una costante indipendente da N e k.

Osservazione.

(1) I Lemma 7.1 ci dice che, selezionando un albero ancorato che connette = con y ed integrando i propagatori
di quest’ albero rispetto alle coordinate libere, otteniamo una funzione di = e y che decade all’ infinito piu’
veloce di ogni potenza di z — v, su scala h.

(2) I fattori dimensionali che si ottengono sono i soliti, con una sola differenza: si ottiene un fattore ﬂLd*y_%B
in meno rispetto all’ usuale conteggio di potenze, e questo naturalmente e’ dovuto al fatto che non bisogna
integrare sulle coordinate x ed y.

Dimostrazione. Moltiplichiamo e dividiamo la (7.8) per |z — y|". Stimando il modulo della somma con la
somma dei moduli troviamo:

1 N
(7.8) < m/dgﬂfl- darlgS) (z = 21)[l98 (@1 — w2)[ - 95 (@n = y)| (J& = 21| + -+ + |2 — y])
(7.10)
Ora si ha
(|l — 21|+ +ax —y)Y <k (jz — 2|V + - + o — y|V) (7.11)
Infatti, se @ = max{|z — 21}, -, |zx — y|},
|v =21 [N+ g —yV T e '
da cui segue la (7.11). Quindi
(7.10) T Z/d%l Paglgl) (@ —w1)| - |ri =z [N g0 (@i — i) g0 (e —y)| (7.13)

dove abbiamo scelto 2o = . Vogliamo adesso usare nella (7.13) la stima (6.57), scegliendo N = 3 per tutti
i propagatori diversi dall’ i-esimo. Otteniamo che la (7.13) e’ stimata da:

k 3 3. 3
LZ/del & gaile’ Ol — el 7E"Cy
- - .
|z —y|N L+ (v |2 — 20| ho,wo) 1+ (Yhile; — mig1]) L+ (7" |2k = yllny o)
(7.14)
dove abbiamo definito: )
2 2 2 h
("llalln)’ = (7'20)" + (7"aw)” + (1 aw) (7.15)

. w; con M x; —x;41|. Eseguendo nella (7.14)

e dove abbiamo minorato v"i||x Ti—Tit1|o.w, = Y
tutte le integrazioni, con tutti i necessari cambi di variabile, troviamo:

kN k k
i=0 =
Per N > 3 possiamo maggiorare v~V 7%’” con 'y_iI 75) E allora finalmente:
~8h LI
(7.16) < kNCyOF ——— H 3h (7.17)

(v = yl)
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che e’ la relazione voluta.m

Una volta integrati via i propagatori dell” albero ancorato che connette x con y (e dopo aver quindi ottenuto i
fattori della forma (7.9)), possiamo eseguire |’ integrazione sui propagatori dell” albero ancorato T’ che ancora
sono avanzati. Questa integrazione fornisce semplicemente, una volta estratti i soliti fattori dimensionali, un
C per ognuno dei propagatori dell’ albero ancorato che non si trovano sul percorso che connette x con y.

Infine, I’ osservazione (c) implica che il conteggio sui settori fornisce, risultato del paragrafo §6.1, un fattore
7_% in piu’, dato che questa volta, essendo necessario sommare su tutti gli w esterni, dobbiamo eseguire
la somma anche sull’ indice di settore della linea esterna che, nella discussione del paragrafo §6.1, avevamo
stabilito di fissare.

In definitiva la stima che otteniamo sul contributo a S(z —y) — So(z —y) che viene dagli alberi a k, h, h,, h,,
fissati e con n punti finali (diversi dai vertici ¢T) e’ la seguente:

] L 1
iy ety CynN Cme (log )" (7.18)

L+ (yh|z —y|)"

dove abbiamo minorato ||z — y||; con ||z — y|lo = |z — y| (il che e’ possibile semplicemente perche’ h < 0).
Rispetto alla stima analoga sul coefficiente della funzione beta riportata nel Capitolo 6, abbiamo aggiunto
i fattori C’NnNW_hm_hngﬁv_g, il cui significato e’ stato spiegato nei punti (a), (b) e (c) riportati sopra;
inoltre la costante ¢ maggiora le costanti di accoppiamento ay, (o, Ao € v, hg < h <0 (si puo’ dimostrare
in modo analogo a come discusso nel paragrafo §6.3 che il flusso di v, €’ limitato).

Notiamo che la frequenza h deve essere compresa tra hs e 0, la frequenza k tra hg e h, mentre le frequenze
h; ed hy, tra h e 0.

Eseguendo allora le somme su k, h, ed hy ad h fissato, otteniamo:

h 0 R
Z Z (7.18) = C"CynNe™ (log B)" " J ~ (7.19)
E=hg he,hy= L+ (Y —yl)

In definitiva allora, se sommiamo la (7.19) su n e su h, otteniamo la seguente stima per la funzione di
correlazione a due punti:

0o 0 h
n— v
S —y) = Solw—y)| <Oy D D nNC"e" (logB)" ! ~ (7.20)
n=1 h=hg L+ (v"]z = yllo)
Eseguiamo adesso la somma sulla frequenza h:
Supponiamo che |z — y| > 1 e che h, <0 sia tale che
e <o —y| <y (7.21)
Si ottiene allora facilmente la seguente stima.
0 h 0 hfh
> 5 "2 1 <
N —
h=hg L+ (Y] —y)™ —hp )
s (7.22)
_ _ _ 1 Cn
k=hg—hg k=0 Yl (B e —yl)

dove nell’ ultimo passaggio abbiamo usato la (7.21) e la definizione della frequenza hg (da cui segue che

|hs| = O(log 3)).
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Sostituendo la (7.22) nella (7.20) (supponendo sempre che |z — y| > 1) e scegliendo § ed ¢ abbastanza
piccoli (in modo che Celog 8 < 1) ricaviamo finalmente che

(7.23)

dove A(e,x) gode della seguente proprieta’: esiste una funzione B(e, 37!|z|), limitata, o(¢), che decade all’
infinito nell’ argomento 3! |z| piu’ veloce di ogni potenza ed e’ tale che |A(e, )| < B(e, 371|z|). Ricordiamo
che una funzione decade piu’ veloce di ogni potenza nell’ argomento x se, per ogni N e per |z| > 1, esiste
Cy tale che

|f(2)] < T2V (7.24)

Riassumiamo il precedente risultato nel seguente Teorema 7.1.

TreoreMA 7.1 Consideriamo il sistema descritto dall’ hamiltoniana
H=14a)(T—pN)+ v yN+V =_1+ao)Hy+voN+V (7.25)

dove gli operatori T, N eV sono definiti in (2.8) (dove la costante di Planck h e’ stata scelta uguale ad 1),
ag e vy sono due parametri liberi della teoria, e il potenziale chimico p e’ fissato a qualche valore > 0.
Supponiamo che I’ intensita’ del potenziale a due corpi Ao contenuta nell’ operatore V' soddisfi alla proprieta’

Aol <€ (7.26)

per qualche costante . Siano: vo = BZ la velocita’ alla superficie di Fermi; pal la portata del potenziale
Ao (vedi §2.1); B = kBLT, dove kp €’ la costante di Boltzmann e T la temperatura assoluta del sistema; T I
operatore di ordinamento temporale fermionico (vedi definizione nelle righe sequenti la (2.8)); S(x —y) la
funzione di Schwinger interagente

Tre PHT{yz vy}

S(z—y) = lim ————5y ; (7.27)
So(z —y) la funzione di Schwinger libera
TreBHoT - h+
So(x —y) = lim c oy} . (7.28)

L5500 Tre—FAHo

Allora esistono una costante C e delle scelte di ag,vp tali che max{|aol, |vo|} < €, per cui, se la temperatura
del sistema T e’ maggiore della temperatura critica

VoPo é

T. = - 7.29
o (7.29)
allora la funzione di correlazione a due punti S(x) e’ data da
Ae, z)
S(z) =S — 7.30
(z) = So(z) + T+ || (7.30)

dove la funzione A(e,x) gode della sequente proprieta’: esiste una funzione B(e, 37 1|x|), limitata, o(€), che
decade all’ infinito nell” argomento 3~ t|z| piu’ veloce di ogni potenza ed e’ tale che |A(e,z)| < B(e, 371 |x|).

7.2 .Commenti finali.
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Il risultato espresso dal Teorema 7.1 e’ quello voluto: infatti il Teorema 7.1 ci dice che, a temperatura
sufficientemente alta, il propagatore della teoria interagente, per |z| < 1 decade come ‘71‘, mentre, per
|| > 1, decade piu’ veloce di ogni potenza nell’ argomento 3~ 1; ci dice quindi che il comportamento della
funzione di correlazione interagente e’ qualitativamente lo stesso della funzione di correlazione libera (per
la quale I’ unica differenza e’ che, al posto del decadimento piu’ veloce di ogni potenza, si ha decadimento
esponenziale). Inoltre fornisce una temperatura critica che e’ esponenzialmente piccola nella costante di
accoppiamento €, come ci aspetta fisicamente.

Abbiamo gia’ spiegato nel precedente Capitolo che in realta’ ci si aspetta che le costanti che compaiono
nella definizione della temperatura critica dovrebbero essere dello stesso ordine di grandezza dei grafici al
second’ ordine che contribuiscono alla funzione beta per Ap. Purtroppo con il procedimento che abbiamo
seguito in questo lavoro non abbiamo speranza di ottenere delle costanti ottimali, a meno di non riuscire
a rinormalizzare i sottografici a quattro gambe esterne (vedi osservazione al Teorema 6.3), e quindi, come
gia’ sottolineato piu’ volte, la temperatura critica T, che compare nell’ enunciato del Teorema 6.1 non €’ la
temperatura critica BCS.

E’ interessante domandarsi se, dal risultato del Teorema 7.1, sia possibile distinguere tra un comportamento
“tipo liquido di Fermi” da uno “tipo liquido di Luttinger”.

Va innanzitutto chiarito cosa si intende per comportamento “tipo liquido di Fermi” o “tipo liquido di
Luttinger” nel caso di un sistema di fermioni interagenti a temperatura finita. Infatti la nozione di liquido
di Fermi o di Luttinger per un sistema di fermioni interagenti a rigore ¢’ ben definita solo nel limite 3 — oo;
solo in questo limite e’ ben definita una superficie di Fermi ed €’ possibile controllare che tipo di singolarita’
ha la funzione numero di occupazione sulla superficie di Fermi stessa (a seconda dei due casi citati sopra
puo’ avere una discontinuita’ di salto, oppure puo’ essere continua ma con tangente verticale).

Le proprieta’ della funzione numero di occupazione alla superficie di Fermi si possono anche tradurre
in proprieta’ di decadimento all’ infinito della funzione di correlazione a due punti (poiche’, come noto, il
numero di occupazione e’ banalmente legato alla trasformata di Fourier della funzione di correlazione a due
punti). In particolare si possono dare le seguenti nozioni di liquido di Fermi o di Luttinger per un sistema
di fermioni interagenti a temperatura nulla:

DeriNizioNE 7.1.Un sistema fermionico interagente con hamiltoniana (7.25) viene detto liquido normale di
Fermi se, nei limiti L — oo 8 — oo, e per |z| > 1, la funzione di Schwinger a due punti e’ data da:

S(x) = So(z) + Ale, )|z (7.31)

dove:

So(x) €’ la funzione di Schwinger a due punti libera;

e stima le costanti di accoppiamento o, vy, [ dz|Ao(z)|;
la funzione A(e,x) e’ limitata ed e’ o(g).

DEeFINIZIONE 7.2.Un sisterna fermionico interagente con hamiltoniana (7.25) viene detto liquido di Luttinger
se, nei limiti L — oo § — 00, e per grandi valori delle coordinate, la funzione di Schwinger a due punti e’

data da:
S(x) = So(z) = Ae,x)

el faltn

(7.32)

dove:

So(x) €’ la funzione di Scwinger a due punti libera;

e stima le costanti di accoppiamento o, vy, [ dz|Ao(z)|;
n= 0(52);

la funzione A(e,x) e’ limitata ed e’ o(g).
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Nel caso in cui il sistema di fermioni sia a temperatura finita, la funzione di correlazione a due punti libera
decade esponenzialmente, con una massa proporzionale alla temperatura stessa (ossia decade esponenzial-
mente in un argomento proporzionale a S~ !z|). Fino a che |z| < (3 il sistema “non si accorge” che la
temperatura e’ finita e la funzione di Schwinger, in questa regione, decade come ‘71‘, ossia essenzialmente
come la funzione di Schwinger libera a temperature nulla. Questo fenomeno e’ analogo a quello per cui le
funzioni di correlazione spaziale di un magnete ad una temperatura vicina alla temperatura critica, decadono
a potenza con un esponente detto esponente critico fino a che |z| << &, dove £ €’ la lunghezza di correlazione;
quando poi |z| > £ il sistema “si accorge” che il che la temperatura del sistema non e’ proprio quella critica
e le funzioni di correlazione decadono esponenzialmente, su una scala uguale a £&. Vedi [H] per maggiori
dettagli su questi punti.

Tenendo conto di queste proprieta’ possiamo estendere le definizioni precedenti ad un sistema di fermioni
interagenti a temperatura finita nel seguente modo:

DerNizIONE 7.3.Diremo che un sistema fermionico interagente con hamiltoniana (7.25) a [ finita ha un
comportamento “tipo liquido di Fermi” se, nel limite L — oo, e per grandi valori delle coordinate, la funzione
di Schwinger a due punti e’ data da:

(7.33)

dove:

So(x) €’ la funzione di Schwinger a due punti libera;

e stima le costanti di accoppiamento ag, vy, [ dz|Xo(z)|. Inoltre esiste una funzione B(e, 37! |z|) che e’ limi-
tata, e’ o(€), decade piu’ veloce di ogni potenza nell’ argomento 3~ || ed e’ tale che |A(e, )| < B(e, 371|x]).

Osservazione.
Il risultato del Teorema 7.1 ci dice proprio che il nostro sistema ha un comportamento tipo liquido di Fermi,
secondo la Definizione 7.3.

DEFINIZIONE 7.4.Diremo che un sistema fermionico interagente con hamiltoniana (7.25) a 3 finita ha un
comportamento “tipo liquido di Luttinger” se, nel limite L — oo, e per grandi valori delle coordinate, la
funzione di Schwinger a due punti e’ data da:

() = So(z)  Ae,x)

el faltn

(7.34)

dove:

So(x) €’ la funzione di Schwinger a due punti libera;

e stima le costanti di accoppiamento ao, vy, [ dz|Xo(z)|;

n = o(g?). Inoltre esiste una funzione B(e, 37 t|z|) che e’ limitata, e’ o(€), decade piu’ veloce di ogni potenza
nell” argomento B~ t|x| ed e’ tale che |A(e,x)| < B(e, 7 |x|).

Possiamo riscrivere la (7.34) nella forma

Alle,x
o sy + 2152 53
dove la funzione A’(e, z) gode delle stesse proprieta’ della funzione A(e, z) della (7.34). Poiche’ I’ esponente
7 € piccolo, possiamo sviluppare perturbativamente il fattore S~" che compare nella (7.35): 77 =1 —

nlogB+---.
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Vediamo allora che, perturbativamente, per €log 8 opportunamente piccolo, non ¢’ €’ nessuna differenza
tra un comportamento di tipo Fermi o di tipo Luttinger. L.’ unico caso in cui si potrebbe distinguere tra i due
comportamenti sarebbe quello in cui la differenza S(x)—Sy(z) fosse di o(¢2). In questo caso il comportamento
tipo liquido di Luttinger sarebbe escluso, a meno di non ammettere che n = o(e3).

In ogni caso dalla nostra discussione segue che la correzione alla funzione di Schwinger libera e’ o(¢) e
quindi non riusciamo effettivamente a distinguere tra i due comportamenti.

Nel lavoro [DR2] si afferma che, per il sistema in questione, la differenza S(x) — So(z) e’ di o(e?) e
riconoscono quindi un comportamento di tipo Fermi. Noi non siamo riusciti a verificare 1’ affermazione
riportata in [DR2].

E’ possibile poi dare una definizione piu’ forte di liquido di Fermi (vedi [Sa]): si puo’ definire liquido di
Fermi un sistema che, a temperatura finita, gode delle proprieta’ elencate nella Definizione 7.3 e in piu’ della
seguente:

la derivata seconda dell” autoenergia rispetto a k €’ limitata per ogni valore di k.

Il motivo per cui questa proprieta’ esclude un comportamento di tipo Luttinger e’, euristicamente, il
seguente:

un liquido di Luttinger ha una funzione di correlazione che, in spazio k, si comporta come:

1 1
Sp(k) ~ 7.36
k)~ e(k) | —iko + e(k)[7 (7.36)
ovvero, sviluppando perturbativamente | — ikg + e(k)|™:
Su(k) ! (7.37)
o —iko + e(k) (1 + o(nlog | — iko + e(k)])) '
dove va tenuto presente che |ko| > 7.
Se si definisce 1" autoenergia (k) secondo la seguente relazione:
i (k) = 1 (7.38)
ET kg + e(k) + S (k) '
si ottiene subito che
Y(k) ~n| —iko + e(k)|log | — iko + e(k)] (7.39)

Dalla (7.39) risulta evidente che alcuni elementi di matrice dell’ hessiano 9?%(k) divergono sulla superficie
di Fermi.
Viceversa un liquido di Fermi ha una funzione di correlazione della forma:

1

Sp(k) ~ | —iko + e(k)| (1 + o(g2))

(7.40)

e quindi X(k) ha le derivate seconde limitate.

Nel lavoro [DR2] si afferma anche che nel sistema di fermioni in questione la funzione di correlazione
gode anche di quest’ ultima proprieta’ piu’ forte, ma noi non siamo riusciti a verificare neanche questa
affermazione.
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app.1 Appendice Al. Verifica della (3.34)

Vogliamo verificare la (3.34) che e’ equivalente alla seguente identita’:

ALl / (dep)e Hr(W+Go+(eT.Go7) - /p(dw)esz(wH(w,w*>+<wﬂ¢*> (AL.1)
Definiamo i nuclei Vo(x1,...,Zs;y1,...,Yys) attraverso la seguente definizione:
A1.2 e Hi¥) = Z/dxldyl cdzdy Vo (@, s yn, - Ys) 08 by, O O (A1.2)

Usando la (A1.2) il primo membro della (A1.1) diventa (tenendo conto del fatto che gli operatori H;(¢¥+ G¢)
e (¢, G¢~) commutano, e quindi che e~ Hr(¥W)+(@7.G¢7) — o=Hi(¥)(¢".Go7)):

{/ (dv) Z /dxldyl cdag, dys, Vo(z1, . . xsl,yl,...,ysl)< i /d21¢+ (1 —zl)).

510

: ("by_I + /dwlg(yl - wl)¢;1) ( :51 + /d251¢219(251 - 1'51)) ("/Jy_Sl + /dws1g(ys1 - ws1)¢;sl>}

{ Z /dxldyl dxszdysz(bml ((El - y1)¢y1 T ¢:Szg(x82 - y52)¢;32 }
S = 0

A1.3 (A1.3)
Eseguendo 1’ operazione di valore aspettato nella prima parentesi graffa della (A1.3) otteniamo che ogni
nucleo Vo(x1,...,Zs,;91,-..,Ys,) viene moltiplicato da una serie nei campi ¢:

(A1.3) = {Z/dxldyl cdxs, dys, Vo (21, -+, Tsy3 Y1y -+ -, Ysy ) [det G(@1, .oy sy 501, - - -5 Ysy )+
S1 0

+ Z (i <j)—x(i>j)) /dzidwj¢z-g(2i —2:)9(y; — w;) by,
4,j=1

Al.3a (A1.4)
et DO (&g, o) iy Ty iYLy s Mgy sy ) O S }

{ Z /dxldyl dxszdysz(bml ((El - y1)¢y1 T -z:zg(xsz - y52)¢;32}
S = 0

Nella precedente equazione il determinante det G e’ quello che si ottiene come risultato dell” operazione di
valore aspettato sul monomio 1/) . 1/)+ ¥,.. 1l determinante det G'D0) invece e quello che si ottiene
come risultato dell’ operazione d1 valore aspettato sul monomio f b, ... AbF b, ..t Sy, (R |
termini di ordine superiore (che arrivano fino all’ ordine s nei campi ¢) non sono scritti esplicitamente ma
sono esattamente della stessa forma. La funzione x(condizione) €’ la funzione = 1 quando la condizione €’
verificata ed = 0 quando non lo €’; il suo ruolo nella (A1.4) e’ semplicemente quello di dare il giusto segno
al termine ~ det G'()0),
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Allo stesso modo, usando ancora la (A1.2) il secondo membro della (A1.1) diventa:
Z /dxldyl oo dx g, dys, Vo (21, oy Tsg 3 Yy - - -5 Usy) ;‘1 o .1/1:331/;;3} .

| Paw) {
83:O
L d dxg, v dr oo o d dee éF - +
. Z STJ xr1 ... Isﬂ/)xl zl--'q/}zs4¢rs4 Z S—5| xT1... IS5¢11 5y xssqjszS
54:0 : 55:0 :

Quando anche nella (A1.5) si esegue I’ operazione di valore aspettato rispetto alle variabili ¢ vediamo subito
che otteniamo uno sviluppo analogo alla (A1.4). Infatti a seconda di come contraiamo tra loro i campi
contenuti nelle somme su ss, s4, s5 si ottengono vari contributi:

(AL5)

se contraiamo i campi ¥ contenuti nella somma su s3 tutti tra loro e i campi contenuti nelle altre due
somme tutti tra loro si genera un termine ~ det G;

se i campi ¥ contenuti nella somma su s3 sono contratti con una coppia di campi ’(/J;;_ w;j tale che (diciamo)
w;‘i appartenga alla somma su s4 e @[J;j appartenga alla somma su s; si geneera un termine ~ det G’ (2)(j)...

L’ unica cosa che va ancora controllata e’ che i segni e i fattori combinatori siano gli stessi nei due sviluppi
in potenze.

Il fatto che il segno sia lo stesso nei termini corrispondenti dei due sviluppi si verifica banalmente (ci se ne
convince facendo qualche esempio esplicito).

Controlliamo invece che i fattori combinatori siano gli stessi.

Prendiamo in considerazione il termine della (A1.4) che abbia s; = s3, che, nella somma su si, sia di

( 1

. 0 _ . _ . . .
ordine 2s; ) < 257 e che abbia sy = $3. Il fattore combinatorio ad esso associato €’ o

I termine corrispondente nello sviluppo (A1.5) € quello in cui s5 = $1, 84 = 55 = Sgo) + $9 e in cuil Sgo)
degli §1 campi 4" (¢p7) della somma su s3 sono contratti con 550) degli Sgo) + 85 campi 9~ (1T) della somma
su Ss (54)

Poiche’ nella (A1.4) abbiamo scelto di scrivere esplicitamente la somma sugli indici i, 7, ... che individuano
il minore G'WU)() ¢’ naturale scrivere anche nello sviluppo (A1.5) la stessa somma (ossia la somma sui

modi estrarre sgo) campi ¥t (¢7) da 5 campi ¥ (17)); con questa scelta non compare nessun fattore

bi . . q : modi i . i (0)
combinatorio corrispondente ai modi in cui si possono scegliere s,
. . s§0)+§2 g . . (0) . .
Ci sono invece 0) modi di scegliere gli s;° campi della somma su s4 (s5) da contrarre con i
s
1

. . . 0 . . . . . . _
campi della somma su s;. Una volta scelti, ci sono sg )! modi di realizzare le contrazioni. Inoltre ci sono $s!

modi di realizzare le contrazioni tra i campi della somma su s4 e quelli della somma su s5.
In definitiva, tenendo anche conto dei due fattori combinatori S%, e s%,'
e su s5, abbiamo che il fattore combinatorio complessivo che compare davanti al termine in questione dello

sviluppo (A1.5) e’ uguale a:
2
1 s+ 5 > O oy L
—_— 577 Sl=— Al.6
[(sgo) + $2)! ( s1(0) ! Y ( )

e quindi €’ proprio uguale a quello voluto.

campi da $; possibili.

che compaiono nelle somme su s4
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Appendice A2. Dimostrazione del Lemma 4.1

Vogliamo ottenere una stima sul modulo del propagatore gi,h)(x) definito come segue:

Ak S (B3 + ew(k)?)

() () = ik 0~ (n) (g A2.1
o (0) = [ e I ) (a2.1)
dove si usano tutte le stesse notazioni e convenzioni del Capitolo 4. Per comodita’ di riferimento, ricordiamo
che

k7 4+ L2 P
eu(k) = il + T = LE (7.2)
e
1
M (0) = x [ v~ arctan ——— ) 9k + pr) (A2.3)
El 4+ pp
la disuguaglianza che vogliamo verificare e’ la seguente :
C
gl ()| < A" al - (A2.4)

1+ [(v"dg(20))? + (Y'dL(2w))? + (y*dp(zw'))?]
dove, se 6, € un qualche angolo prefissato, w = (0, cos 8,,,sin ). Inoltre:

s 27
sin <X xo

JE]
dﬁ(xO) = pE

J¢]

sin %”xl

dL(CCl) = T
L (A2.5)

dL(CCQ) = s

Notiamo che, nei limiti 8 — 0o e L — 00, dg(zg) — x¢ € d(y) — y, dove y puo’ essere uguale a x1, X2, xw 0
a zw.

L’ enunciato del Lemma 4.1 riportato nel Capitolo 4 e’ semplificato, nel senso che e’ valido esattamente
solo nel limite 8, L — oo e non tiene conto del caso in cui § e L sono mantenuti finiti.

Per verificare la (A2.4) abbiamo bisogno di introdurre una derivata discreta d:

of ko, k)|  _ Se f (ko,k + 2Fe;) — f (ko k — 2Fe))

3 - z 4

M e = r (42.6)
dior)| (%K) -7 (%K)

Oko ko=ko %T

dove i vettori e; i = 1,2 sono i versori degli assi coordinati spaziali; f(ko,k) e una funzione definita sull’
insieme discreto Dg x Dr..
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La derivata discreta definita come in (A2.6) gode della seguente proprieta’:

0 —ik & —ik
1—e " = e;dr(x;)e """
S =S et

. (A2.7)
: —ikx —ikx
i=—e€ =dg(zo)e
7 s(xo)
come €’ facile verificare applicando la definizione (A2.6).
Iniziamo allora a stimare il modulo del prodotto (y"dgs (:co))QgLE,h)(:c):
Ak f™ (k3 + e (k)?) L
h 2_(h) _ 0T Cw (h) (g\a2h 72 ,—ika
d = 0)y="0 A2.8
(6 dp(e0) 2o @) = | [ g i S 00 5 e (428)
dove, se x rappresenta |’ aggiunto 5 o
IR, = Ok, 0y, (A2.9)

(piv’ avanti useremo anche una definizione analoga per la derivata rispetto alle componenti spaziali del
vettore k:
82, = (w@k) (wa;;)
5,@ = (wLék) (ngﬁ)

) Usando la regola di integrazione per parti, che rimane valida anche per la derivata discreta, possiamo
riscrivere la (A2.8) come segue:

(A2.10)

dk < | O (k3 + e (k)?)
A2.8) < 2h 52 0 " (g A2.11
( ) = / (27’(’)3 Y ko —’iko + ew(k) Xw ( ) ( )
Ora si puo’ eseguire un cambio di variabili
v ko — ko
v el — Kl (A2.12)

,_YfahkL N kl

In questo modo I’ integrale in (A2.11) diventa uguale ad un integrale adimensionale (che puo’ essere stimato
da una costante indipendente da h e da «) moltiplicato un fattore dimensionale ~2"2+t®)hy=2hy=h (j]

primo 72" e’ quello gia’ presente nella (A2.11); il fattore 2+ yiene dall’ elemento di integrazione (2‘171“)3; il
fattore y~2" viene dalla derivata seconda; " viene dal fattore —iko + e, (k) a denominatore nella (A2.11)).

Mettendo insieme i precedenti quattro fattori otteniamo il fattore dimensionale voluto, 1+,

Analogamente si ottiene la giusta stima per |(v"dg (xo))2Ng£,h)(x)|, per ogni intero N > 0, e per

|(7hdL(:Cw))2Ngfuh)(:C)|; ovvero si ottiene, come voluto,

|(¥"ds(0))*N g{V (2)| < Oy (" (42.13)
e
|(v"dr(2w))*N g0V (2)] < Oy 1+ (A2.14)

Conviene invece soffermarsi con qualche dettaglio sulla stima del termine |(y*"dp, (zw))?Y g&h) (x)]:

|(,7ahdL(xwL))2Ng£h)(x)| < /i ,72h52 [f(h) (k(2) + ew(k)2) X(h)(g)‘| ‘ (A215)

(2m)?

ol ik +en(k)
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Quando una delle derivate rispetto a dk' cade, ad esempio, sul fattore f(") si genera un termine ~

"y=2he (k)= ~ 4~P(1=0)  Affinche’ la derivata seconda si possa stimare, come voluto, con 2"
fR) Y = v N
deve valere la disuguaglianza v~*(1=%) < 4= che ¢’ equivalente a:

1
a - geqy (A2.16)
Quindi solo se si suppone la (A2.16) si ottiene la stima voluta:
(v di (2wt )*N gJY ()] < Oy HFOn (A2.17)
Mettendo insieme la (A2.17), la (A2.13) e la (A2.14) si ricava:
(07 N (o7
{14 [0 ds(@0))? + (7" du@w))? + (" dp (@et)?] Y gl (@)] < Cxry I (42.18)

che €’ equivalente alla (A2.4).
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Appendice A3. Conteggio degli alberi e dei grafici di Feynman

Vogliamo raccogliere in questa Appendice alcuni lemmi riguardanti il conteggio degli alberi e dei grafici di
Feynman.

A3.1.Alberi

Nel presente paragrafo useremo tutte le stesse definizioni e convenzioni introdotte nel paragrafo §4.2.
Prima di esporre gli enunciati e le dimostrazioni sul conteggio degli alberi, conviene far notare alcune
semplici relazioni, valide per alberi 7 con radice, decorati o non, le cui verifiche sono molto semplici e quindi
preferiamo non discuterle esplicitamente.
Se [V (7)| € il numero di vertici dell’ albero e |E(7)] il numero di linee dell’ albero, vale la seguente identita’:

V()| = E(T)] (43.1)

dove abbiamo usato il fatto che la radice r non e’ un vertice.
Inoltre si ha:

> spt1=2[V(r) -1

veV(r)

S s 1=[V) -1

vinV (T)\Vs(7)

(43.2)

dove V(1) €' I’ insieme dei vertici dell” albero 7, V¢ (7) €’ I’ insieme dei suoi punti finali e |V (7)| €’ il numero
di punti finali.
Se poi V,,(7) € 1’ insieme dei vertici non banali dell’ albero 7 e |V,,;(7)| €’ il numero di vertici non banali,
si ha:
se |V (7)]
se |[V(7)]
{|vm<r>| V()| =0, se [Vi(r) =1,
L< V(D) = Vi (DI < Vp(n)[ =1, se [Vi(r)| > 1,

(A3.3)

Possiamo adesso passare a contare gli alberi con un numero fissato di vertici o di punti finali. Il numero
di alberi non decorati con radice e’ controllato dal seguente:

Lemma A3.1 Il numero di alberi non decorati con radice con n vertici e’ stimato da CT per qualche costante
Ci.

Il numero di alberi non decorati con radice con m punti finali e’ stimato da C3* per qualche costante Cs.

Dimostrazione Iniziamo a dimostrare la prima parte del Lemma. Il risultato fondamentale e’ quello secondo
cui il numero di alberi non decorati con radice con n vertici ¢’ stimato dal numero di cammini aleatori
unidimensionali W con 2n passi. Questo possiamo provarlo come segue.

Possiamo immaginare di muoverci lungo I’ albero rimanendo alla sinistra delle linee e partendo dalla radice
r. Ci muoviamo finche’ non raggiungiamo un punto finale: una volta raggiuntolo torniamo indietro finche’
non incontriamo un vertice non banale; quindi ci rigiriamo ancora in avanti, e cosi’ via finche’ non ritorniamo
alla radice. Come esempio si puo’ vedere la Fig. Al, in cui e’ disegnato un albero ed e’ indicato il cammino
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W={++++-——-++—-+—-———++—-—}

Fia. Al. Un albero con radice ed il corrispondente cammino W.

aleatorio corrispondente: + significa che ci muoviamo da sinistra a destra lungo la linea, mentre — significa
che ci muoviamo da destra a sinistra.

Ogni volta che ci muoviamo in avanti lungo una linea associamo ad essa il segno +, mentre le associamo
il segno — quando ci muoviamo all’ indietro. Quindi ogni albero ad n vertici (che ha anche, per la (A3.1), n
linee) puo’ essere caratterizzato da un insieme di 2n segni + che definiscono un cammino W = {+ +...+}. va
notato che non tutti i cammini aleatori unidimensionali a 2n passi corrispondono ad un albero non decorato:
chiameremo compatibili i cammini aleatori per cui questo avviene. Ad esempio il primo segno deve essere
sempre un + e 1’ ultimo deve essere sempre un —; inoltre il numero di segni + in W deve essere uguale
al numero di segni —. Veediamo chiaramente che gli alberi non decorati con radice sono in corrispondenza
uno a uno con i cammini compatibili. Trascurando tutti i vincoli possiamo stimare il numero di alberi non
decorati con radice con n vertici con il numero di cammini aleatori unidimensionali a 2n passi, ossia con 227.

Quindi la prima parte del Lemma segue, con C; = 4.

La seconda parte del Lemma e’ un banale corollario della prima parte, tenuto conto che, per la seconda
linea di (A3.3), se m > 1 ¢’ il numero di punti finali dell’ albero,

m+1<|V(r)|<2m -1 (A3.4)
Dalla (A3.4) segue la seconda parte del Lemma, con Co = 16.1

Sia poi 7p,, I’ insieme di alberi decorati con n punti finali e radice a frequenza h. Il loro numero non puo’
essere stimato uniformemente in h per h — —oo. Infatti ci sono al massimo n — 1 vertici non banali diversi
dai punti finali pero’, una volta fissati questi, possiamo aggiungere vertici banaali tra di essi e, nel limite
h — —o0, il numero delle possibili inserzioni tende ad infinito. In ogni caso possiamo dimostrare il seguente
risultato:

LemMa A3.2 Sia Tp ., 1 insieme degli alberi decorati con n punti finali e radice a frequenza h. Sey > 1 e
a > 0 allora
S I et <oy (435
TETh,n vEVi(T)

per qualche costante Cs.
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Dimostrazione Ricordiamo prima di tutto che il vertice v’ che compare nella (A3.5) €’ il vertice che precede
immediatamente il vertice v nell’ albero 7. Chiamiamo 7, 1’ insieme degli alberi decorati di ordine n (ossia
con n punti finali) che abbiano solo vertici non banali (rlcordlamo che decorato significa che ad ogni vertice
e’ assegnata una scala).

Un albero decorato 7 € 7, , puo’ essere pensato come un albero 7 € 7;*, a cui siano stati aggiunti un
certo numero di vertici banali tra ogni coppia di vertici non banali contigui; il numero delle aggiunte fatte
stabilisce automaticamente i valori degli indici di scala (si suppone che, come per 1’ albero di Fig. 7, la
differenza tra le frequenze di due vertici contigui sia identicamente uguale a 1).

Fissato I’ albero 7, in modo che I’ albero 7* sia automaticamente fissato, possiamo scrivere:

H ,Y*a(hu*hv/) _ H ,.Y*a(hv*hul) , (A?)G)
vV (7) vgVi(7*)
L’ albero 7 puo’ essere ottenuto inserendo h, — h,s vertici banali tra v € 7* e v € 7*. Usando la (A3.6)
troviamo
Z H el =hy) Z H el =hy) (43.7)
TETh,n vEVE(T) TreTy g V(1)
Se 7,7 €’ I’ insieme di alberi non decorati di ordine n vale la seguente proprieta’, gia’ enunciata nel Capitolo

' o= > (7.8)

€T, TEL {hotuers

SRV ERRCREED DD DI | SRR

*GT*,n vgVy(T*) T*ETY {ho}yerr VEVF(T*)

1 " "
§Z<VQ_1> <cn,

T*eTr

In questo modo

(43.9)

dove abbiamo usato che |V (7%)| — |V (7*)| < n (vedi (A3.3)) e che il numero di elementi di 7 ¢’ limitato da
C™ per qualche costante C' (vedi Lemma A3.1); inoltre nell’ eseguire la somma sulle scale abbiamo trascurato
tutti i vincoli tranne h, — h, > 1. B

Un altro Lemma che ci sara’ utile per la stima del numero di grafici di Feynman e, piu’ avanti, per le stime
dei valori di aspettazione troncata, e’ il seguente:

Lemma A3.3 Dati n punti, il numero di alberi che li connette e’ stimato da C™n!.

Dimostrazione Chiariamo prima di tutto che gli alberi ai quali si riferisce I’ enunciato del Lemma sono alberi
senza radice. Piu’ precisamente in questo caso per albero si intende un grafo (ossia un insieme di punti e
di linee che hanno per estremi i punti dell’ insieme) connesso (ossia tale che per ogni coppia di punti esiste
sempre un insieme di linee del grafo che li connette) aciclico (ossia tale che per ogni coppia di punti ¢’e’ solo
un cammino che li connette).

Chiamiamo P4y, ..., P, i punti. Un albero che li connette puo’ essere ottenuto considerando un albero con
n punti e assegnando ai punti gli indici Py, ..., P,. Per il Lemma A3.1 il numero di alberi con n punti e’
stimato da C™; il numero di modi di assegnare gli indici e’ stimato da n! (ossia semplicemente dal numero
di permutazioni di n oggetti). Quindi segue I’ affermazione.®
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A3.2.Grafici di Feynman

Supponiamo siano assegnati n punti vy, ..., v, da ognuno dei quali escono rispettivamente d,,, ..., d,, linee;
contraendo tra loro alcune di queste linee otteniamo un grafico. Possiamo pensare anche che alle linee sia
assegnato un indice ¢ = + e che una linea col segno + puo’ essere contratta solo con una col segno —.

Possiamo in particolare considerare punti dai quali escano 2 o 4 linee: nel primo caso una linea ha segno +
e l'altra ha segno —; nel secondo due linee sono + e due —. Chiameremo ns il numero di punti v con d, = 2
e ng4 il numero di punti con d,, = 4 (chiaramente n = ny + n4).

I punti v possono anche avere una struttura: quando d, = 4 il punto v €’ formato da due punti disgiunti
connessi con una linea ondulata A\; quando d,, = 2 il punto v puo’ essere caratterizzato da un ulteriore indice,
che puo’ essere uguale ad a o a v. Chiameremo elementi del grafico o vertici del grafico i punti con una
struttura.

Considereremo solo grafici del tipo descritto sopra che abbiano 1’ ulteriore proprieta’ di essere connessi:
chiameremo questi grafici grafici di Feynman e li indicheremo con I'. Chiameremo linee esterne le linee del
grafico che sono rimaste non contratte e linee interne quelle contratte.

Una stima sul numero di grafici di Feynman con n vertici e’ fornita dai seguenti due Lemmi.

LemMMA A3.4 Si considerino i grafici di Feynman formati da n vertici vi,...,vn tali che d,;, = 2,4 j =
1,...,n e con 2p linee esterne (p con il segno + e p con il segno — ). Il loro numero e’ stimato da C™(2n)!
uniformemente in p.

Dimostrazione Un generico grafico di Feynman con le proprieta’ descritte nell’ enunciato puo’ essere costruiti
nel modo che segue.

Prima di tutto si costruisca un albero tra i punti del grafico, contraendo 2(n — 1) linee diverse da quelle
esterne. Per il Lemma A3.3 il numero di questi alberi e’ stimato da C™n!.

Quindi si contraggano tra loro le rimanenti 4n —2p —2(n—1) = 2(n—p—1) linee, in modo tale che ognuna
dell n — p — 1 linee + sia contratta con una linea —. Il modo di realizzare queste contrazioni ¢’ (n —p — 1)1,
quindi il numero di grafici di Feynman e’ stimato da C™n!(n — p —1)! < C™(2n)!, come volevasi dimostrare.
]
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Appendice A4. Aspettazioni troncate

A4.1.Sviluppo in grafici di Feynman delle aspettazioni troncate

Definiamo una algebra di Grassman come in (3.1), una misura di integrazione come in (3.4), (3.5), (3.6),
associata ad un propagatore g(z). Sia £ I’ operazione di aspettazione semplice definita come in (3.16).
Assegnamo un monomio
V)= =[] v, (A4.1)
aE€B

dove gli elementi « dell’ insieme B appartengono al dominio [0, 3] x Q e 0, = £. 1l valore di aspettazione
S(z/NJ B) puo’ essere rappresentato graficamente con un grafico del tipo descritto nel Capitolo 2. Ripetiamo la
costruzione, per comodita’ di riferimento:

Si rappresentino gli indici « € B come punti nel piano. Ad ogni campo 7 si associ una linea uscente
da o, mentre add o gni campo 9, si associ una linea entrante. Sia G I’ insieme dei grafici che si possono
ottenere contraendo le linee a due a due, in modo tale che i versi delle due linee di ogni coppia contratta
siano compatibili; denotiamo con I" un elemento generico di G. Dati «, 8 € B, sia (o) la linea che connette
a con (. Allora dalle definizioni segue che:

=> II =vrgta-p) (44.2)

Teg (ap)el’

dove 7 €’ il segno della permutazione necessaria a portate i campi contratti I’ uno accanto aall’ altro, in
modo che il campo — si trovi alla sinistra del campo +.

Si definisca poi I’ aspettazione troncata come in (3.17).

Supponiamo che le funzioni X; siano funzioni analitiche delle variabili di Grassman (ognuna dipendente
da un numero pari di variabili, per semplicita’, in modo che le X; commutino tuttte tra loro). Allora si puo’
verificare dalle definizioni che:

(1) ET(X1, X2) =E(X1X2) — E(X1)E(XL) = E(X1Xy) — ET(X))ET (Xy)

(2) ET (X1, X2, X3) = E(X1X2X3) — E(X1X2)E(X3) — £(X1X3)E(X2)
— E(X2X3)E(X) +28(X1)E(X2)E(X3) = E(X1 X2 X3)—
—ET(X1X5)ET (X3) — ET (X1 X3)ET (X)) — ET (X2 X3)ET (X1)

(3) ET (X1, X, X3, X4) = E(X1 X2 X3Xy) — E(X1 X2 X3)E(Xy) — E(X1X2X4)E(X3)
—E(X1X3X4)E(X2) — E(X2X35X4)E(X)

(A4.3)
—E(X1X2)E(X3Xy) — E(X1X3)E(XaXy) — E(X1X4)E(X2X3)
+28(X1X2)E(X3)E(Xa) + 26 (X1 X3)E(X2)E(Xa) + 28 (X1 X4)E(X2)E(X3)
+ 28 (X2 X3)E(X1)E(X2) + 28 (X2 X4)E(X1)E(X3) + 2E(X3X4)E(X1)E(X2)
— 6E(X1)E(X2)E(X3)E(Xy) = E(X1 X2 X3X4) — ET(X1 X2 X3)ET (X4)—
— ET(X1 Xo X4)ET (X3) — ET (X1 X3X0)ET (Xo) — ET (X2 X3 X4)ET (X1)—
—ET(X1X2)ET (X3Xy) — EV (X1 X3)ET (X2 Xy) — ET (X1 X0)ET (X2 X3) .
In generale la formula che lega le aspettazioni semplici con quelle troncate e’ la seguente:
EX1 o X)) =Y > EMXm@yse s Xy ) -+ € Ky 0 Xy ) (A4.4)
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dove

(1) la somma e’ su tutti i possibili insiemi Y¥; 4 = 1,...,p, unioni di |Y;| insiemi X, tali che Uj_; X; =
U‘k)2|1+...+‘yp‘yk o

(2) {m1 (1), -y (1), 71(2)5 -+ oy Ty, (P)} € una permutazione dell’ insieme {1,.. ., s}.

La (A4.4) si puo’ anche riscrivere nella forma:

S

EN(Xy, . X)) =E(X1 .. X) = EN (X 1) s Xy ) o E (K2 Xy () (A4:5)
p=2Y1,...,Y,

In generale compare, a moltiplicare ogni termine della somma su p, un fattore in pin’, della forma (—1)7,
dove 7 €’ la parita’ della permutazione che manda la configurazione iniziale X ... X in quella finale, indotta
dalla partizione Y7,...,Y,.

Verifichiamo per induzione la (A4.5).

Ricordiamo che il valore di aspettazione troncata e’ definito nel modo seguente:

S

0
ST(Xl,--'aXs) = m10g5(6A1X1+-..+>\sXs) (A46)
s A=0

Cerchiamo di ottenere una generalizzazione fuori equilibrio (ossia per A # 0) della (A4.5). Notiamo intanto
che

& (Xle)\1X1+"'+>\sXs)
E (6>\1X1+"'+)\5Xs)

i logg (eA1X1+---+AsXs) _

. (44.7)

Se deriviamo ancora la (A4.7) rispetto (diciamo) a A2, possono verificarsi due casi:
(1) la derivata cade sul numeratore, ed in questo caso I’ effetto della derivazione e’ di sostituire al numeratore
un termine &£ (X1X26A1X1+“'+)‘SXS);

(2) la derivata cade sul denominatore, ed in questo caso |’ effetto della derivazione e’ quello di moltiplicare
£ Xze’\lX1+"‘+)\SXs

per un fattore — HEIESEET )

In generale, applicando piu’ derivate, si otterra’ una somma di fattori nei quali, per ogni operazione di
aspettazione troncata che agisce su un termine della forma X .. .Xpe>‘1X1+'”+>‘SXS e che si trova a numer-
atore, ci sara’ un fattore £ (e’\1X1+"'+)‘SXS) a denominatore. Possiamo allora dire che la generalizzazione
fuori equilibrio del valore di aspettazione semplice £(X; ... X,) €

£ (Xy... XyehXutoaXe)
£ (e)\1X1+"'+)\sXs)

(44.8)

dove supporremo s > p.

In particolare possiamo riscrivere lo sviluppo dell” aspettazione troncata in aspettazioni semplici come un’
identita’ tra valori di aspettazione fuori equilibrio. Ad esempio le generalizzazioni fuori equilibrio delle linee
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(1) e (2) della (A4.3) sono:

32
1 1 A X1+ A X
W o, s e )=

£ (X1X2e>\1X1+"'+)\sXs) g( )\1X1+-..+>\3Xs) £ (X2e>\1X1+m+)\sXs)
E(eMXat NNy g (Xt FAX) g (M KA X))

63
) OA1...0M\3
& (X1X2X36>\1X1+~~+)\3Xs) & (X1X28A1X1+---+ASXS) E (X36>‘1X1+"'+)‘3X5)

logg (e)\1X1+"'+)\sXs) _

A4.9 = E (M Xt FAXL) - £ (eMXit A Xe) £ (eMXat X Xo) o (A4.9)
£ (X1X3e>‘1X1+"'+’\3X3) & (_X2e>‘1X1+”'+)‘sXs)
& (6A1X1+---+A5X5) & (6A1X1+---+A5XS)
£ (X2X36A1X1+---+ASXS) £ (X16A1X1+-~-+ASXS)
€ (M X1+ XX g (enXit Xy +
£ (Xlek1X1+”'+)\sXs) & (X26A1X1+~»+)\SXS) £ (X3€A1X1+"'+>‘3XS)
+2 & (e/\1X1+---+/\sXs) & (e/\1X1+---+/\sXs) & (e,\1X1+»~+,\SXS) )
Supponiamo adesso induttivamente che la (A4.5) sia valida fino ad s = §—1. Usando la (A4.8) e le precedenti
osservazioni vediamo allora che
s— A A5 Xs
0 1 10g5(6A1X1+"'+A5X5) _ S(Xl...Xg_le 1 X144+ X )_
OM1...0N5_ £ (eMXatHAsXe)
5—1
oY1l HIYal
- log & (e traXs) log & (eM1tHraXs)
;D; YI;YP 8)\71-1(1) PN /\ﬂ—‘yl‘(l) 8)\71-1(;0) PN )\W\Yp\(P)
A4.10 (A4.10)

Se deriviamo la (A4.10) rispetto a Az otteniamo:

85
71 5 A X1+ A X5 —
an o g (e )
. £ (Xl . X§e>\1X1+'”+)\§X§) E (Xl L. X§_16A1X1+...+>\§X§) £ (X§€>\1X1+"'+>‘§X§)
B E (eMXat s Xs) [€ (eM X1t HAsXs))?
_ Z Z Z oM log & (8A1X1+-~+A§X§)
Oz (1) -+ Ay (1)
p=2Y1,..Y, i=1 1 Y|
olYil 9Ysl
.. log £ eM Xt AsXs) log& M Xt A Xs
8/\7r1(i) L O Ty, i )8)\ ( ) 8/\7r1(p) A /\”\Yp\(p) ( )

Ad.11 (A4.11)
Calcolando la (A4.11) in A = 0 otteniamo proprio la relazione voluta:

E(X1,..., Xs) —E(Xq, ..., Xs-1)E(X5)—

Xs5) =
r
T T
Z Z Xrr @ Xy () - EF Koy iys s Xy 005 X5) -+ € Xm0 Xy )
p=2Y1,...,Yp i=1

Ad.12 (A4.12)
Infatti, usando la (A4.4) (che €’ equivalente alla (A4.5) ed e’ valida per I’ ipotesi induttiva) possiamo riscrivere
il secondo addendo che compare a secondo membro nella (A4.12) come una somma di prodotti di aspettazioni
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troncate, per ricavare, finalmente:

ET(Xla' o 5X§) = E(Xla' "7X§)_

_ Z Z ET(Xm(l), .. ’XW\Yl\(l)) .. '8T(X7r1(p)v . 7XW\YP\(P))
p=2Yi,..Y,

(A4.13)

Abbiamo allora dimostrato che, se la (A4.5) e’ valida fino a s = §— 1, allora e’ valida anche per s = 5. Dato
che la (A4.5) e’ banalmente valida per s = 1 (£7(X;) = £(X1)), la dimostrazione e’ conclusa.

Adesso possiamo riassumere qui le regole per rappresentare graficamente I’ aspettazione troncata
ET (Y, ,. .., z/NJBp) e verificarne la validita’.

Si disegnino nel piano p “contenitori” Gi,...,G,. Si disegnino all’ interno del contenitore G; i punti e le
linee corrispondenti al monomio z/NJBi. Chiameremo cluster questi contenitori. Sia Gy 1’ insieme dei possibili
grafici che si costruiscono contraendo a due a due le linee uscenti dai cluster, in modo tale che ogni linea +
sia contratta con una linea — ed in modo che i cluster risultino connessi dalle linee del grafico. Diremo che
un grafico I' € Gy €’ un grafico do Feynman. Allora:

g, )= > T[ (~D)7g(a—5) (A4.14)

I'€Go (af)er

dove gli indici v e 8 appartengono a UY_; B; e dove si usano le stesse notazioni di sopra.

Il motivo per cui bisogna sommare solo sui grafici connessi e’ molto semplice e ci se ne puo’ convincere per
induzione:

Se p =1 i grafici da considerare sono necessariamente connessi.

Se p=2, ET (X1, Xs) = E(X1X2) — E(X1)E(X2), ossia ET (X1, X2) e uguale alla somma di tutti i grafici
meno quelli in cui i campi dell’ insieme X3 sono tutti contratti tra loro (e in cui anche i campi dell’ insieme
X, sono tutti contratti tra loro); in altre parole £T (X, X5) e’ uguale alla somma di tutti i grafici connessi.

Se p > 2 e se tutti i valori di aspettazione £7(X1,...,X,) s < p sono uguali alla somma su tutti i grafici
connessi, allora, usando la (A4.5) vediamo subito che anche £7(Xj, ..., X,) e’ uguale alla somma sui grafici
connessi.

A4.2 .Sviluppo in determinanti delle aspettazioni troncate

In questa sezione vogliamo dimostrare la (4.60) (che in realta’ e’ valida a meno di un segno).

Dati s insiemi di indici Py, ..., Ps, si consideri I’ aspettazione troncata
T (B(P).... U(P)) (A4.15)
Definiamo
PE={feP : o(f)==+} (A4.16)
e stabiliamo che f = (j,i) per f € P, coni=1,...,|P{|. Si noti che i [P =305 [P, altrimenti

(A4.15) € nulla.

Notiamo adesso che, anche se i campi ¥ sono definiti a priori nel continuo, e’ possibile far si’ che i
campi contenuti nei monomi 1L(P1), . ,z/NJ(PS) appartengano ad un’ algebra di Grassman discreta. Infatti e’
sufficiente usare i campi dei monomi z/;(Pl), . ,ﬁ(Ps) come generatori dell’ algebra. Si suppone poi che per
quest’ algebra discreta valgano le proprieta’ di interaazione descritte nel Capitolo 3.
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Definiamo allora

»

. B N B
P(dy) = IT vl | | 11 e
Jj=1 + -
Ad.7 T8, Teh; (A4.17)
s |Pj7| P;
(W5T0T) = >0 > D WPV -
§i'=1i=1 i’'=1
dove, se
A4.18 n= Z \P| = Z P, (A4.18)
j=1 j=1
allora I' €’ la matrice n x n di elementi
A4.19 ]"—‘(j,i),(j',’i') = g(x(j, Z) — X(j/,i/)) . (A419)
Vale la seguente identita’, gia’ discussa nel Capitolo 3:
A4.20 EN[[¢P) | =detT = /P(dw) exp [— (v*,Tw7)] . (A4.20)
j=1
Se X ¢’ I’ insieme X = {1,...,s} e
|P; | |P]
A4 Vip = Z} > i TG (Ad.21)
i=1 i'=1
scriviamo
A4.22 VIX)= > V=Y Vi, (A4.22)
J3'eX J<y’
dove abbiamo definito la quantita’ Vj;; come
Vi sej=7j",
A4.23 Vijy = {ij, YV, sej<il (A4.23)
Con queste notazioni (A4.20) puo’ essere riscritta nella forma:
Ad.24 EI@) ) = / P(dyp) eV (A4.24)
j=1

Vogliamo esprimere (A4.22) in funzione delle grandezze Wx che andremo adesso ad introdurre. Definiamo
A4.25 Wx (X1, Xpst, oo te) =Y [ (O V2, (A4.25)
£ k=1

dove
(1) X}, sono sottoinsiemi di X con |Xj| = k, definiti induttivamente nel modo che segue:

X, = {1}
A4.25a ’ A4.26
* {XkJrl D Xk, ( )



A4.27

A4.28

A4.29

A4.30

A4.31

118 GRUPPO DI RINORMALIZZAZIONE PER UN SISTEMA DI FERMIONI INTERAGENTI IN DUE DIMENSIONI

@ -

X1

0)_’7;1

X3

X3

Fic. A2. Rappresentazione grafica degli insiemi X, per k=1,2,3. Si ha X;={1}, Xo=
{1,2} and X3={1,2,3}. In figura e’ anche riportata la linea ¢=(13), che interseca le
frontiere di X; e di Xs.

(2) £ = (jj') € una coppia di elementi j,j’ € X e la somma in (A4.25) e’ su tutte le possibile coppie (jj'),
(3) le funzioni ¢ (¢) sono definite come segue:

te(0) = {tk , se L~ 0Xy, (44.27)

1, altrimenti |,

dove ¢ ~ X significa che £ = (jj') “interseca la frontiera” di Xy, o in altre parole connette un punto
appartenente a P; con j € X}, ad un punto contenuto in Pj con j' ¢ Xj. Vedi Fig. A2.
Dalla definizione (A4.25) segue che:

< (X1:t1) Zthlj-i-Vll-i- > Vi =1 —t) [V(X1) + V(X \ X1)] + 1 V(X) (A4.28)
1<j'<j

in modo che )
e*V(X):/ dt, i —Wx (X13t1) _’_e*WX(Xl;O)
ot1

. (A4.29)
Z Vi, / dt, e~ Wx (X1;t1) + e~ Wx (X1;0)
£~y 0
Sempre dalla definizione si ha:
Wx (X1, Xo;t1,t2) =
Vit +tiVig +tita Y Vij+ Voo +t2 > Voj+ Y Vi =
j=3 =3 2<5/<j
, (A4.30)
=tits Y Vij+taVir+ta Y Vig+(1—ta) [Vir+t1Vig+ Vo + D> V| =
Jj=2 1<5"<y 2<5'<y
e tQWX(Xl;tl) + (1 - t2) [WX2 (Xl; tl) + V(X \ XQ)]
Se definiamo Xy = X; U /41, ossia X9 = {1, punto connesso con 1 da ¢;}, allora:
! )
e~ Wx(X1it1) / dts [E SWX(X11X2§t17t2):| 4 e~ Wx (X1,X2;t1,0)
2
0 (A4.31)

— Z w2/ dt2t1(€2>e*WX(Xth;tl,tz)+6*WX(X1,X2;t170)'
lo~OXo
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Sostituendo la (A4.31) nella (A4.29) otteniamo:

1 1
LSS /dtl/ dts (=1)2 Vi, Vi, t1(£p) e~V (X1 Xait1 12)
0 0

l1~0X 1 lo~OXo

X (A4.32)
+ Z / dt, (_1) Vf1 e*WX(Xth;h,O) + e*WX(Xl;O) i
0,~0Xx, 70
E’ valida una formula che generalizza la (A4.30):
Wx(Xq,...,Xpe1;t1,...,t =ty i Wx (X1,..., X t1, ..., ty)+
x (X1 p+1it p+1) = tpr i Wx (X3 piti ») (44.33)

(1 - thrl) [WXP+1(X1; SN ,Xp;tl, BN ,tp) + V(X \ Xerl)]

dove p < s. Infatti nella somma che su ¢ contenuta nella definizione di Wx, vanno distinti due casi: quello
in cui £ ~ X,11 e quello in cui £ o X,11. Nel primo caso V; e’ necessariamente moltiplicato per ¢,41 e, se
¢=1(j37),7 <p+1, j >p+1. Nel secondo V; non e’ moltiplicato per tpy1 e0j,j<p+1loj,j>p+1
Quindi, evidentemente

Wx (X1, Xpraita, - tpr1) =
=tpt1 [Wx(Xl,...,Xp;tl,...,tp) _WXP+1(X17"-7Xp;t17"-7tp) _WX\Xerl(Xl,---,Xp;tl,---,tp)] +

—l—WXPJrl(Xl,...,Xp;tl,...,tp) +Wx\Xp+1(X1,...,Xp;tl,...,tp)
(A4.34)
che €’ equivalente alla (A4.33).
Possiamo allora iterare il procedimento seguito per ottenere la (A4.29) e la (A4.32). In generale si ha:

s—1
e*V(X):Z Z Z /1dt1.../1dtr(_1)rvel,..Vgr
0 0

r=00,~8X;  £.~0X,

o (A4.35)
<H t1 (1) - - -tk(fkﬂ)) e WX (X Xrgaity, ot 0)
k=1
dove i fattori privi di senso vanno tutti posti uguali a 1. Inoltre dalla (A4.33) si vede subito che
WX(Xlu e 7Xs;t17 .. '7ts—170) = WX(X17 .. '7Xs—l;t17 .. '7ts—1) (A4 36)
Wx(X1,.. o, Xoites oo te1,0) = Wy (X1, oo, Xpoai e, oo b)) + V(X X) '
L’ ultima equazione €’ valida per r > 1. Se r =1 si ha
Wx (X1;0) = V(X1) + V(X \ X1) (A4.37)
Sia T un grafico ad albero tra gli insiemi X4, ..., X, tale che
(1) per ogni k =1,...,r, e’ “ancorato” a qualche punto (j,), ossia contiene una linea che ha come estremo
un punto con indice (j,7), dove j € Xy ei e {1,..., |ij[|}7
(2) ogni linea ¢ € T interseca almeno una frontiera Xy,
(3) le linee £1, 4o, ... sono ordinate in modo che ¢; ~ 0X1,0y ~ 0Xo,...,
(4) per ogni £ € T esistono due indici n(€) e n’(¢) definiti come segue:
n(f) = max{k: £ ~ 0Xy} ,
(£) = max{ o} .

n'(0) = min{k : £ ~ 0X}} .
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Diremo che T e’ un albero ancorato.
Usando le precedenti definizioni, possiamo riscrivere la (A4.35) come segue:

RAED DD DD DIND DRy ¢

r=1X,CX X3..X,_1 TsuX, LeT
1
t .
/ dt; .. / dt,_1 H Hk 1 k( ) e Wxr (X1 Xyt ete—n) o= VI(X\X;)
0 (T n([)

dove “T"su X,” significa che T" e’ un albero ancorato per i cluster P; con j € X,.
Definiamo

K(X,)= Z > IIv

.Xpr_1 Ton X, LeT

/ dtl.../ dt,_; H H e—WxT(X1,~~~7XT71;t1,~~~7tr71),
0 0 n(@)

LeT
in modo che la (A4.39) diventi
e V(X)) = Z (—)Y =R (y) e VW)
YCX

Y>o{1}

e, iterando,
e~ V(X) = Z (-1 IX\ H

Gli insiemi @1, ..., Q. nella (A4.42) sono dei sottoinsiemi dlsgluntl di X, tali che U,Q; =X
Sostituendo la (A4.42) nella (A4.24) si ottiene

[Toe) ] = [Pan 3 oo [T K@)

Q1)~~~7Q7n

Nella (A4.40) possiamo anche decidere di sommare prima sugli alberi T, quindi sugli insiemi Xy,

IRIEDPI IR

.Xp1 T on X, T on X, X2.--Xp_1

T fissato

dove “T fissato” vuol dire che gli insiemi X5, ..., X, devono essere compatibili con I’ albero T'.
Dalla definizione delle funzioni Wx (A4.25) possiamo anche scrivere:

WXT(Xla ce 7X7"71;t17 ceey trfl) = Z tl(g) ce trfl(g)‘/g = Z tn/(f) NN tn(g)‘/g
Le X, Le X,

Inoltre, dato che
r—1
_1t-(0)
k=1tr
= tn’ e tn —1 >
tn(o) (0 (-1

possiamo riscrivere piu’ convenientemente la (A4.40) nel modo che segue:

Z Z HVe/dtl.../OldtT_l

Tsu X, X2.--Xr_1 LET

T fissato

I Gt - tay—1) e Lirex, tnro Ve

LeT

(A4.39)

(A4.40)

(A4.41)

(A4.42)

(A4.43)

(A4.44)

(A4.45)

(A4.46)

(A4.47)
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Riordiniamo la misura di integrazione P(¢)) (A4.17) nel modo seguente:

s [P [P
_ + -
=11 | IT G | | 1T 4G
=1\ i=1 =1
(A4.48)
m Qg (@ 1P |P; m
+ — _ o
7LD I | IT vt | | 1T Gy | = (07 TT Patas)
q= 1 _] 7'r1 q) =1 =1 q:1
Nella (A4.48):
(1) gli insiemi Q1, . .., Qm, sono tali che ogni Qx, k =1,...,m € 1’ unione di insiemi P; e Ui Py = Ugt 1 Qq,
(2) {m1(1),...,m@, (1), 71(2),...,...,mq,,|(m)} ¢ una permutazione dell’ insieme {1,...,s} tale che Q; =
U”\Qi\(i) P:
j=m (1)~

(3) o €’ la parita’ della permutazione che manda i campi Grassmaniani dalla configurazione iniziale (membro
di sinistra) a quella finale (membro di destra).

Come abbiamo gia’ visto piu’ sopra ((A4.4), (A4.5) e osservazioni seguenti) la formula che lega le aspet-
tazioni semplici con quelle troncate e’ la seguente:

[19)) = 3 (07 & (5Prs)eee (Prgy ) - &7 (e Prg o)
j=1

Q1,--.Qm
(A4.49)

dove
(1) la somma e’ su tutti i possibili insiemi Q1, ..., Q, tali che ogni Qk, k=1,...,m ¢’ 1’ unione di insiemi
Pj e U;lej = Uznleq,
(2) {m1(1),...,m@, (1), 71(2),...,...,mq,,|(m)} ¢ una permutazione dell’ insieme {1,...,s} tale che Q; =

Tl () 1
Yiem @y i

(3) o’ €’ la parita’ della permutazione che manda i campi Grassmaniani dalla configurazione iniziale (membro
di sinistra) a quella finale (membro di destra).

E’ facile rendersi conto che, se gli insiemi @); della (A4.48) sono gli stessi di quelli nella (A4.49), le due
parita’ o e o/ sono uguali.

Quindi, confrontando la (A4.49) con la (A4.43) (tenendo anche conto della (A4.48) e della (A4.47)), si

trova:

& (HPrs) o D(Prgy0)) = (0 [y 3 S v

T su Q; szX‘Qi‘,l LeT
T fissato (A4.50)

1

— t s Lty Vi

/dtl.. / dt|Q‘ 1H () - - - bn(o)— 1) Eeexr"m Ve
0

LeT

oppure, equivalentemente

& (3P, B(P)) = (0 [Pan) 33 T

TsuX X2 Xs—1 LeT
T fissato (A451)

1
/ dty .. / dts— IH w(e) - tay-1) € = Drex, It Ve
0

LerT
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L’ integrale in (A4.51) ha una notevole proprieta’, come chiarito dal seguente Lemma.

LEMMA A4.1. Nella (A4.51) si ha

1 1
A4.50 Z / dtq .. / dts_1 H (tn/(g) e tn(f)—l) =1, (A4.52)
Xg..Xg_1 Y0 0

LeT

T fissato

per ogni albero ancorato T. In piv’, la misura di integrazione

s—1
A4.51 dPT(t) = Z H (tn/(g) .. -tn(é)—l) H dtq (A453)
q=1

X2...Xs—1 LeT
T fissato

e’ positiva, e puo’ quindi essere interpretata come una misura di probabilita’ nella variabile t = (t1,...,ts—1).

Dimostrazione. Denotiamo con by, il numero di linee £ € T' che escono dai punti z(j,4), con j € X, e tali che
¢ ~ X}. Per costruzione, il parametro t; nell’ integrale che appare nel membro di sinistra della (A4.52) e’
elevato alla potenza by — 1. Infatti ogni linea che interseca 0 X} contribuisce con un fattore tj, tranne quella
che connette Xy con il punto la cui unione con X da’ Xx 1. Vedi ad esempio la figura Fig. A3.

/®

4y
/ /@
X, 1 0
X2 /
2 X4
e
Xy
Xs

Xs

Fic. A3. Gli insiemi X;,...,Xg, I’ albero ancorato T e le linee ¢1,...,45 appartenenti a T

I coefficienti b1,...,b5 in questo caso sono uguali rispettivamente a: 2,1,3,2,1.

Allora .
A4.51a H (tn/(g) .. -tn(é)—l) = H tzk_l R (A454)
LeT k=1

e nella (A4.52) le s — 1 integrazioni sono indipendenti. In effetti si ha:

1 1 s—1 1 s—1
1
Ad.51b / dty . / dter [ (twie) - ta-1) =[] </ dty t2k1> =]~ (A4.55)
0 0 o \Jo s bk

LeT
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che e’ un’ espressione ben definita, visto che by, > 1 per kK = 1,...,m — 2. Inoltre possiamo scrivere:
A4.51c E = E E e E , (A4.56)
Xo...Xg_1 Xg X3 Xo_1
T fissato T, X fissati T,X7,X3 fissati T,X1,...,X4_o fissati

dove il numero di possibili scelte nella somma su X, una volta che e’ fissato 1’ albero T e sono fissati
gli insiemi Xy,...,Xy_1, € esattamente by_;. Infatti se da X;_1 escono bi_; linee allora Xj si ottiene
aggiungendo a Xj_; uno dei bx_; punti connessi a X;_; dalle linee dell’ albero. Quindi

A3.41d Z 1="0by...bs_2a, (A4.57)

Xg...Xg_1
T fissato

e allora, tenuto conto che bs_; €’ necessariamente uguale a 1,

Ad.51e Z / dty .. / dts—1 H tn(e) - - tn(e)—1) ﬁb—k (A4.58)

Xg.Xg_1 LeT
T fissato

che dimostra la (A4.52).8

Definiamo adesso

A4.52 Z t n’(£) - n(e) ‘/Z (A459)
leXx

Usando le definizioni (A4.21), (A4.23),(A4.53), (A4.59) possiamo riscrivere la (A4.51) nella forma:

- +
[P 1P

T (B(P),.. B(Ry)) = (~1)H / SO | [ DI ERE
T su X (j5')eT =1 /=1

A4.53 (A4.60)
[PHIIP ]

- -V
+ Z Z 1#;;,1»)?(3'/,y),(j,i)ib(j,)i,) /dPT(t)e ®

i=1 /=1

Se integtriamo i campi Grassmaniani che compaiono nel prodotto

(43)€T

n (A4.60), otteniamo

A4.57 eTr (1/3(131),...,1;3(135)) ==ty ng/P* dv) /dPT() “Vie) (A4.62)

T su{m(q)} LeT

dove T su {xgq)} indica gli alberi ancorati ai punti {ng)}7 g=1,...,8,i=1,...,|P,]| e la somma ¢’ sulla
scelta delle successioni {xz(-q)}. Inoltre I’ asterisco sulla misura di integrazione indica che vanno integrati solo

i campi Grassmaniani che non hanno indici che appartengono alla successione {a:EQ)}.
Il termine

A4.58 / P*(dy) / dPp(t)e vV ® (A4.63)
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in (A4.62) e’ il determinante di una matrice (n — s+ 1) x (n — s+ 1) GT(t) di elementi
Glriyriny = tw(Ggn) - -~ tutiin 9 (20, 1) = x(5",8)) - (A4.64)

Cosi’ e’ provata la (4.60), con t; i1 =ty (jjr) - - tn(jjr)-

Per completare la verifica delle affermazioni seguenti la (4.60) rimane da mostrare che esiste una famiglia
di versori di u; € R tale che t; ;» = u; - uj.

Introduciamo all’ uopo una famiglia di vettori di R* definita induttivamente come segue:

u; =Vvy,
{U_j =tj_1u;_1 +Vj 1—t?71 , J=2,...,8, (A4.65)

dove {v;}?_; € una base ortonormale. Se supponiamo di rinominare gli insiemi P;, i =1,...,s in modo
che X; = {1}, Xo{1,2}, ..., Xs—1 ={1,...,s — 1} allora, per una data linea (jj’), si ha:

th’ = tn’(jj’) .. 'tn(jj’) = tj ce tj/_l (A4.66)

Dalla definizione (A4.65) segue che
uj; - uyr = tj .. .tj/_l (A467)

che €’ la relazione voluta.
Questo completa la dimostrazione della (4.60).
L’ interesse della formula (4.60) risiede nel fatto che permette di stimare in modo ottimale le aspettazioni

troncate. La discussione sulle stime dei determinanti e delle aspettazioni troncate e’ riportata in Appendice
A5.
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Appendice A5. Stime sui determinanti e sulle aspettazioni troncate.

A5.1.Stime sulle aspettazioni troncate

In questa sezione vogliamo ottenere una stima sui termini che compaiono nello sviluppo per le aspettazioni
troncate (4.60).
Valgono i seguenti risultati.

LEMMA A5.1. Siano assegnati s insiemi di indici Py, ..., Py tali che
{2(f) fepq}:{x§q>,...,xfg|}, g=1,...,s. (A5.1)
Siano poi
PF={feP, :o(f)=%} q=1,...,s (A5.2)

e supponiamo che
quP;UPq_ q=1,...,s

S S A .
S P =Y 1Py =0 (45.3)
q=1 q=1

Allora il numero di alberi T che connettono i cluster Pi,...,Ps e che sono ancorati a dei punti {ch(-q)},
g=1,...,s,i=1,...,|P,] ¢ stimato da
> o1<sler, (A5.4)
T su {xgq)}

per qualche costante C.

Dimostrazione. Riscriviamo la somma in (A5.4) nel modo seguente:

Yo=Y > > 1 (A5.5)

(q) d T su {1,...,s} ) (q)
T su {x7L } {dq} (dq} fissats T su {;}
T su {1,...,s} fissato
{dq} fissati

dove:

(1) la somma } 4,3 € la somma su tutte la configurazioni {dq}, dove d; denota il numero di linee che
escono dal cluster P, che appartengono all’ albero T'; delle d linee d;L saranno di segno + e d, di segno —;
chiaramente d, < |P,|,

(2) la somma Y 71,5 € la somma sugli alberi T' che connettono s punti distinti, in modo tale che dal
{dq} fissati

punto g-esimo emergano dy linee di T', d entranti e d;; uscenti

(3) la somma
2.

T su {.L-gq)}
T su {1,...,s} fissato
{dq} fissati}
e’ la somma sui modi di scegliere dall’ insieme delle | P,| linee uscenti da ogni cluster P,, d, linee.
Stimiamo indipendentemente le tre somme.
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La terza somma da’ semplicemente:

> P,
> 1=1]] m (A5.6)

T su (2P} q=1
T su {1,“.,;} fissato
{dq} fissati}

La seconda somma deve essere eseguita con il vincolo che le linee + devono essere contratte con le linee —.
Se ci dimentichiamo di questo vincolo maggioriamo il risultato della somma ed otteniamo:

> 1< No(dy,...,d) (A5.7)

T su {1,...,s}
{dq} fissati

11 secondo membro della (A5.7) e’ il numero di modi di connettere con un albero T' s punti distinti, in modo
tale che dal punto g-esimo emergano d, linee di T'. Vogliamo dimostrare per induzione che

(s —2)!
(di —1)!...(ds — 1)!

Ny(dy,....ds) = (45.8)

Per s = 2 la (A5.8) e’ vera, poiche’ in questo caso ¢’ €’ un solo albero possibile e % =1 (poiche’

necessariamente si ha dy = d = 1).

Supponiamo poi che I’ affermazione sia vera fino a s — 1 e dimostriamola per s. Siano assegnati s punti
numerati e i numeri dy,...,ds. Affinche’ le assegnazioni dy,...,ds siano compatibili con qualche albero T'
deve valere la seguente uguaglianza:

idi = 2(s—1) (45.9)

che implica
S

> di—1)=s-2 (A5.10)
i=1
Inoltre almeno uno dei punti ha d; = 1; possiamo ad esempio supporre, in modo non restrittivo, che d; = 1.
Per costruire I’ albero di grado s possiamo costruire tutti i possibili alberi di grado s — 1 tra i punti 2,...,s
facendo pero’ in modo che alla fine della costruzione avanzi una linea da poter contrarre con la linea che esce
dal punto 1. Per I’ ipotesi induttiva allora si ha:

Ny(dy,....ds) = > Nya(dy,....di—1,...,d;) =
=2

e (45.11)

S

_ (s =3)!
N Z:: (dy—1)'...(d; —2)!...(ds — 1)!

Ma, poiche’ vale la (A5.10), possiamo riscrivere I’ ultimo membro della (A5.11) nella seguente forma:

S

B (s —3)!
(4510 =), G a1

(di —1) =
d (45.12)
(s —2)!
i — 1) (di— 1) (dy —1)!
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che e’ la relazione voluta.

La prima somma e’ la somma sulle scelte delle configurazioni {d,}. Ogni configurazione {d,} ha due vincoli:
che Y°7_dg =2(s—1) eche 1 <dy < o—1. Il numero di modi di scegliere le configurazioni e’ allora uguale
al numero di modi di dividere un segmento di lunghezza 2(s — 1) in s segmenti di lunghezza intera > 1. Per
far questo e’ sufficiente scegliere s — 1 tra i 2s — 3 punti del segmento che hanno coordinate intere. Questo

puo’ essere fatto in (288__13) modi e quindi

do1<2 (A5.13)
{dy}

Mettendo insieme le tre stime otteniamo:

1< 2¥(s-2) H |P|_|P|('d_1) (A5.14)

T su {zi’”} q=1

Tenendo conto che [(dg — 1171 < [dg!]712%, []_; 2% = 227D <48 e [[7_, (|P |> < II;_, 21l = 22n

si trova subito
D 1< (st (A5.15)
T su {z(.Q)}

che ¢’ il risultato voluto. ®

LEMMA A5.2. Si supponga che in (4.62), (A4.64) il propagatore g(x — y) possa scriversi come prodotto
scalare tra due vettori A(z) e B(x):

gz —y) = (Alx —-), Bly —-)) = /dzZ(x —2)B(z —y) (45.16)
Supponiamo poi che le norme dei vettori A(x) e B(x) soddisfino alle stime:
|[A(z —)||<C*  ||IBlz—")|<C® a+b=1 (A5.17)

per qualche costante C. Allora il termine (A4.63) e’ stimato da
‘ / P (dv) / Pr(dt)e V®

Dimostrazione. Per quanto discusso alla fine dell’” Appendice A4, e per le ipotesi di questo lemma possiamo
riscrivere gli elementi di matrice di G7' (A4.64) nel seguente modo:

tw (gt -+ tning (x(,1) = x5, 1) = (wj @ A(x(5, 1) =), vy @ B(x(5",i) =) = (fa,88) ,  (A45.19)

=|det GT| < (O)" . (A5.18)

dove i vettori u; sono definiti in (A4.65), e i vettori f,, g3, @, 3 =1,...n —s+1 sono definiti implicitamente
dalla (A5.19).

La ragione per cui si vogliono riscrivere gli elementi di matrice (A4.64) nella forma (A5.19) e’ che cosi’
possiamo applicare la disuguaglianza di Gram-Hadamard, in modo da stimare il determinante della matrice
di elementi

Mas = (fa,85) (45.20)
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con
n—s+1

det M| < [T llfall lgall - (45.21)
a=1
La dimostrazione della disuguaglianza di Gram-Hadamard e’ riportata nel prossimo paragrafo.
Usando la (A5.21) e le ipotesi del Lemma, segue subito il risultato (A5.18).m

Perche’ il Lemma precedente sia interessante dobbiamo controllare che, per il propagatore che stiamo stu-
diando in questo lavoro, sia posibile trovare due vettori A(x) e B(z) con le proprieta’ descritte nelle ipotesi
del Lemma A5.2. Il propagatore a cui siamo interessati e’ della forma

dk . f(h)X(h)
(h) — ikx w
95" () /(27T)36 —iko + ew(K) (45.22)

Quindi possiamo scegliere

Az) = / Ak s Y I
(2m) kg + €2 (k) (A5.23)

B(z) = / ( ;f)ge*ikw PO (ko + ew(K)

Per (A(x — ), A(y —-)) e (B(x — ), B(y — +)) si possono ottenere delle stime analoghe a quelle ottenute per

il propagatore g&h) nell” Appendice A2, usando esattamente lo stesso procedimento.

Poiche’ le stime dell” Appendice A2 erano puramente dimensionali, se si stima, usando la disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz, il propagatore g0 con il prodotto delle norme di A e di B (|g£)h)(x —y)| < ||A(z —
By —-)|| < C*P) si ottiene una stima C che ha ancora le giuste dimensioni; ossia C' contiene un fattore
/9% con la dimensione § che e’ la stessa fornita dal Lemma dimostrato in Appendice A2 (§ = 1 + a, vedi
(A2.4) ). Per maggiori dettagli si puo’ vedere la stima (6.7) nel Capitolo 6.

A5.2.Disuguaglianza di Gram-Hadamard

Siano xi,...,X;; m vettori di uno spazio euclideo FE di dimensione finita n. Definiamo il determinante
di Gram nel modo seguente:

(x1,%x1) ... (X1,%Xm)
[(x1,...,Xm) =det T = det , (A5.24)
(Xm,X1) oo (XmyXm)
dove (-, -) indica il prodotto scalare in E.
Valgono i seguenti risultati.
LEMMA Ab5.3. Dato uno spazio euclideo E ed m wvettori X1, ..., Xy, in E, il determinante di Gram (A5.24)
soddisfa 1 identita’

N(x1,...,Xm) =0, (A5.25)
se e solo se i vettori X1,...,Xm sono linearmente dipendenti. Se i vettori Xi,...,X,m Sono linearmente
indipendenti allora si ha

I(x1,...,%Xm) >0. (A5.26)
Dimostrazione. Se i vettori x1,...,X,, sono linearmente dipendenti, allora esistono m coefficienti ¢y, ..., cp,

non tutti nulli, tali che il vettore ZT:I ¢;jx; sia nullo. Considerando il suo prodotto scalare con i vettori
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X1, ...,Xm troviamo il sistema di equazioni:
El(Xl,Xl) + ... + Em(xl,xm) = 0
e e (A5.27)
t1(xXm,x1) + ... + Tn(Xm,Xm) = 0
che e’ un sistema omogeneo che ammette una soluzione non banale ¢1,...,¢,: quindi il determinante della
matrice dei cefficienti deve essere zero, e la (A5.25) segue subito.

Viceversa se vale la (A5.25) il sistema (A5.27) ammette una soluzione non banale €1, ...,Gy,. Se molti-
plichiamo le m equazioni che definiscono il sistema rispettivamente per c1,..., ¢, € poi le sommiamo tra
loro, otteniamo:

lexx: + ...+ cmxm]| =0, (A5.28)
dove ||-|| €’ la norma indotta dal prodotto scaalare (-, -). Quindi il vettore ¢1x1 +. ..+ ¢;mXy, deve essere nullo
e, dato che i coeflicienti c1, ..., ¢, non sono tutti nulli, gli m vettori x1,...,x,, devono essere linearmente

dipendenti.
Per provare la (A5.26) consideriamo un sottoinsieme S C E e scriviamo, per ogni x € F, x = Xxg + Xx,
dove xg € S e xx appartiene al complemento ortogonale di S. Possiamo scrivere xy = c1X1 + -+ - + ¢pXyp,

dove p < m e p=n —dim(S) (infatti adesso stiamo supponendo che i vettori X1, ...,X,, siano linearmente
indipendenti). 11 vettore
(x1,%x1) ... (x1,%xp) X1
dot 45.99
(xp,X1) oo (Xp,%p)  Xp ( )
(x,x1) ... (xx,) xn

e’ identicamente nullo, poiche’ le righe della matrice sono linearmente dipendenti. In particolare allora:

X1
1 r e
= ———det A5.30
xN detT ¢ Xp |’ ( )
(x,%1) (x,xp) O
e, analogamente,
X1
_ 1 r e
Xs SX—XN = =5 det X, . (A5.31)
(x,%1) (x,%xp) X
In questo modo
(le X)
1 r P(x1,...,Xp,X)
0<h?= = ——det = Tm A5.32
< (xs5,%) o de (57, %) T, %) ( )
(Xaxl) s (Xaxp) (X7 X)

Chiamando x = x,41 e h*h2 possiamo riscrivere la (A5.32) nella forma:

I(x1,...,%Xp,X
Ga 2 Xpr1) _pa s 0, (A5.33)
I(x1,...,%p) p
dove X1,...,X, sono p vettori linearmente indipendenti e x,41 €’ arbitrario. Il segno uguale in (A5.33)
puo’ valere se e solo se x,41 € una combinazione lineare dei vettori xi,...,%,; quindi se scegliamo che
X1,...,Xp41 siano linearmente indipendenti la (A5.33) vale con lo strettamente maggiore, ossia:
I(x1,...,%Xp,X
(a1 p Xpi1) _ h2>0. (A5.34)

I(x1,...,%p)
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Poiche’ I'(x1) = (x1,%1) = ||x1]|* > 0 per x; # 0, (A5.34) implica (A5.26). m

LEMMA A5.4 (DISUGUAGLIANZA DI HADAMARD). Il determinante di Gram soddisfa alla disuguaglianza:
D(x1,...,Xm) <T(x1)...T(xm) , (A5.35)

dove il segno uguale vale se e solo se i vettori sono tutti ortogonali tra loro.

Dimostrazione. Dalla (A5.34) e usando che (xg,xs) < (x,x) = I'(x) otteniamo:

D(x1,. .oy Xm, X) <T(x1,. .., xm)T(X) (A5.36)
per una qualsiasi (m+1)-pla di vettori xi,...,X,,x € E. Il segno di uguale vale solo se x appartiene
al complemento ortogonale allo spazio generato dai vettori xi,...,X,,. Iterando la (A5.36) si ottiene la
(A5.35).m
Siano xi,...,X;, m vettori di £ linearmente indipendenti, con m = n, n = dim(£). Sia {e;}2; una base
ortonormale su E e definiamo z;; = (ej,Xx), in modo che x5 = Z;nzl zjrej, k=1,...,m. Allora

(x1,%x1) ... (X1,%Xm)
D(x1,...,Xm) = det
(Xm>x1) oo (X Xm)
Do Tirji(en,eq) o D0 Ti1%,m(e, €,)
= det e e
D ivis TimmTii1(€0,5€5) oo Do o Tipm T, m(€i,, 5 €5,,)
2o TilTil e Dy TilTigm (A5.37)
= det .
Zim Timmximl cee Zim Ez’mmximm
Ti1 ... Tmi X111 ... ZTim
= det
Tim oo Tmm Im1 oo Tmm

= det X det X = |det X|?,

dove la matrice X e’ definita nel modo seguente:

T11 12 e L1m
X=|" = S (A5.38)
Tmi Tm2 -.-Tmm

Questo mostra immediatamente che il determinante di Gram puo’ essere scritto nella forma
(X1, .., Xpm) = | det X|? . (A5.39)
Da questa riscrittura segue il seguente Lemma.

Lemma A5.5Dati m vettori linearmente indipendenti in uno spazio euclideo E, e definita la matrice X come

in (A5.36) (A5.38), si ha

|det X|* = |det(es, x;)|* < [] IIxs012 . (A5.40)
j=1
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dove (e;,%;) indica la matrice di elementi X;; = (e;,x;).
Il Lemma Ab5.5 e’ semplicemente una riformulazione del Lemma A5.4 ed implica la seguente disuguaglianza.

TrOREMA A5.1 (DIsUGUAGLIANZA DI GRAM-Hapamarp) Siano {f;}72, e {g;}}L, due famiglie di m vettori linear-

mente indipendenti in uno spazio euclideo E, e sia (-,-) un prodotto scalare in E e || - || la norma indotta dal
prodotto scalare. Allora
m
|det(ti,g5) < TT 1€ el - (A5.41)
j=1

dove (f;,8;) indica la matrice m x m di elementi (f;,g;).

Dimostrazione. Se {g;}7", ¢’ una base ortogonale E (in modo che {e;}", con e; = ||g;||~'g;, sia una base
ortonormale) allora (A5.40) da
|det(gs, x;)| = |det(es, ;)| T Nl < T llesllixsll (45.42)

j=1 j=1

come voluto.
C0n51der1am0 adesso il caso in cui i vettori {g] *, sono “solo” linearmente indipendenti. Sia g; =

lg;ll~'g;, in modo che ||g;||* = 1, e definiamo 1ndutt1vamente la famiglia di vettori:

é1 = gl )
_ 8 —(8261)81
T 1 (g281) (A5.43)

_ 83— (g3,€1)e1 — (g3,€2)€
1—(g3,€1)% — (g3, €2)2

e cosi’ via, in modo che si abbia (&;,€;) = ¢; ;. La base {e1,...,e,}, cone; = &; Vj = 1,...,m € per
costruzione una base ortonormale.
Seco=1—(g2,81)% con 0 <cp <1,siha

gg = CQéQ + CQ(gQ, él)él . (A544)

Ai fini del calcolo di det(g;,f;), §2 ~ c2€2, ossia non ¢’ € nessuna differenza se al posto del vettore g
prendiamo il vettore co€s: infatti il contributo dovuto a go — co€s €’ nullo, poiche’ corrisponde ad un
determinante con due righe proporzionali.

Ragionando in modo analogo per i termini con j = 3,...,m si trova che g; ~ c;€;, dove ~ ha lo stesso
significato spiegato sopra, ¢c; =1 — (g;,€1)? — - — (g;,€;-1)> e 0 < ¢; < 1.

In conclusione:

|det(gi, £;) = |det(g:, f;)] H lg;ll = |det(e;, f; HCJ 5l

j=1

m m
=TT eilles 161 < TT el &1
j=1 j=1

(A5.45)

che €’ equivalente alla (A5.41).8
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Appendice A6. Alcuni risultati tecnici.
Raccogliamo in questa appendice alcuni risultati tecnici.

Lemma A6.111 numero di grafici di Feynman a s vertici con numeri di coordinazione {|Py|}, ¢ =1,...,s
fissati (o0ssia con il numero di linee uscenti da ogni punto fissato) e’ stimato, per qualche costante C, da

C"n! (A6.1)
dove n e’ il numero di linee del grafico (ossia Y., |Py| = 2n).

Dimostrazione. Iniziamo a fissare un albero ancorato agli s punti. Questo puo’ essere fatto in C"(s — 2)!
modi (vedi Lemma A5.1). A questo punto rimangono da contrarre 2(n — s 4+ 1) linee, e questo puo’ essere
fatto in (n — s+ 1)! modi. Mettendo insieme le due stime si trova la (A6.1).8

LemMa A6.2S%ano {P,} degli insiemi di indici che, per una data collezione di cluster v corrispondenti ad un
albero T, descriva quante e quali linee escono da ogni cluster v. Sia o una costante > 0. Allora

I i <cer (A6.2)
(P} vV (r)

dove n e’ il numero di punti finali dell’ albero 7 e C,, e’ una costante che dipende da .

Dimostrazione. Riscriviamo la somma su {P,} nel modo seguente:

Z: H Z Z X (vincolisu {p, }) (A6.3)

{P,} veV(T) Pw 1Pyl po

dove la funzione y indica il vincolo indotto dal fatto che, se chiamiamo
Qv, =P, NP, , J=1,... 5 (A6.4)

si ha

P, = U Qu, (A6.5)
j=1

(vedi anche (4.54), (4.55)).
Usando la disuguaglianza

R (pvl Fooo D ) (46.6)

PU
| Py |=pv

e trascurando il vincolo yx, possiamo stimare

S (I m)e |

{P,} \veV(r) veV(r)

S o (b )] | (46.7)

Pv

E’ conveniente riscrivere la (A6.7) nella forma

11 [Zvapu (pv1+.l.)q;+pvw>] =11 = (46.8)

veV(r) L pv
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In particolare il fattore Z,, €’ uguale a

yZm

Pug
Sug (A6.9)
_ (1 +,y—a)Pv01+~~~+;Du03U0 _ H (1 +’y—a)pu0j ,
j=1
dove vg1, ... ; V0s,,, SONO i vertici che seguono immediatamente vg. In questo modo

I [ ()| - () e

’UGV(T) Doy veV(r
v>v(g

Iterando la procedura troviamo

Sug Sug Svj
Too [[Zoo, =[] [T @+~ (1 +772))"5" (46.11)
j=1 j=1j'=1

dove vj1,...,vjs, sono i vertici che seguono immediatamente vg;. Possiamo continuare cosi’ finche’ non
raggiungiamo i punti finali di 7. Se chiamiamo P un generico cammino dalla radice di 7 a qualche punto
finale, abbiamo

I z=T[la+r@+y @+, (46.12)

veV(r) P

dove abbiamo usato che i punti finali hanno al massimo 4 linee esterne e la produttoria e’ su tutti gli n
possibili cammini P. Se indichiamo con ¢(P) la “lunghezza” del cammino P, ossia il numero di vertici
attraversati da P, troviamo

«P) ! e\
M z-=T]|> g( a_1) =y, (46.13)
veV(T) P k=0 7

dove €} = % (y* —1)*. Quindi segue la (A6.2), con Cy = C;. ®

LEmMma A6.3Siano {P,} degli insiemi di indici che, per una data collezione di cluster v corrispondenti ad un
albero T, descriva quante e quali linee escono da ogni cluster v. Sia o una costante > 0. Allora

Z H Aol Polx(1Po[26) < om (A6.14)
{Pu}vgVi(T)

dove n e’ il numero di punti finali dell’ albero 7 e C,, e’ una costante che dipende da .

Dimostrazione. 1l Lemma A6.3 € molto simile al Lemma A6.2; useremo qui le stesse notazioni introdotte
nella precedente dimostrazione. Nel nostro caso dobbiamo tener conto del fatto che ogni vertice a cui sono
assegnate due o quattro linee esterne contribuisce con 1 alla produttoria nella (A6.14), piuttosto che con
Y.

Espandiamo la somma in (A6.14) in una somma di C™ termini in ognuno dei quali si suppone assegnato
ad ogni vertice v non banale un indice 3, che puo’ assumere i valori 0 o 1; supporremo che 3, = 0 significhi
che p, < 4, mentre che 3, = 1 significhi che p, > 6.
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In altre parole riscriviamo la (A6.14) nel seguente modo:

4614 =>" ] g0 > a0 D T [ > v orxe=9 (A46.15)

{B,} v mon p. f. {Pv} {Py} v non p. f. (P}

non banali py<4 pyp>6 v banali

Per ogni scelta degli indici 3, associati ai vertici non banali dell” albero 7 consideriamo un qualsiasi cammino
dell’ albero 7 che unisca due vertici non banali v e v'. Tra i vertici banali contenuti nel ramo tra v e v’ ce
ne possono essere alcuni in cui “succede qualcosa”, ossia alcuni in corrispondenza dei quali avvengono una
o piu’ autocontrazioni (e quindi in corrispondenza dei quali I’ insieme P, cambia rispetto al vertice subito
precedente). In particolare, possiamo assegnare ad al massimo due vertici banali tra v e v’ in cui succede
qualcosa I’ indice 3, = 0.

La discussione precedente serve a mostrare che il numero di vertici (banali o non) con associato un indice
By = 0 € stimato da Cn. Ogni vertice v con la proprieta’ di avere (3, = 0 contribuisce alla somma di (A6.14)

con un termine del tipo:
> (pm RS ) (46.16)

pv=2,4

dove v1,...,vs, sono i vertici che seguono immediatamente v.
Se per semplicita’ supponiamo di avere solo vertici finali a quattro gambe esterne (la dimostrazione si puo’
poi estendere banalmente al caso generale), la somma p,, + --- + p,, €’ maggiorata da

Sv
E 4 (m47'Ui T Ma;y = T My, + ki) (A6'17)
i=1

dove i vertici v;,1, ..., v, sono vertici con le seguenti proprieta’:

(1) seguono v; nell’ ordinamento indotto dall’ albero 7;
(2) sono associati ad un indice (3, = 0;
(3) trav; ev;; j=1,...,k non ¢’ e nessun vertice v’ associato ad un indice 3,» = 0.

Il motivo per cui vale la maggiorazione (A6.17) e’ che ogni p,, €’ sicuramente minore del numero totale di
linee uscenti dagli my4 ,, vertici finali contenuti in v;. Non solo, possiamo tenere conto del fatto che ad alcuni
vertici (diciamo v; 1, ..., vk, ) contenuti in v; €’ associato un indice 3 = 0; vediamo allora subito che alla
stima (troppo drastica) p,, < 4my,, possiamo togliere i contributi dovuti ai punti finali seguenti i vertici
vj,j, a patto pero’ di sostituirvi un 4 (che e’ il massimo valore possibile di p,, ;).

A questo punto ogni somma (A6.16) puo’ essere maggiorata da

21+Z:l1 4(m4,yi Ty g T T My “Fki) (A618)
Mettendo insieme tutti i contributi dei vertici con 3 = 0 otteniamo:
02 oo [F T A (00— 1000,y =000, )] ma g +(1L4)Cn (A6.19)

dove C'n stima il numero di vertici con 8 = 0.
Rimangono ora da eseguire le somme sui vertici con 3 = 1. Ognuno di questi vertici contribuisce alla

(A6.14) con un fattore
> yan (Pm + D, ) (46.20)

Pv=0,8,....pv) +++Dug, Pv
La (A6.20) puo’ banalmente essere maggiorata da

Doy +'”+pusu

>, o <pm +~-~+pvsv) = (L4 > (46.21)

o Py
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Per maggiorare, possiamo allora anche decidere di aggiungere per ogni vertice con 5 = 0 (di cui abbiamo
gia’ stimato il contributo) un fattore

Pvy +'”+pusu

> (p”l Tt P, ) (46.22)

ol Pv

Ci ritroviamo adesso con la stessa quantita’ che compare nella dimostrazione Lemma A6.2. Ripercorrendo
gli stessi passi seguiti la’ otteniamo la (A6.14). m
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Appendice A7. Dimostrazione del Teorema 6.1

AT7.1.Dimostrazione del Teorema 6.1

Vogliamo dimostrare il Teorema 6.1. L’ enunciato che daremo qua e’ leggermente diverso da quello dato
nel capitolo 6; la principale differenza e’ che si supporra’ che i settori angolari non si sovrappongano tra loro
(vedi scelta della funzione Xs,h) nel Capitolo 4). Il Teorema 6.1 come enunciato nel Capitolo 6 € un banale
corollario del Teorema dimostrato qui sotto.

La dimostrazione qui riportata e’ basata sulla traccia proposta in [FMRT], ma contiene molti dettagli in
piu’. In particolare viene proposta una stima esplicita delle costanti che compaiono nella (A7.2) piu’ sotto.

TEOREMA 6.1A Sia d=2 el > 4. Sia P una partizione della corona circolare di raggi 1 —~" e 14+~" in v 3

settori angolari o; uguali fra loro. Sia o1 un settore fissato.

. o ) h—h ) . L -
Siano Qg - -+, -1 insiemi assegnati, ognuno formato day~= settori angolari o; contigui, con h < h < 0;

h

in altre parole gli insiemi ; sono settori angolari “meno raffinati” dei settori o;, di ampiezza ) = 27yz.
Il numero di (I-1)-ple di settori compatibili con le sequenti condizioni:

ki € 01
kieo,nQ; i=23,---,1
. (A7.1)
Zki =0
i=1
e’ stimato da
Cl (Qy~7)3 (A7.2)

se 127% < g, dove C ed € sono costanti indipendenti da l e da h.

Dimostrazione. Dato un settore o;, chiamiamo w; il vettore di modulo uno che punta verso il centro del
settore. Data una (I-1)-pla di settori o;, decidiamo di chiamare o; e ;1 due settori tali che |w; - w;—1] sia

minimo tra tutti i prodotti scalari |w; - wjl|, i, = 2,---,1. L’angolo tra w; e w;—1 quindi €’ il piu’ vicino
o o e , / , . ;o ” .
possibile a 7; chiamiamo ¢’ o m — ¢’ quest’ angolo, in modo tale che ¢’ sia sempre < 5. Nel caso ci siano

piu’ coppie con lo stesso ¢, scegliamo con un qualche criterio una di queste (ad esempio chiamiamo w; il
vettore tra quelli delle coppie in questione piu’ vicino ad un certo asse prefissato, e w;_ il vettore che forma
con esso |” angolo ¢’ o, se ci fosse ancora ambiguita’, il vettore dei due possibili che lo segue sul cerchio, se ci
muoviamo da w; in senso orario). Chiamiamo poi ¢ (o ™ — ¢, con lo stesso criterio seguito sopra) I’ angolo
tra k; e k;_1. Notiamo che ¢ — ¢’ = 2m0(y? ), dove o(¢) vuol dire che |o(¢)| < e. In seguito sara’ utile anche
la seguente notazione: diremo che f(g) = O1.2(¢) se 3C1,C2 > 0t.c. Cre < |O12(e)] < Cae, con Cy e Cy
indipendenti da h, j e L.
Sia j < 0 tale che F97 < ¢ < Z47%1. Notiamo che, per costruzione

(M

> 2my (A7.3)

N

0, equivalentemente, j > %—1-3. Contiamo quante (1-1)-ple ci sono con un dato j, compatibili con le condizioni
(A7.1). Per contarle le costruiremo esplicitamente, fissando uno ad uno gli 1 vettori; risultera’ chiaro che con
il procedimento con cui le costruiremo alcune l-uple verranno contate due volte (quelle in cui ci sono piw’
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coppie di w che formano tra loro I’ angolo ¢’) ma visto che riusciremo ad ottenere la stima voluta gia’ con
questo procedimento, non ci interessera’ trovarne uno piu’ efficiente.

h
2

wg puo’ essere scelto a priori in %7 modi. I vettori ws,---,w;—2 devono formare con +ws un angolo

2

_h

< ¢/, quindi ognuno di essi puo’ essere scelto in al massimo min{Q,4%+’}2%= modi. In realta’ per j molto

negativo ho un’ ulteriore restrizione nella scelta di ws. Supponiamo infatti di aver fissato tutti gli [ — 1

settori e tutti gli [ vettori k;. Se usiamo la direzione del vettore ws come asse di riferimento, le coordinate
dei vettori k; i # 1 saranno:

=+ cos(9; + 2mo(y
+sin(¥; + 2mo(y

[N

k; = (1 +o0(y")) < ))) (A7.4)

)

dove ¥; = %0(7j ). Supponiamo che 27r7% 11< 1—1()% Allora gli angoli che compaiono negli argomenti delle

funzioni seno e coseno nella (A7.4) sono < 15%. Questo ci permette di usare le seguenti proprieta’:

sind = 0172(’[9)

1 AT7.5
cost = 50112(192) ( )

dove, se ¥ < HZ Oy = Sinél_fl’j) e Cy = 1. Usando la (A7.5) e la (A7.3), la (A7.4) diventa:

10 2
+1+ E0"y2j)

ki=(1+o0y" ( 32l AT.6
(o) (F e (A76)
La condizione (A7.1) ci dice che k1 = —ky — - -+ — k;. Quindi, usando la (A7.6), vediamo che la componente

y di ki deve essere della forma +sind] = (14 0(y"))(I —1)2%0(7?). Usando che arcsinz = Fo(z) per < 1,
otteniamo:

¥4 < arcsinmin{1, (1 +~")(1 — 1)%%} < min{g, C3(l—1)97} < C3(1 — 1)7 (A7.7)

dove C3 = %(1 + 1o55) ( 155 © una stima di o(y") ottenuta usando la (A7.3)).
h

Vediamo allora che wy puo’ essere fissato in al massimo min{{2, C3ly” % modi.
Notiamo, poiche’ sara’ utile in seguito (vedi caso 2b piu’ sotto), che se vogliamo fissare i primi 1-3 vettori w

con il vincolo che w1 + ws + -+ +wi—2| < C’l*y% < %, il numero di modi possibili di farlo ¢’ minore di

e
. ™ Y 2 1 Cl
Q,4—~7 — A7.8
(mm{ A3 5 ) sin Z 27 (478)
Infatti, una volta fissati ws, - -+, w;_s, wa deve essere scelto in modo da cancellare a meno di C’lv% la somma,

V =ws+ -+ w—2. Questo puo’ essere fatto con il seguente criterio: considero il vettore wo che formi
con v I’ angolo piu’ vicino possibile a 7; nel caso migliore ws + v sara’ nullo entro Cl’y%. Posso considerare
i vettori w) che formano con wy un angolo minore di arcsin(Cly#%); nel caso migliore anche questi vettori
avranno la proprieta’ di avere somma nulla (a meno di Cly?) con v. I vettori w) che formano con wy un
angolo maggiore di arcsin(Cly?) sicuramente saranno tali che |w) + v| > Cly? (poiche’ la componente di
wh ortogonale a v sara’ maggiore di C’lv%).

Abbiamo allora fissato i primi [ — 3 vettori. Qual €’ il numero N; di modi di scegliere gli ultimi due vettori,
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in modo che I’ angolo tra di essi sia compatibile con il dato j, e in modo che le condizioni (A7.1) siano
rispettate?
Definiamo:
a=—w)— " — w9 (A7.9)

ate=k +k_, (A7.10)

dove k’ ¢’ il versore di k.
Usando sempre wo come asse di riferimento troviamo che:

wi = (14 o(v")) <i§f§§3§> (A7.11)

dove ¥; = Zo(y7) i # 1 e = Cslo(y7) I vettori k; hanno la forma (A7.4), a parte k; che ¢’ uguale a

ki = (1+0(")) (igfj((g;lf ) (A7.12)

dove ¥} — ¥y = 27o(7%).
Usando la regola di addizione dei seni e coseni, le relazioni (A7.5) ed (A7.3) e il fatto che sind = o(¥) per
ogni ¥, si trova:

[ By
ki —w; = <(27T+WT2) 0(7%)> (A7.13)

L’ equazione precedente e’ valida per i # 1; per ¢ = 1 vale una formula uguale con (Cg + ”4—2) lo(~7 7%) al

. 2 _—
posto di (% + T’T) o(y?v?).
Sostituendo questo risultato nelle espressioni per a e per a + ¢ otteniamo:

-2 k

3 Cro(y777)
=k +k_ ki —w;) =k +k_ l h AT7.14
? L 1+1‘:1( W) R ( 050('75) ( )
e
— Cso(777%)
=kl+k_,—k —k_ —g ki —w;) =1 , AT7.15
€ 1 + -1 l -1 ( w ) ( 070(7%) ) ( )

i=1

2 2
dOVGC4:3%4—03,05:271'—"-%,06:044—%eC7=C5+%.
Siamo ora pronti a stimare N, nei due casi in cui I’ angolo tra k; e k;_1 sia ¢ oppure m — (.

Caso 1

Supponiamo che I’ angolo tra k; e k;—1 sia .

In questo caso e’ conveniente ruotare il sistema di riferimento fino a far coincidere 1’ asse x con la direzione
di a. Sia ¥ (o 7 — 4, in modo che ¥ sia sempre < 7) I” angolo tra wo e a. Le coordinate dei vettori cambiano

nel seguente modo:
T +cost x +sind y
(y)q(icosﬂyisinﬂl) (A7.16)

Se j =0 (ossia ¢’ > ) 0 hpuo’ essere un angolo qualsiasi. Se invece j < 0 ¢} €’ necessariamente < <p’+27r0(2%)
oppure > 7 — ¢’ + 270(272).
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In entrambi i casi e’ facile verificare che le coordinate di € e di a—k; —k;_1, nel nuovo sistema di riferimento,

sono: .
=1 (Csoww))
- h
Coo(7%) (A7.17)
a—k — ki =1 <C100(’777;))
Crio(v?)

dove Cg = Cy + %TFCE,, Cy=Cy+C5, C19 =Cs + 35771'6'7 e C11 = Cs + C.
Siano —a e ¢ —« gli angoli che rispettivamente k;_; e k] formano con a (supponiamo che gli angoli abbiano
un segno e che, per definizione, I’ angolo formato da k; con a sia positivo).

Si ha:

, ,_{ cosa+cos(p—a) \ ([ |a] +Cipo(riy?)

1—1 +kl— (—sina+sin(<p—a) =a+e= lCllo(f}/%) (A718)
Almeno uno dei due angoli a e ¢ —a e’ < 7, diciamo «. Allora, dall’ equazione (A7.18) per la componente

y, abbiamo:
101 1 0(’7 % )

\/1 — (sina + tllCHo(’y%))2

dove t; €’ un parametro di interpolazione compreso tra 0 e 1.

¢ —a = arcsin (sina + lCllo(V%)) =a+ (A7.19)

1
10v2°

Scegliamo lfy% abbastanza piccolo perche’ ZCHV% sia minore di In questo modo sin o + tllcllo(*y%)

11
10v2

dove 012 =1/ %

Quindi vediamo che, fissato «, il settore cui appartiene ¢ — a €’ determinato a meno di %l; questo non

¢’ minore di

e

h
2

p—a=a+1Co(y?) (A7.20)

era ovvio a priori, poiche’ ¢ non era fissato, ma era solo compreso tra $+7 + omo(v%) e it 4 2mo(v%)
(tra i due angoli ci sono “tanti” settori, ~ %”yjﬂy*%).
Cerchiamo di fissare k;_;. Consideriamo I’ equazione (A7.18) per la componente x e sostituiamoci il

risultato appena ottenuto (A7.20):

la] + lCloo(ij%) = cosa + cos(p —a) =

1 h 1 h
= cos(£ + Z1C120(v#)) + cos(£ + 51C1z0(7 %)) =
2 2 2 2
2
1 2 2 1(Cis \/gﬂ' 9 j b (A721)
—2—1 O1,2 1—6|02,13(7 )|+§<T 1 Fo(v'v2) || =

2
T . .
=2- 6_4|01,13(72J)| + Cral?o(y77%)

2 .
dove C13 = 2, C14 = % (% + %) , ed abbiamo usato che Cy =1 e p = 0213(7/) + 2770(7%).

Possiamo riscrivere I’ ultima equazione nella forma:

a 71'2 . - hn
1= Bl 10102 + Cutolrin?) (A7.22)
2 128
dove C15 = %014 + %Olo-
Possiamo ora risolvere I’ equazione (A7.18) per la componente z nel seguente modo:

cosa + cos(yp — a) = cosa (1 + cos(p — 2a)) — sinasin(p — 2a) =

C? o o A7.23
= cosa (2 - $12|0(’yh)|> + gC’lglo(nyy}i) = |a| + lC’loo(fyLy%) ( )
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sia minore di <. Allora possiamo invertire 1’

Supponiamo che l’y% sia scelto cosi’ piccolo che -

equazione (A7.23) ottenendo:

C3312.h
oalel

|a] 10 012212

o2 Lol )+1g( 012+Clo)zo(y7 ))

12Cig0(77~%)
) 2
1- (% + t2l20160(’7‘7’7%))

(a) \/ PCis0(y/7?)

s () - ¢ i
(5)
(

. . . A7.24
AT28 (1 L t2120160(w7%)) (1 + g t2120160(7w%)) (47.24)
/10 12Chgo(yiy
= arccos % + 9 160077%) =
\/1 - E + 1512C160(7i7 %)
B |a|) /10 1Ci60(777%)
= arccos | - —
\/128|01 13(7%)] + 12(C15 + Cig)o(viv2)
dove t tro di interpolazi tra0eleChg=20C14 110 (xn) 4 y0). Nel
2 € un parametro di interpolazione compreso tra 0 e 1 e Ci6 = 15525 + 57 (2 12 + 10). e
penultimo passaggio abbiamo supposto di scegliere 127 > cosi’ piccolo che Cgl%y 5 < %; nell’ ultimo abbiamo
usato la (A7.22).
Consideriamo ora due sottocasi:
(a)
1016 )] + (Cas + Crgholyin) > = S
Tog V113 15 16 198 2
In questo caso la (A7.24) si puo’ riscrivere nella forma
al ¥yt
AT.24 v = arccos < ) + Ch7l?0 — (A7.25)
Y
dove Cy7 = ,/19—0 i_fﬂ . Quindi come voluto kj ha la liberta’ di occupare al massimo 2%[2 settori.
(b)
- 2C
. 2 12 JnE —L2 A7.2
AT.24 128|O1 1Y) +15(C15 + Cig)o(v/72) < 28 2 ! (AT7.26)
In questo caso otteniamo
C
A7.25 17T28 21 2 12(Cy5 + Cig)|o(r?73)] < 0 (A7.27)

Ma allora v/ = [2Cyg0(y %) dove Cig = 2(0%42016) 17728. L’ equazione (A7.18) per la componente x questa

volta ci da’:
14 cosa > cosa + cos(p — o) =

AT7.26 2 o 5, ik . . (A7.28)
=2 710113 (vY) [+ CralPo(y/72) = 2 = "Cho lo(v™)]
dove
A7.26a Cho 018013 + C18C14 (A7.29)
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1 )

Questo implica che 1 — cosa = 140190(7}1) e quindi che a = 120200(7%), con Coy = ,/2% come volevasi
dimostare.

Caso 2
Supponiamo ora che I’ angolo tra k; e k;—; sia m — ¢. La cosa conveniente da fare adesso e’ ruotare il
sistema di riferimento fino a far coincidere —kj_; con il nuovo asse x; 1’ angolo di cui dobbiamo ruotare €’

ancora < ¢’ + 27r0(7%) oppure > m — ¢’ + 27r0(7%). Se —a ¢’ ancora |’ angolo tra kj_; e a, valgono le

seguenti relazioni: X
S _ Gk

wre= (U300 = (e ticenn ) o
Sm @ |a]sin o + [Cyo(72)

. h ™ ; h
la| = 2sm§ +14/C2 4+ C20(y%) = 101130+ + 1Cs10(7%) (A7.31)

dove abbiamo usato che ¢ = %02713(7j) + 27‘1’0(’}/%) (ricordiamo che Cy = 1 e Ci3 = 2) e dove Co =

T4+ VC5+Cs.

Notiamo subito che possiamo fare in modo che |a| sia minore di, ad esempio, %;

> %, diciamo sin a. Allora la componente y dell’ equazione (A7.30) mi direbbe che sin ¢, che e’ minore di 1,

infatti o cosa o sina €’

dovrebbe essere uguale ad un oggetto > 4—\7/5 +1 C’go(’y% ), il che €’ impossibile se scegliamo [ 2% opportunamente

piccolo. Ad esempio se scegliamo 17% cosi’ piccolo che I(Cy + 08)7% < F?/i’ |a] e’ sicuramente minore di
Z. Dal fatto che |a] < I e dalla (A7.31) trovo che:

B 21\/CZ + CRo(r})

(p = 2arcsin — + 2
\/1 - ('i;‘ + tgz\/MO(W%)) (A7.32)

. |a| 32 h
= 2arcsin — + ——14/C2 + CZo(~?2
2 \/3—1 8 9 (’V )
dove t3 €’ un parametro di interpolazione compreso tra 0 e 1, e dove 17% e’ scelto abbastanza piccolo perche’
@ +1,/C3 + 0920(7%) sia minore di }—2 (ricordiamo che, per quanto detto sopra,% < }—g).
Vediamo quindi che ¢ puo’ appartenere al massimo a —5—1 /C3 + CZ settori.

V3lm
Consideriamo allora ¢ fissato e cerchiamo di fissare o. Consideriamo due sottocasi:

(a) Sia |a| > %%”yj (vedi (A7.31)). I’ equazione (A7.30) per la componente z ci da’

1—cosyp ngo(fyj*y%)

cosq = + (A7.33)
al |al
Si ha )
% = Oo(77) (A7.34)
9z
dove Cy = 2Z&-; inoltre
iz
ICso(v7 C
so(y’7*) =1 Wg 0(7%) = 10230(7%) (A7.35)
2] 13
Invertiamo la (A7.33):
h
@ = arccos 1= cosy + [Cas0(?) (A7.36)

al o 2
1- (1 ‘(;Ofcp + t410230(’}/%))
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Ora, se j < jo, dove jg e il piu’ grande dei j tali che Caoy/ < l e se 17% e’ scelto opportunamente piccolo
(in modo che ICagy? < &), la (AT. 36) mi dice che, come Voluto Q= arccos 1‘;0'“3 + 10 10230(7%).

: .S . 9C L j 1
Se invece j > jo, 155505 < sm% < 7 dove abbiamo usato che ¢ = 502,13(73)4—2770(72 ), che 770 > &

e la possibilita’ di scegliere 72 cosi’ piccolo che 27r*yz < 10 T 27022 Quindi

1-— 1-— 1 1
|C(|)S<,0: ) .C0i<p+(1—cos<p) (ﬂ_2'—“’>_
AT7.34 a St g 1 a S 2 (A7.37)
h

\/CE+C2 . e . . h
dove Cyy = ﬁ e dove ancora una volta abbiamo usato la possibilita’ di poter scegliere 72
T607Cag 4 2 4Caa

opportunamente piccolo (abbastanza perche’ 10247 <3 \/—) E’ ancora possibile stimare con costante la

derivata che compare nella (A7.36); scegliendo 172 in modo che 102372 < oo otteniamo che a puo’

100v2
appartenere a \/ﬁl settori angolari.

(b) Sia |a|] < chﬂyﬂ in questo caso si ha v/ = 18021 o(7%) (vedi (A7.31)) e |a] = ICy0(y%). Dato che
|a] puo’ essere vicino a zero quanto vuole, sembra 1mpossibile fissare «¢ in un numero prefissato di settori.
Possiamo pero’ usare |’ osservazione fatta prima della (A7.8) per controllare il numero totale di scelte da
fare.

Abbiamo completato la stima del numero di modi in cui si possono scegliere gli [ — 1 vettori w in modo
tale che la (A7.1) sia rispettata quando j e’ fissato ad un dato valore.

Ci rimane da sommare su j il risultato ottenuto.

Mettendo insieme tutti i risultati della discussione precedente abbiamo che il modo di scegliere gli [ — 1
settori a j fissato e’ stimato da

h _g -4
min{Q, C3l+’ } - <m1n{Q 4=~ } ) (2012121 max{C17, Cao}+

2r 2
+ o 1fC + G 2, 1O )
8 21 " 27y/5359
A7.36 (A7.38)

o 1—4
(mln{ﬂ 4—r } 2) .

s _ﬁ

1 7T01 16 [ ~o 2 2 : 8021 h
Q J

s1n442\/ 7r G5+ Gy X( w4 ?)

dove I’ ultimo addendo tiene conto del caso 2b discusso sopra.
Il contributo della somma su j sull’ ultimo termine e’ stimato da

h -3 T
v 2 7 T Cl 16 9 9 81Co
. Q 1 -2 AT,
AT7.37 < 27T> ST £12 3in I\/Cs + C§ | log, o) (A7.39)

Per stimare il contributo del primo termine conviene riscrivere la somma

‘ 14
A7.37a Z min{Q, C5ly’} (min{Q, 4%73}) (A7.40)

£43<j<0
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nel seguente modo:

Z + Z + Z min{Q, Cslv’} (min{Q,élg'yj}) (A7.41)

Q>Cslyd F4I<QLCslyd Q< Eyd

dove si sottintende che le somme vanno eseguite anche con il vincolo % +3<j5<0.
Il contributo del termine ~ > o ;.5 €

) Q\3 -3
S Galen) (R < <E) 031(2@1*4&71 < Q=3(2m)i—t (A7.42)
O>Cslyd

11 contributo del termine ~ E% 4i<Q<Cylys € minore di

_ 4C51
Q'3 log, — (A7.43)
Infine la somma EQ<%W’ ha al massimo 2(1 + log, 2) addendi non nulli.
Infatti j deve essere compatibile con le condizioni:
K’Y] < QOI < K/yj"rl
i 4 (AT7.44)
—~J > Q
4 Y
dove ¢’ €’ della forma ¢’ = mQ 4 o(2) per qualche intero m compreso tra 0 e fy*%.
Ma allora le (A7.44) sono equivalenti alle condizioni
Q Q ,
m— +o <—> < E”yj <mQ + o(Q)
g v/ 4 (A7.45)

Zj Q
1

Vediamo che, affinche’ le due condizioni in (A7.45) siano tra loro compatibili, m # 0. Supponiamo che le
(A7.45) siano soddisfatte da una certa scelta j = j e domandiamoci quali sono i possibili jo tali che anche
la scelta j = j + jo soddisfi le (A7.45).

Vediamo subito che la prima delle (A7.45) implica che (m — 1 + 5m11)% < 247 < (m+1)Q. Ma allora

(m—1+6m,1) ; (m+1)y
e <7’ < ot

sugli m > 1, troviamo che jo puo’ assumere al massimo 2(1 + log, 2)

la condizione perche’ le (A7.45) valgano per j = j + jo e’ che

(m—l+5m,1)
(m+1)y

e quindi,

calcolando il massimo di
valori.
Quindi in definitiva il contributo del termine ~ ZQ<%W’ e Q'732(1 + log, 2).

Mettendo insieme tutti i contributi otteniamo che il numero di (1-1)-ple di settori compatibili con le (A7.1)
-3
e’ stimato, come voluto, da CI* (Q"y_%)

Se v = 2 possiamo scegliere C' = 1317 e ¢ = 2% 10~7 (come si puo’ verificare calcolando esplicitamente le
costanti numeriche che abbiamo incontrato nella dimostrazione).m

AT7.2.Dimostrazione del Lemma A7.1

In questa sezione vogliamo dimostrare il Lemma A7.1, che fornisce una stima del conteggio dei settori (come
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quello del Teorema 6.1) nel caso di a < 1. Come gia’ accennatto nelle osservazioni al Teorema 6.1 riportate
nel Capitolo 6, nel caso in cui o < 1 compare nella stima sul numero di settori un fattore logaritmico |h|, se
h € la scala dei settori angolari. La dimostrazione del Lemma si basa su quella del Lemma 2 in [FMRT].
Mentre la’ pero’ si trattava specificatamente il caso a = 1, qua si tratta genericamente il caso a < 1.

Lemma A7.1 Sia d=2 e | > 2. Sia P una partizione della corona circolare di raggi 1 —~+" e 1 +~", h <0 in
v~ settori angolari o; uguali fra loro, dove o e’ tale che 0 < a < 1.

Il numero Ny di (21)-uple di settori compatibili con le sequenti condizioni:

kico;nNQ; i=1,---,21

2 (A7.46)
i=1
e’ stimato da
CHy=M2=2 {1 + |h|61.2} (A7.47)

per qualche costante C.

Dimostrazione. La somma di 2/ vettori k; con modulo vicino a 1 entro 4" puo’ essere nulla solo se la
somma dei primi 2] — 1 vettori ha modulo vicino a 1 entro 4". Quindi possiamo stimare N; con il numero
N/ di (21-1)-ple di settori compatibili con le seguente condizioni:

kico;nQ; i=1,---,2[—1

20—1
AT7.48
S k| <2t (AT45)
i=1
Una volta volta fissata una configurazione di vettori k; € oy, i = 1,...,2l — 1 tale che ‘Zf;l k| < 29",

lasciando variare liberamente i vettori k; nei settori o; di ampiezza y*" si otterranno configurazioni tali che
’Zf;l ki’ < 29" + Cly*h. Quindi possiamo ancora stimare N, con il numero A; di (21-1)-ple di settori
compatibili con la seguente condizione:

20—1

>k

i=1

{kico;nNQ i=1,---,21—1} — < Clyh (A7.49)

per qualche costante C. E’ facile rendersi conto che, dato che i settori hanno ampiezza 2wy®",

2l—-1

N; < Cly=ah(@=1) / H dk;6(k;| — 1) f (ks + - + koy_1|) (A7.50)
1=1

dove f(|k|) e una funzione C*° a supporto compatto, uguale a 1 se ‘|k| — 1‘ < CH*h e uguale a 0 se
’|k| — 1’ > 2Cy*". Per semplicita’ stiamo chiamando tutte le costanti con C, anche se in effetti sarebbe
necessaria una costante diversa per ogni stima. Per convincersi della validita’ della (A7.50) basta notare
che, assegnando una (21-1)-pla di settori o; compatibili con la (A7.49), I’ espressione a secondo membro nella
(A7.50) conta almeno con 1 questa configurazione.

Sia f([t]) la trasformata di Fourier di f([k]|):

f(th) = / ke~ £ [k (A7.51)
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Allora possiamo riscrivere la (A7.50) nel seguente modo:

21-1
i < Cly=eh@=D) / IT dkio(ii] - 1) / dtett e f(jg]) =
i=1 (A7.52)
clymehe) [ gt (e
dove Jy(|z|) € la funzione di Bessel di ordine 0:
Jo(lz]) = / dfeivcost (A7.53)
E’ noto [S] che la funzione di Bessel Jy(z) puo’ essere stimata nel modo seguente:
C, se|z| <1,
o) <) £ el > 1 (A7.54)

per qualche costante C. Per stimare la (A7.52) abbiamo bisogno anche di una stima su f(|t|). Se |t| <1 si
trova

F(ED] = }/|k|d|k|J0(|t||k|)f(|k|)} <oyt <1 (A7.55)

Se invece |t| > 1 abbiamo:

~ o 1
0601 = D 4D k| < O (47.50)
o anche )
7)1 = | a4 )1 )| < (47.51)
Mettendo insieme le due stime (A7.55), (A7.56) si trova:
F(ED] < Oy ~(a+22) (A7.58)
Per qualsiasi 0 < e < 1.
Iniziamo a considerare il caso | > 2; sostituiamo le (A7.55) e (A7.54) nella (A7.52). Si ottiene:
N < Cl,yfah(Qlfl)/ dt|t|7zl;17ah|t|7% < Ol,_yfah(2l71),yah _ Cl,_yfah(2l72) (A7.59)
[t]>1
che €’ la stima voluta. Se invece | = 2 usiamo la (A7.58) che, sostituita nella (A7.52), ci da”:
3 ) 2e|h|
N2 < C’Y_Bah/ dt|t|_§’7(1_26)(ah)|t|_(§+28) _ 0,7—2o¢h— (A?GO)
J6]>1 2
Scegliendo, nell’ ultima riscrittura della (A7.60), 2¢|h| = 1 troviamo:
Ny < Cy~2eh (A7.61)

che e’ la relazione voluta.m
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