
Algoritmi e complessità
computazionale

Università Roma Tre – Dipartimento di Matematica e Fisica
IN440 – Ottimizzazione Combinatoria
Prof. Marco Liverani



Problema, istanza di un problema, soluzione ammissibile

§ Un problema astratto viene definito descrivendo i dati del problema, le variabili del problema stesso e 
l’obiettivo che si vuole raggiungere con la soluzione del problema, operando sui possibili valori delle sue 
variabili
• Es.: dato un insieme di n numeri voglio trovare il valore massimo (o il minimo o il valore medio); dato un grafo G

e due vertici u, v ∈ V(G) voglio trovare, se esiste, il cammino più breve da u a v

§ Istanza di un problema: l’insieme delle informazioni necessarie per definire i termini di un problema 
concreto ed attuare un procedimento di risoluzione
• Es.: l’insieme degli n numeri di cui voglio trovare il massimo (o il minimo o la media); le liste di adiacenza o la 

matrice di adiacenza del grafo G e i due vertici u e v tra i quali voglio trovare il cammino più breve (se esiste)

§ Insieme delle soluzioni ammissibili (spazio delle soluzioni): l’insieme di tutte le possibili configurazioni 
delle variabili di un’istanza di un problema, che soddisfano i requisiti e i vincoli imposti dal problema 
stesso e dalla specifica istanza che si sta considerando
• Es.: nel problema del calcolo del massimo in un insieme di n numeri, l’insieme delle soluzioni ammissibili è 

composto da tutti gli elementi dell’insieme; nel problema della ricerca del cammino più breve tra due vertici di 
un grafo, l’insieme delle soluzioni ammissibili è costituito da tutti i cammini esistenti tra i due vertici presi in 
considerazione
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Algoritmi
§ Un algoritmo è una formalizzazione di un procedimento di calcolo

§ In matema?ca, prima ancora che in informa?ca, il conce@o di algoritmo si trova ovunque: ogni 
espressione aritme?ca rappresenta un procedimento di calcolo e dunque un algoritmo che si deve 
eseguire per calcolare il valore di una funzione in un punto o il valore numerico di un’espressione 
aritme?ca, una volta definito il valore delle singole variabili
• Es.: una sommatoria descrive in modo sinte@co l’operazione di somma iterata più volte, al variare di un indice in 

un determinato insieme numerico

§ Algoritmo: procedura che rispe@a i seguen? requisi?:
1. è cos@tuita da passi elementari (alla portata delle «competenze» e delle «capacità» dell’esecutore);
2. i passi sono in numero finito;
3. termina dopo aver eseguito un numero finito di istruzioni (per ogni istanza del problema).

§ L’esecuzione di un algoritmo, quindi, termina sempre dopo un tempo finito, individuando la soluzione del 
problema, ovvero dichiarando che la soluzione non esiste o che non può essere trovata

§ NOTA: il termine «algoritmo» deriva da una la1nizzazione del nome del matema1co, astronomo, geografo 
persiano Muḥammad ibn Mūsā al-Khwārizmī, padre dell’algebra vissuto nel 800 d.C.
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Esempio

§ È centrale nel concetto di algoritmo la reiterazione, la ripetizione per un numero anche molto elevato di 
volte (purché finito), di un insieme di operazioni elementari

§ Ad esempio consideriamo il seguente algoritmo per il calcolo del minimo comune multiplo tra due interi 
positivi x e y:

§ I passi 2 e 3 vengono ripetuti più volte fino a quando mx e my non assumono lo stesso valore; i passi sono 
in numero finito e sono tutti «elementari» (si tratta di somme e confronti tra interi). Come possiamo 
essere sicuri che prima o poi termini e non prosegua i calcoli all’infinito senza trovare la soluzione?
• Dati x, y > 0 certamente xy è un multiplo sia di x che y; mx e my sono multipli di x e y rispettivamente, quindi nel 

caso peggiore ad un certo punto raggiungeranno entrambi il valore xy (oppure l’algoritmo potrà terminare prima 
con due valori di mx e my minori di xy)

• Siccome procediamo per incrementi successivi del multiplo minore, il multiplo comune su cui l’algoritmo 
termina sarà il più piccolo (il minimo multiplo comune ad x e y)
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Esempio
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mx my

4 7

8 7

8 14

12 14

16 14

16 21

20 21

24 21

24 28

28 28

mx my
9 12

18 12

18 24

27 24

27 36

36 36



Esempio (sbagliato)
§ Dato un intero n > 0 si vuole calcolare la radice quadrata di n

§ Anche in questo caso la procedura è composta da un numero finito di passi elementari...

§ ... ma purtroppo non funziona! Ci sono casi (istanze del problema) in cui produce il risultato esatto ed altri 
in cui invece non produce alcun risultato

§ Esempio:
• se n = 9, la procedura funziona e trova che la radice quadrata è i = 3
• se invece n = 8, la procedura non termina mai la sua esecuzione (8 non è un quadrato perfetto, la radice non è 

un numero intero!)
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Pseudo-codifica di un algoritmo

§ Per descrivere un algoritmo utilizziamo uno «pseudo-linguaggio», con cui componiamo lo pseudo-codice 
di un algoritmo:
• leggi: acquisisce in input un dato e lo memorizza in una variabile (es.: lettura di un dato inserito dall’utente con 

la tastiera del computer o del terminale)
• scrivi: visualizza in output un dato (es.: visualizzazione sullo schermo del computer o del terminale usato 

dall’utente)
• assegna: assegna ad una variabile un valore costante, un valore presente in un’altra variabile o risultato di 

un’operazione tra variabili e valori costanti (es.: y := 3 + x)
• se ... allora ... altrimenti ...: valuta una condizione booleana definita come confronto fra variabili o costanti e 

sceglie se eseguire determinate istruzioni (se la condizione booleana è vera) oppure altre (se la condizione è 
falsa)

• fintanto che ... ripeti le seguenti istruzioni ...: esegue le istruzioni indicate fintanto che la condizione booleana 
indicata è vera (termina l’esecuzione delle istruzioni, quando la condizione diventa falsa)

• stop: termina l’esecuzione dell’algoritmo
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Programmazione strutturata

§ È opportuno descrivere gli algoritmi in pseudo-codice, perché è più generale, non ci vincola ad un 
linguaggio di programmazione specifico e alleggerisce la notazione

§ Utilizzeremo un linguaggio imperativo/procedurale: è centrale il concetto di variabile, l’algoritmo esegue 
continue assegnazioni e riassegnazioni di valori alle variabili fino ad arrivare ad una condizione di stop in 
cui termina l’algoritmo

§ Adotteremo le regole della programmazione strutturata: nella progettazione di un algoritmo possono 
essere utilizzate solo tre strutture
• sequenziale: le istruzioni si susseguono una dopo l’altra
• condizionale: il flusso dell’algoritmo si biforca sulla base del valore assunto da una condizione formulata 

mediante un’espressione booleana: nel caso l’istruzione sia vera vengono eseguite determina espressione, 
mentre se è falsa ne vengono eseguite altre; quindi l’algoritmo si ricongiunge in un punto unico e prosegue con 
l’istruzione successiva alla struttura condizionale

• iterativa: vengono eseguite (reiterate) più volte determinate istruzioni, fino a quando una condizione booleana 
che regola l’esecuzione delle istruzioni presenti nella struttura iterativa non diventa falsa

§ Le tre strutture possono essere concatenate fra loro o nidificate (completamente contenuta una 
nell’altra), ma non possono accavallarsi (intersecarsi senza la completa inclusione di una struttura in 
un’altra)
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Diagrammi di flusso

§ Un algoritmo può anche essere rappresentato con un diagramma di 
flusso, con cui è più semplice studiarne la struttura

§ Per costruire un diagramma di flusso si associa ad ognuna delle istruzioni 
precedenti un simbolo grafico e si collegano tra di loro le istruzioni con 
delle frecce ad indicare la sequenza delle istruzioni (quale istruzione 
deve essere eseguita dopo aver concluso l’esecuzione della precedente)
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Start / 
Stop

Condizione

Assegnazione

Input / Output

Start

mx := x , my := y

mx < my

Leggi x e y

mx := mx+x

my := my+y

mx ≠ my

Scrivi mx

Stop

Sì No

Sì

No

my < mx
Sì No



Diagrammi di flusso e programmazione strutturata

§ Le tre strutture della programmazione strutturata possono essere rappresentate come segue utilizzando 
un diagramma di flusso
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Sequenziale Condizionale

Condiz.
Sì No

Iterativa

Condiz.
Sì

No



Teorema Fondamentale della 
Programmazione Strutturata

§ Nel 1966 i matema?ci italiani Corrado Böhm e
Giuseppe Jacopini dimostrarono un teorema tra i più
importan? nell’ambito dell’informa?ca teorica:il teorema fondamentale 
della programmazione stru@urata che porta il loro nome

§ Il Teorema afferma che qualunque algoritmo risolutore per un problema 
può essere riscri@o applicando le regole della programmazione stru@urata

In altri termini il teorema afferma che la programmazione struKurata non 
introduce nessun limite alla possibilità di codificare un algoritmo per risolvere un 
problema dato: se il problema è risolubile per via algoritmica, allora è possibile 
codificare tale algoritmo aKenendosi alle regole della programmazione 
struKurata

§ Tua i moderni linguaggi di programmazione impera?vi/procedurali 
ado@ano il paradigma della programmazione stru@urata e ne semplificano 
l’u?lizzo da parte del programmatore
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Algoritmi e calcolabilità
§ L’algoritmo (sbagliato) per il calcolo della radice quadrata mette in evidenza un fatto cruciale: gli 

algoritmi, per essere corretti, devono risolvere ogni istanza del problema e non solo alcune
§ Esistono problemi la cui soluzione non è calcolabile mediante un algoritmo per qualche istanza?
§ La risposta è stata data da Alan Turing (1912–1954).

• Alan Turing propone un modello di calcolo, la «macchina di Turing», che definisce in modo più rigoroso 
ed essenziale il concetto di algoritmo.

• Alonzo Church (1903-1995), logico-matematico, ha insegnato praticamente sempre all’università di 
Princeton. È l’autore del «lambda calcolo», da cui poi hanno tratto ispirazione i linguaggi funzionali 
come il Lisp.

• Tesi di Church–Turing: se un problema è calcolabile, allora esiste una macchina di Turing (o un 
dispositivo equivalente, come il computer) in grado di risolverlo (cioè di calcolarlo). La classe delle 
funzioni calcolabili coincide con quella delle funzioni calcolabili da una macchina di Turing.

§ Church e Turing dimostrano (indipendentemente l’uno dall’altro) l’esistenza di un problema 
indecidibile, ossia un problema non calcolabile con una Macchina di Turing.
• Problema della fermata (Turing 1937): data una Macchina di TuringM qualsiasi e un’istanza I di un 

problema, M si fermerà dopo un numero finito di passi elaborando I?
• Si può dimostrare che non è possibile definire una macchina di Turing (un algoritmo) per risolvere il 

problema della fermata.

§ Quindi esistono problemi non calcolabili: il «problema della fermata» è uno di questi
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Algoritmi e complessità computazionale

§ La complessità computazionale di un algoritmo è una funzione che esprime il numero di operazioni 
elementari che devono essere eseguite per calcolare la soluzione di un’istanza di un problema, in funzione 
della dimensione dell’istanza stessa

§ La dimensione dell’istanza di un problema è data dal numero di informazioni necessarie per definirla (es.: 
il numero di elementi di un insieme su cui bisogna eseguire un calcolo, la dimensione di un grafo, ecc.)

§ Dato un algoritmo A che risolve il problema P, la complessità computazionale di A è la funzione

definita associando alla dimensione di un’istanza IP del problema P, che indichiamo con |IP |, il numero di 
operazioni compiute da A per risolvere IP

§ Si dice quindi che l’algoritmo A risolve l’istanza IP del problema P in tempo t = f (| IP|), perché si assume 
che l’esecuzione di una singola operazione elementare richieda una singola unità di tempo
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Algoritmi e complessità computazionale

§ La funzione di complessità di un algoritmo è dunque una misura della sua efficienza e può quindi essere 
usata per confrontare l’efficienza di due algoritmi differenti che risolvono lo stesso problema

§ A fronte di due istanze distinte di uno stesso problema, IP ʹ e IP ʹʹ, di uguale dimensione, uno stesso 
algoritmo A potrebbe avere comportamenti differenti, rendendo non univoco il valore della funzione 
complessità fA

§ Per questo motivo si assume come valore della funzione di complessità per una determinata dimensione 
delle istanze del problema, il tempo (il numero di operazioni) più alto, fra tutte le istanze di uguale 
dimensione

§ In altri termini: la complessità dell’algoritmo è data dal numero di operazioni che si dovrebbero eseguire 
nel caso peggiore, applicando l’algoritmo all’istanza del problema meno favorevole (per l’algoritmo)
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Caratteristiche della funzione complessità

La funzione complessità di un algoritmo è

§ definita su ℕ: il dominio della funzione è la dimensione di un’istanza di un problema (il numero di 
informazioni che definiscono l’istanza), ossia il numero di dati che devono essere forniti in input 
all’algoritmo per poter risolvere il problema

§ a valori interi positivi: la funzione esprime il numero di operazioni eseguite dall’algoritmo; tale numero 
non può quindi essere negativo, né può essere non intero, per definizione

§ in generale sono monotone crescenti (o non decrescenti): con l’aumentare della dimensione dell’istanza, 
aumenta anche il valore della funzione (il numero di operazioni da eseguire per risolvere l’istanza del 
problema)
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Classi di complessità

§ Visto che la complessità di un algoritmo esprime la sua efficienza nel caso peggiore (negli altri casi 
sappiamo solo che non impiegherà un tempo maggiore), non è interessante valutarne esattamente il 
valore in ogni punto, quanto piuttosto studiare l’andamento «asintotico» della funzione, al crescere della 
dimensione delle istanze del problema di cui si vogliono calcolare le soluzioni

§ Ciò che interessa è l’andamento asintotico della funzione, si eliminano quindi i termini costanti o i 
coefficienti costanti (indipendenti dalla dimensione dell’istanza del problema)
• se                                      la funzione che si andrà a studiare sarà semplicemente 
• se fA è un polinomio, se ne considera solo il termine di grado massimo (quello che indirizza l’andamento 

asintotico dell’intera funzione)

§ Così facendo si finisce per aggregare in uno stesso insieme funzioni di complessità differenti: infatti la 
funzione                                  e                                  , eliminando i fattori e i termini costanti diventeranno
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f̃A(n) = f̃B(n) = j(n)



Classi di complessità

§ Si definiscono quindi tre notazioni distinte per definire gli insiemi (classi) di funzioni in cui aggregare le 
funzioni di complessità con analogo andamento asintotico:

§ In generale quindi non si dirà che l’algoritmo A ha complessità f (n), ma che la sua complessità appartiene 
alla classe (o è dell’ordine) O( f (n) )
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<latexit sha1_base64="sBUTWI1gEyU83ubtkalyxH5bqY8="></latexit>

O( f (n)) = {g(n) : 9 n0 > 0,c > 0 t.c. g(n) c f (n) 8 n > n0}
<latexit sha1_base64="uwr+bSms/oaIRkea8QVTzLY62W0="></latexit>

W( f (n)) = {g(n) : 9 n0 > 0,c > 0 t.c. g(n)� c f (n) 8 n > n0}
<latexit sha1_base64="zZaTeWpDuDAxUwKN9EWNEOW7Myw="></latexit>

Q( f (n)) = {g(n) : 9 n0 > 0,c1,c2 > 0 t.c. c1 f (n) g(n) c2 f (n) 8 n > n0}



nn
0

g(n)

c f(n)

g(n) ∈ O(f(n))

nn
0

g(n)
c f(n)

g(n) ∈ Ω(f(n))

nn
0

g(n)

c
1

 f(n)

g(n) ∈ Θ(f(n))

c2 f(n)

Classi di complessità
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Classi di complessità

Proposizione: Date due funzioni di complessità f(n) e g(n) risulta:

Dimostrazione:
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Complessità dei problemi

§ La complessità computazionale di un problema è data dalla complessità più bassa che può avere un 
algoritmo risolutivo per tale problema

§ Un algoritmo che risolve un determinato problema e la cui complessità computazionale coincide con 
quella del problema, si dice ottimo

§ Teorema. La complessità di un algoritmo che risolve il problema SORT attraverso confronti è 
Dimostrazione. Possiamo rappresentare con un albero binario tutte le possibili operazioni di confronto tra gli n
elementi della sequenza, effettuati da un qualsiasi algoritmo di ordinamento: ad ogni nodo c’è il confronto tra due 
elementi e a seconda dell’esito del confronto se ne eseguirà un altro o un altro ancora.
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<latexit sha1_base64="8vDJYO4UyedmWAG9lksQuuzMltw=">AAACEHicbVBLSgNBFOyJvxh/MS7dNAlCRAgzWajLoBt3RjAfyITQ03lJmvT0DN09kmHIJcS1Wz2CO3HrDXICr2HnszCJBQ+KqveoR3khZ0rb9sRKbWxube+kdzN7+weHR9njXF0FkaRQowEPZNMjCjgTUNNMc2iGEojvcWh4w9up33gCqVggHnUcQtsnfcF6jBJtpE4259770CdFgV0e9DtlLM472YJdsmfA68RZkEIl7168TCpxtZP9cbsBjXwQmnKiVMuxQ91OiNSMchhn3EhBSOiQ9KFlqCA+qHYy+32Mz4zSxb1AmhEaz9S/FwnxlYp9z2z6RA/UqjcV//Nake5dtxMmwkiDoPOgXsSxDvC0CNxlEqjmsSGESmZ+xXRAJKHa1LWUEipONIzGGdOMs9rDOqmXS85lyX5wCpUbNEcanaI8KiIHXaEKukNVVEMUjdArekPv1rP1YX1aX/PVlLW4OUFLsL5/Ae8mn0c=</latexit>

W(n log2 n)

<latexit sha1_base64="3OA0fwUTdtD9idQtHZuZQtkXZIw=">AAACBXicbVC7TgJBFJ3FF+ILNbGxmUhMrMguhRorgo0lJPIwsNnMDndhwuzsZmbWQAi1H2Crn0BnbG38CRtbf8PhUQh4kpucnHNv7r3HjzlT2ra/rNTa+sbmVno7s7O7t3+QPTyqqSiRFKo04pFs+EQBZwKqmmkOjVgCCX0Odb93O/HrjyAVi8S9HsTghqQjWMAo0UZ66HsOvsF9r+Blc3bengKvEmdOcsWTyjcblz7LXvan1Y5oEoLQlBOlmo4da3dIpGaUwyjTShTEhPZIB5qGChKCcofTg0f43ChtHETSlNB4qv6dGJJQqUHom86Q6K5a9ibif14z0cG1O2QiTjQIOlsUJBzrCE++x20mgWo+MIRQycytmHaJJFSbjBa2xIoTDf1RxiTjLOewSmqFvHOZtytOrlhCM6TRKTpDF8hBV6iI7lAZVRFFIXpGL+jVerLG1pv1PmtNWfOZY7QA6+MXd7+b+A==</latexit>x1 : x2

<latexit sha1_base64="vBtfx12MznWKBwWzv1PX8mQtXv0=">AAACBXicbVC7SgNBFL0bXzG+ooKNzWAQrMKugopViI1lAuYhybLMTibJkNnZZWZWEpbUfoCtfkI6sbXxJ2xs/Q0nj8IkHrhwOOde7r3HjzhT2ra/rNTK6tr6Rnozs7W9s7uX3T+oqjCWhFZIyENZ97GinAla0UxzWo8kxYHPac3v3Y792iOVioXiXg8i6ga4I1ibEayN9ND3HHSD+t6Fl83ZeXsCtEycGckVjsrfbFT8LHnZn2YrJHFAhSYcK9Vw7Ei7CZaaEU6HmWasaIRJD3dow1CBA6rcZHLwEJ0apYXaoTQlNJqofycSHCg1CHzTGWDdVYveWPzPa8S6fe0mTESxpoJMF7VjjnSIxt+jFpOUaD4wBBPJzK2IdLHERJuM5rZEimNN+8OMScZZzGGZVM/zzmXeLju5QhGmSMMxnMAZOHAFBbiDElSAQADP8AKv1pM1st6s92lryprNHMIcrI9feVib+Q==</latexit>x1 : x3

<latexit sha1_base64="nL9140/o3wfeekuVbLAKloHJKuk=">AAACAHicbVC7TsNAEFyHVwiv8OhoLCIkqsimAMoIGgqKIJGH5FjR+bJOTjmfzd0ZEUVp+ABa+AQ6REvJX/AF/AbnJAVJGGml0cyudneChDOlHefbyi0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b26ilNJsUZjHstmQBRyJrCmmebYTCSSKODYCPpXmd94QKlYLO70IEE/Il3BQkaJzqQWx/t2seSUnTHsReJOSalycPNVlXmv2i7+tDoxTSMUmnKilOc6ifaHRGpGOY4KrVRhQmifdNEzVJAIlT8c3zqyj43SscNYmhLaHqt/J4YkUmoQBaYzIrqn5r1M/M/zUh1e+EMmklSjoJNFYcptHdvZ43aHSaSaDwwhVDJzq017RBKqTTwzWxLFicbHUcEk487nsEjqp2X3rOzcuqXKJUyQh0M4ghNw4RwqcA1VqAGFHjzDC7xaT9ab9W59TFpz1nRmH2Zgff4CqxaZvw==</latexit>

<latexit sha1_base64="nL9140/o3wfeekuVbLAKloHJKuk=">AAACAHicbVC7TsNAEFyHVwiv8OhoLCIkqsimAMoIGgqKIJGH5FjR+bJOTjmfzd0ZEUVp+ABa+AQ6REvJX/AF/AbnJAVJGGml0cyudneChDOlHefbyi0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b26ilNJsUZjHstmQBRyJrCmmebYTCSSKODYCPpXmd94QKlYLO70IEE/Il3BQkaJzqQWx/t2seSUnTHsReJOSalycPNVlXmv2i7+tDoxTSMUmnKilOc6ifaHRGpGOY4KrVRhQmifdNEzVJAIlT8c3zqyj43SscNYmhLaHqt/J4YkUmoQBaYzIrqn5r1M/M/zUh1e+EMmklSjoJNFYcptHdvZ43aHSaSaDwwhVDJzq017RBKqTTwzWxLFicbHUcEk487nsEjqp2X3rOzcuqXKJUyQh0M4ghNw4RwqcA1VqAGFHjzDC7xaT9ab9W59TFpz1nRmH2Zgff4CqxaZvw==</latexit>

<latexit sha1_base64="nL9140/o3wfeekuVbLAKloHJKuk=">AAACAHicbVC7TsNAEFyHVwiv8OhoLCIkqsimAMoIGgqKIJGH5FjR+bJOTjmfzd0ZEUVp+ABa+AQ6REvJX/AF/AbnJAVJGGml0cyudneChDOlHefbyi0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b26ilNJsUZjHstmQBRyJrCmmebYTCSSKODYCPpXmd94QKlYLO70IEE/Il3BQkaJzqQWx/t2seSUnTHsReJOSalycPNVlXmv2i7+tDoxTSMUmnKilOc6ifaHRGpGOY4KrVRhQmifdNEzVJAIlT8c3zqyj43SscNYmhLaHqt/J4YkUmoQBaYzIrqn5r1M/M/zUh1e+EMmklSjoJNFYcptHdvZ43aHSaSaDwwhVDJzq017RBKqTTwzWxLFicbHUcEk487nsEjqp2X3rOzcuqXKJUyQh0M4ghNw4RwqcA1VqAGFHjzDC7xaT9ab9W59TFpz1nRmH2Zgff4CqxaZvw==</latexit>

<latexit sha1_base64="nL9140/o3wfeekuVbLAKloHJKuk=">AAACAHicbVC7TsNAEFyHVwiv8OhoLCIkqsimAMoIGgqKIJGH5FjR+bJOTjmfzd0ZEUVp+ABa+AQ6REvJX/AF/AbnJAVJGGml0cyudneChDOlHefbyi0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b26ilNJsUZjHstmQBRyJrCmmebYTCSSKODYCPpXmd94QKlYLO70IEE/Il3BQkaJzqQWx/t2seSUnTHsReJOSalycPNVlXmv2i7+tDoxTSMUmnKilOc6ifaHRGpGOY4KrVRhQmifdNEzVJAIlT8c3zqyj43SscNYmhLaHqt/J4YkUmoQBaYzIrqn5r1M/M/zUh1e+EMmklSjoJNFYcptHdvZ43aHSaSaDwwhVDJzq017RBKqTTwzWxLFicbHUcEk487nsEjqp2X3rOzcuqXKJUyQh0M4ghNw4RwqcA1VqAGFHjzDC7xaT9ab9W59TFpz1nRmH2Zgff4CqxaZvw==</latexit>

<latexit sha1_base64="nL9140/o3wfeekuVbLAKloHJKuk=">AAACAHicbVC7TsNAEFyHVwiv8OhoLCIkqsimAMoIGgqKIJGH5FjR+bJOTjmfzd0ZEUVp+ABa+AQ6REvJX/AF/AbnJAVJGGml0cyudneChDOlHefbyi0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b26ilNJsUZjHstmQBRyJrCmmebYTCSSKODYCPpXmd94QKlYLO70IEE/Il3BQkaJzqQWx/t2seSUnTHsReJOSalycPNVlXmv2i7+tDoxTSMUmnKilOc6ifaHRGpGOY4KrVRhQmifdNEzVJAIlT8c3zqyj43SscNYmhLaHqt/J4YkUmoQBaYzIrqn5r1M/M/zUh1e+EMmklSjoJNFYcptHdvZ43aHSaSaDwwhVDJzq017RBKqTTwzWxLFicbHUcEk487nsEjqp2X3rOzcuqXKJUyQh0M4ghNw4RwqcA1VqAGFHjzDC7xaT9ab9W59TFpz1nRmH2Zgff4CqxaZvw==</latexit>

<latexit sha1_base64="AEk2VJ+Vk4m9koo/D4k7So/BPtk=">AAAB/XicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkUQAURNJSJRB5SYkXnyzo55Xy27s6IyIr4AFr4BDpEy7fwBXwDHRcnBUkYaaXRzK52d/yYM6Ud58vKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g4aKEkmxTiMeyZZPFHImsK6Z5tiKJZLQ59j0h7cTv/mAUrFI3OtRjF5I+oIFjBJtpNpVt1hyyk4Ge5m4M1K6/gkyVLvF704vokmIQlNOlGq7Tqy9lEjNKMdxoZMojAkdkj62DRUkROWl2aFj+8QoPTuIpCmh7Uz9O5GSUKlR6JvOkOiBWvQm4n9eO9HBpZcyEScaBZ0uChJu68iefG33mESq+cgQQiUzt9p0QCSh2mQztyVWnGh8HBdMMu5iDsukcVZ2z8tOzS1VbmCKPBzBMZyCCxdQgTuoQh0oIDzDC7xaT9ab9W59TFtz1mzmEOZgff4ClAiZVg==</latexit>

>

<latexit sha1_base64="AEk2VJ+Vk4m9koo/D4k7So/BPtk=">AAAB/XicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkUQAURNJSJRB5SYkXnyzo55Xy27s6IyIr4AFr4BDpEy7fwBXwDHRcnBUkYaaXRzK52d/yYM6Ud58vKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g4aKEkmxTiMeyZZPFHImsK6Z5tiKJZLQ59j0h7cTv/mAUrFI3OtRjF5I+oIFjBJtpNpVt1hyyk4Ge5m4M1K6/gkyVLvF704vokmIQlNOlGq7Tqy9lEjNKMdxoZMojAkdkj62DRUkROWl2aFj+8QoPTuIpCmh7Uz9O5GSUKlR6JvOkOiBWvQm4n9eO9HBpZcyEScaBZ0uChJu68iefG33mESq+cgQQiUzt9p0QCSh2mQztyVWnGh8HBdMMu5iDsukcVZ2z8tOzS1VbmCKPBzBMZyCCxdQgTuoQh0oIDzDC7xaT9ab9W59TFtz1mzmEOZgff4ClAiZVg==</latexit>

>

<latexit sha1_base64="AEk2VJ+Vk4m9koo/D4k7So/BPtk=">AAAB/XicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkUQAURNJSJRB5SYkXnyzo55Xy27s6IyIr4AFr4BDpEy7fwBXwDHRcnBUkYaaXRzK52d/yYM6Ud58vKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g4aKEkmxTiMeyZZPFHImsK6Z5tiKJZLQ59j0h7cTv/mAUrFI3OtRjF5I+oIFjBJtpNpVt1hyyk4Ge5m4M1K6/gkyVLvF704vokmIQlNOlGq7Tqy9lEjNKMdxoZMojAkdkj62DRUkROWl2aFj+8QoPTuIpCmh7Uz9O5GSUKlR6JvOkOiBWvQm4n9eO9HBpZcyEScaBZ0uChJu68iefG33mESq+cgQQiUzt9p0QCSh2mQztyVWnGh8HBdMMu5iDsukcVZ2z8tOzS1VbmCKPBzBMZyCCxdQgTuoQh0oIDzDC7xaT9ab9W59TFtz1mzmEOZgff4ClAiZVg==</latexit>

>
<latexit sha1_base64="AEk2VJ+Vk4m9koo/D4k7So/BPtk=">AAAB/XicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkUQAURNJSJRB5SYkXnyzo55Xy27s6IyIr4AFr4BDpEy7fwBXwDHRcnBUkYaaXRzK52d/yYM6Ud58vKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g4aKEkmxTiMeyZZPFHImsK6Z5tiKJZLQ59j0h7cTv/mAUrFI3OtRjF5I+oIFjBJtpNpVt1hyyk4Ge5m4M1K6/gkyVLvF704vokmIQlNOlGq7Tqy9lEjNKMdxoZMojAkdkj62DRUkROWl2aFj+8QoPTuIpCmh7Uz9O5GSUKlR6JvOkOiBWvQm4n9eO9HBpZcyEScaBZ0uChJu68iefG33mESq+cgQQiUzt9p0QCSh2mQztyVWnGh8HBdMMu5iDsukcVZ2z8tOzS1VbmCKPBzBMZyCCxdQgTuoQh0oIDzDC7xaT9ab9W59TFtz1mzmEOZgff4ClAiZVg==</latexit>

>

<latexit sha1_base64="AEk2VJ+Vk4m9koo/D4k7So/BPtk=">AAAB/XicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkUQAURNJSJRB5SYkXnyzo55Xy27s6IyIr4AFr4BDpEy7fwBXwDHRcnBUkYaaXRzK52d/yYM6Ud58vKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g4aKEkmxTiMeyZZPFHImsK6Z5tiKJZLQ59j0h7cTv/mAUrFI3OtRjF5I+oIFjBJtpNpVt1hyyk4Ge5m4M1K6/gkyVLvF704vokmIQlNOlGq7Tqy9lEjNKMdxoZMojAkdkj62DRUkROWl2aFj+8QoPTuIpCmh7Uz9O5GSUKlR6JvOkOiBWvQm4n9eO9HBpZcyEScaBZ0uChJu68iefG33mESq+cgQQiUzt9p0QCSh2mQztyVWnGh8HBdMMu5iDsukcVZ2z8tOzS1VbmCKPBzBMZyCCxdQgTuoQh0oIDzDC7xaT9ab9W59TFtz1mzmEOZgff4ClAiZVg==</latexit>

>

<latexit sha1_base64="gDVqeMqtaqEeZVsRY3W1hxn0Jq8=">AAACBXicbVC7SgNBFL3rM8ZXVLCxGQyCVdiNoGIVYmOZgHlIsiyzk0kyZHZ2mZmVhCW1H2Crn5BObG38CRtbf8PJozCJBy4czrmXe+/xI86Utu0va2V1bX1jM7WV3t7Z3dvPHBxWVRhLQisk5KGs+1hRzgStaKY5rUeS4sDntOb3bsd+7ZFKxUJxrwcRdQPcEazNCNZGeuh7eXSD+t6Fl8naOXsCtEycGckWjsvfbFT8LHmZn2YrJHFAhSYcK9Vw7Ei7CZaaEU6H6WasaIRJD3dow1CBA6rcZHLwEJ0ZpYXaoTQlNJqofycSHCg1CHzTGWDdVYveWPzPa8S6fe0mTESxpoJMF7VjjnSIxt+jFpOUaD4wBBPJzK2IdLHERJuM5rZEimNN+8O0ScZZzGGZVPM55zJnl51soQhTpOAETuEcHLiCAtxBCSpAIIBneIFX68kaWW/W+7R1xZrNHMEcrI9feveb+g==</latexit>x2 : x3

<latexit sha1_base64="vBtfx12MznWKBwWzv1PX8mQtXv0=">AAACBXicbVC7SgNBFL0bXzG+ooKNzWAQrMKugopViI1lAuYhybLMTibJkNnZZWZWEpbUfoCtfkI6sbXxJ2xs/Q0nj8IkHrhwOOde7r3HjzhT2ra/rNTK6tr6Rnozs7W9s7uX3T+oqjCWhFZIyENZ97GinAla0UxzWo8kxYHPac3v3Y792iOVioXiXg8i6ga4I1ibEayN9ND3HHSD+t6Fl83ZeXsCtEycGckVjsrfbFT8LHnZn2YrJHFAhSYcK9Vw7Ei7CZaaEU6HmWasaIRJD3dow1CBA6rcZHLwEJ0apYXaoTQlNJqofycSHCg1CHzTGWDdVYveWPzPa8S6fe0mTESxpoJMF7VjjnSIxt+jFpOUaD4wBBPJzK2IdLHERJuM5rZEimNN+8OMScZZzGGZVM/zzmXeLju5QhGmSMMxnMAZOHAFBbiDElSAQADP8AKv1pM1st6s92lryprNHMIcrI9feVib+Q==</latexit>x1 : x3
<latexit sha1_base64="gDVqeMqtaqEeZVsRY3W1hxn0Jq8=">AAACBXicbVC7SgNBFL3rM8ZXVLCxGQyCVdiNoGIVYmOZgHlIsiyzk0kyZHZ2mZmVhCW1H2Crn5BObG38CRtbf8PJozCJBy4czrmXe+/xI86Utu0va2V1bX1jM7WV3t7Z3dvPHBxWVRhLQisk5KGs+1hRzgStaKY5rUeS4sDntOb3bsd+7ZFKxUJxrwcRdQPcEazNCNZGeuh7eXSD+t6Fl8naOXsCtEycGckWjsvfbFT8LHmZn2YrJHFAhSYcK9Vw7Ei7CZaaEU6H6WasaIRJD3dow1CBA6rcZHLwEJ0ZpYXaoTQlNJqofycSHCg1CHzTGWDdVYveWPzPa8S6fe0mTESxpoJMF7VjjnSIxt+jFpOUaD4wBBPJzK2IdLHERJuM5rZEimNN+8O0ScZZzGGZVPM55zJnl51soQhTpOAETuEcHLiCAtxBCSpAIIBneIFX68kaWW/W+7R1xZrNHMEcrI9feveb+g==</latexit>x2 : x3

<latexit sha1_base64="Y76w9SZZ0YAUV9MolDjS3i2fWh0=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCgdXFuipOUInblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjso2s=</latexit>

hx3,x1,x2i
<latexit sha1_base64="9u+NpUUQdSDMTmwQz0rMuvtY+wc=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCg5ZybcpGUInblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjio2s=</latexit>

hx1,x3,x2i

<latexit sha1_base64="zN3umfBxeLeWCD2MYvSoCp246YA=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCg5ZybUkzKBXblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjdo2s=</latexit>

hx1,x2,x3i
<latexit sha1_base64="150xZI9p6BCe4O/fEcVerk0w1FI=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCgVTw3xUnKBXblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjio2s=</latexit>

hx2,x1,x3i

<latexit sha1_base64="jezxXUWNMiIXpUujRbv5WVVTyrQ=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCgVTw35SIpDnblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjso2s=</latexit>

hx2,x3,x1i
<latexit sha1_base64="14k3TJN80sPVpqoNwNT2eGOzLRQ=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCgdXFuSjEpDnblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjxo2s=</latexit>

hx3,x2,x1i

Il numero di stati finali è maggiore o 
uguale al numero di permutazioni degli 
elementi dell’insieme da ordinare: n!

La massima profondità dell’albero di 
decisione è pari al massimo numero di 
confronti eseguiti per risolvere il 
problema di ordinamento



<latexit sha1_base64="3OA0fwUTdtD9idQtHZuZQtkXZIw=">AAACBXicbVC7TgJBFJ3FF+ILNbGxmUhMrMguhRorgo0lJPIwsNnMDndhwuzsZmbWQAi1H2Crn0BnbG38CRtbf8PhUQh4kpucnHNv7r3HjzlT2ra/rNTa+sbmVno7s7O7t3+QPTyqqSiRFKo04pFs+EQBZwKqmmkOjVgCCX0Odb93O/HrjyAVi8S9HsTghqQjWMAo0UZ66HsOvsF9r+Blc3bengKvEmdOcsWTyjcblz7LXvan1Y5oEoLQlBOlmo4da3dIpGaUwyjTShTEhPZIB5qGChKCcofTg0f43ChtHETSlNB4qv6dGJJQqUHom86Q6K5a9ibif14z0cG1O2QiTjQIOlsUJBzrCE++x20mgWo+MIRQycytmHaJJFSbjBa2xIoTDf1RxiTjLOewSmqFvHOZtytOrlhCM6TRKTpDF8hBV6iI7lAZVRFFIXpGL+jVerLG1pv1PmtNWfOZY7QA6+MXd7+b+A==</latexit>x1 : x2

<latexit sha1_base64="vBtfx12MznWKBwWzv1PX8mQtXv0=">AAACBXicbVC7SgNBFL0bXzG+ooKNzWAQrMKugopViI1lAuYhybLMTibJkNnZZWZWEpbUfoCtfkI6sbXxJ2xs/Q0nj8IkHrhwOOde7r3HjzhT2ra/rNTK6tr6Rnozs7W9s7uX3T+oqjCWhFZIyENZ97GinAla0UxzWo8kxYHPac3v3Y792iOVioXiXg8i6ga4I1ibEayN9ND3HHSD+t6Fl83ZeXsCtEycGckVjsrfbFT8LHnZn2YrJHFAhSYcK9Vw7Ei7CZaaEU6HmWasaIRJD3dow1CBA6rcZHLwEJ0apYXaoTQlNJqofycSHCg1CHzTGWDdVYveWPzPa8S6fe0mTESxpoJMF7VjjnSIxt+jFpOUaD4wBBPJzK2IdLHERJuM5rZEimNN+8OMScZZzGGZVM/zzmXeLju5QhGmSMMxnMAZOHAFBbiDElSAQADP8AKv1pM1st6s92lryprNHMIcrI9feVib+Q==</latexit>x1 : x3

<latexit sha1_base64="nL9140/o3wfeekuVbLAKloHJKuk=">AAACAHicbVC7TsNAEFyHVwiv8OhoLCIkqsimAMoIGgqKIJGH5FjR+bJOTjmfzd0ZEUVp+ABa+AQ6REvJX/AF/AbnJAVJGGml0cyudneChDOlHefbyi0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b26ilNJsUZjHstmQBRyJrCmmebYTCSSKODYCPpXmd94QKlYLO70IEE/Il3BQkaJzqQWx/t2seSUnTHsReJOSalycPNVlXmv2i7+tDoxTSMUmnKilOc6ifaHRGpGOY4KrVRhQmifdNEzVJAIlT8c3zqyj43SscNYmhLaHqt/J4YkUmoQBaYzIrqn5r1M/M/zUh1e+EMmklSjoJNFYcptHdvZ43aHSaSaDwwhVDJzq017RBKqTTwzWxLFicbHUcEk487nsEjqp2X3rOzcuqXKJUyQh0M4ghNw4RwqcA1VqAGFHjzDC7xaT9ab9W59TFpz1nRmH2Zgff4CqxaZvw==</latexit>

<latexit sha1_base64="nL9140/o3wfeekuVbLAKloHJKuk=">AAACAHicbVC7TsNAEFyHVwiv8OhoLCIkqsimAMoIGgqKIJGH5FjR+bJOTjmfzd0ZEUVp+ABa+AQ6REvJX/AF/AbnJAVJGGml0cyudneChDOlHefbyi0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b26ilNJsUZjHstmQBRyJrCmmebYTCSSKODYCPpXmd94QKlYLO70IEE/Il3BQkaJzqQWx/t2seSUnTHsReJOSalycPNVlXmv2i7+tDoxTSMUmnKilOc6ifaHRGpGOY4KrVRhQmifdNEzVJAIlT8c3zqyj43SscNYmhLaHqt/J4YkUmoQBaYzIrqn5r1M/M/zUh1e+EMmklSjoJNFYcptHdvZ43aHSaSaDwwhVDJzq017RBKqTTwzWxLFicbHUcEk487nsEjqp2X3rOzcuqXKJUyQh0M4ghNw4RwqcA1VqAGFHjzDC7xaT9ab9W59TFpz1nRmH2Zgff4CqxaZvw==</latexit>

<latexit sha1_base64="nL9140/o3wfeekuVbLAKloHJKuk=">AAACAHicbVC7TsNAEFyHVwiv8OhoLCIkqsimAMoIGgqKIJGH5FjR+bJOTjmfzd0ZEUVp+ABa+AQ6REvJX/AF/AbnJAVJGGml0cyudneChDOlHefbyi0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b26ilNJsUZjHstmQBRyJrCmmebYTCSSKODYCPpXmd94QKlYLO70IEE/Il3BQkaJzqQWx/t2seSUnTHsReJOSalycPNVlXmv2i7+tDoxTSMUmnKilOc6ifaHRGpGOY4KrVRhQmifdNEzVJAIlT8c3zqyj43SscNYmhLaHqt/J4YkUmoQBaYzIrqn5r1M/M/zUh1e+EMmklSjoJNFYcptHdvZ43aHSaSaDwwhVDJzq017RBKqTTwzWxLFicbHUcEk487nsEjqp2X3rOzcuqXKJUyQh0M4ghNw4RwqcA1VqAGFHjzDC7xaT9ab9W59TFpz1nRmH2Zgff4CqxaZvw==</latexit>

<latexit sha1_base64="nL9140/o3wfeekuVbLAKloHJKuk=">AAACAHicbVC7TsNAEFyHVwiv8OhoLCIkqsimAMoIGgqKIJGH5FjR+bJOTjmfzd0ZEUVp+ABa+AQ6REvJX/AF/AbnJAVJGGml0cyudneChDOlHefbyi0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b26ilNJsUZjHstmQBRyJrCmmebYTCSSKODYCPpXmd94QKlYLO70IEE/Il3BQkaJzqQWx/t2seSUnTHsReJOSalycPNVlXmv2i7+tDoxTSMUmnKilOc6ifaHRGpGOY4KrVRhQmifdNEzVJAIlT8c3zqyj43SscNYmhLaHqt/J4YkUmoQBaYzIrqn5r1M/M/zUh1e+EMmklSjoJNFYcptHdvZ43aHSaSaDwwhVDJzq017RBKqTTwzWxLFicbHUcEk487nsEjqp2X3rOzcuqXKJUyQh0M4ghNw4RwqcA1VqAGFHjzDC7xaT9ab9W59TFpz1nRmH2Zgff4CqxaZvw==</latexit>

<latexit sha1_base64="nL9140/o3wfeekuVbLAKloHJKuk=">AAACAHicbVC7TsNAEFyHVwiv8OhoLCIkqsimAMoIGgqKIJGH5FjR+bJOTjmfzd0ZEUVp+ABa+AQ6REvJX/AF/AbnJAVJGGml0cyudneChDOlHefbyi0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b26ilNJsUZjHstmQBRyJrCmmebYTCSSKODYCPpXmd94QKlYLO70IEE/Il3BQkaJzqQWx/t2seSUnTHsReJOSalycPNVlXmv2i7+tDoxTSMUmnKilOc6ifaHRGpGOY4KrVRhQmifdNEzVJAIlT8c3zqyj43SscNYmhLaHqt/J4YkUmoQBaYzIrqn5r1M/M/zUh1e+EMmklSjoJNFYcptHdvZ43aHSaSaDwwhVDJzq017RBKqTTwzWxLFicbHUcEk487nsEjqp2X3rOzcuqXKJUyQh0M4ghNw4RwqcA1VqAGFHjzDC7xaT9ab9W59TFpz1nRmH2Zgff4CqxaZvw==</latexit>

<latexit sha1_base64="AEk2VJ+Vk4m9koo/D4k7So/BPtk=">AAAB/XicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkUQAURNJSJRB5SYkXnyzo55Xy27s6IyIr4AFr4BDpEy7fwBXwDHRcnBUkYaaXRzK52d/yYM6Ud58vKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g4aKEkmxTiMeyZZPFHImsK6Z5tiKJZLQ59j0h7cTv/mAUrFI3OtRjF5I+oIFjBJtpNpVt1hyyk4Ge5m4M1K6/gkyVLvF704vokmIQlNOlGq7Tqy9lEjNKMdxoZMojAkdkj62DRUkROWl2aFj+8QoPTuIpCmh7Uz9O5GSUKlR6JvOkOiBWvQm4n9eO9HBpZcyEScaBZ0uChJu68iefG33mESq+cgQQiUzt9p0QCSh2mQztyVWnGh8HBdMMu5iDsukcVZ2z8tOzS1VbmCKPBzBMZyCCxdQgTuoQh0oIDzDC7xaT9ab9W59TFtz1mzmEOZgff4ClAiZVg==</latexit>

>

<latexit sha1_base64="AEk2VJ+Vk4m9koo/D4k7So/BPtk=">AAAB/XicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkUQAURNJSJRB5SYkXnyzo55Xy27s6IyIr4AFr4BDpEy7fwBXwDHRcnBUkYaaXRzK52d/yYM6Ud58vKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g4aKEkmxTiMeyZZPFHImsK6Z5tiKJZLQ59j0h7cTv/mAUrFI3OtRjF5I+oIFjBJtpNpVt1hyyk4Ge5m4M1K6/gkyVLvF704vokmIQlNOlGq7Tqy9lEjNKMdxoZMojAkdkj62DRUkROWl2aFj+8QoPTuIpCmh7Uz9O5GSUKlR6JvOkOiBWvQm4n9eO9HBpZcyEScaBZ0uChJu68iefG33mESq+cgQQiUzt9p0QCSh2mQztyVWnGh8HBdMMu5iDsukcVZ2z8tOzS1VbmCKPBzBMZyCCxdQgTuoQh0oIDzDC7xaT9ab9W59TFtz1mzmEOZgff4ClAiZVg==</latexit>

>

<latexit sha1_base64="AEk2VJ+Vk4m9koo/D4k7So/BPtk=">AAAB/XicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkUQAURNJSJRB5SYkXnyzo55Xy27s6IyIr4AFr4BDpEy7fwBXwDHRcnBUkYaaXRzK52d/yYM6Ud58vKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g4aKEkmxTiMeyZZPFHImsK6Z5tiKJZLQ59j0h7cTv/mAUrFI3OtRjF5I+oIFjBJtpNpVt1hyyk4Ge5m4M1K6/gkyVLvF704vokmIQlNOlGq7Tqy9lEjNKMdxoZMojAkdkj62DRUkROWl2aFj+8QoPTuIpCmh7Uz9O5GSUKlR6JvOkOiBWvQm4n9eO9HBpZcyEScaBZ0uChJu68iefG33mESq+cgQQiUzt9p0QCSh2mQztyVWnGh8HBdMMu5iDsukcVZ2z8tOzS1VbmCKPBzBMZyCCxdQgTuoQh0oIDzDC7xaT9ab9W59TFtz1mzmEOZgff4ClAiZVg==</latexit>

>
<latexit sha1_base64="AEk2VJ+Vk4m9koo/D4k7So/BPtk=">AAAB/XicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkUQAURNJSJRB5SYkXnyzo55Xy27s6IyIr4AFr4BDpEy7fwBXwDHRcnBUkYaaXRzK52d/yYM6Ud58vKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g4aKEkmxTiMeyZZPFHImsK6Z5tiKJZLQ59j0h7cTv/mAUrFI3OtRjF5I+oIFjBJtpNpVt1hyyk4Ge5m4M1K6/gkyVLvF704vokmIQlNOlGq7Tqy9lEjNKMdxoZMojAkdkj62DRUkROWl2aFj+8QoPTuIpCmh7Uz9O5GSUKlR6JvOkOiBWvQm4n9eO9HBpZcyEScaBZ0uChJu68iefG33mESq+cgQQiUzt9p0QCSh2mQztyVWnGh8HBdMMu5iDsukcVZ2z8tOzS1VbmCKPBzBMZyCCxdQgTuoQh0oIDzDC7xaT9ab9W59TFtz1mzmEOZgff4ClAiZVg==</latexit>

>

<latexit sha1_base64="AEk2VJ+Vk4m9koo/D4k7So/BPtk=">AAAB/XicbVC7TsNAEFyHVwivACWNRYREFdkUQAURNJSJRB5SYkXnyzo55Xy27s6IyIr4AFr4BDpEy7fwBXwDHRcnBUkYaaXRzK52d/yYM6Ud58vKrayurW/kNwtb2zu7e8X9g4aKEkmxTiMeyZZPFHImsK6Z5tiKJZLQ59j0h7cTv/mAUrFI3OtRjF5I+oIFjBJtpNpVt1hyyk4Ge5m4M1K6/gkyVLvF704vokmIQlNOlGq7Tqy9lEjNKMdxoZMojAkdkj62DRUkROWl2aFj+8QoPTuIpCmh7Uz9O5GSUKlR6JvOkOiBWvQm4n9eO9HBpZcyEScaBZ0uChJu68iefG33mESq+cgQQiUzt9p0QCSh2mQztyVWnGh8HBdMMu5iDsukcVZ2z8tOzS1VbmCKPBzBMZyCCxdQgTuoQh0oIDzDC7xaT9ab9W59TFtz1mzmEOZgff4ClAiZVg==</latexit>

>

<latexit sha1_base64="gDVqeMqtaqEeZVsRY3W1hxn0Jq8=">AAACBXicbVC7SgNBFL3rM8ZXVLCxGQyCVdiNoGIVYmOZgHlIsiyzk0kyZHZ2mZmVhCW1H2Crn5BObG38CRtbf8PJozCJBy4czrmXe+/xI86Utu0va2V1bX1jM7WV3t7Z3dvPHBxWVRhLQisk5KGs+1hRzgStaKY5rUeS4sDntOb3bsd+7ZFKxUJxrwcRdQPcEazNCNZGeuh7eXSD+t6Fl8naOXsCtEycGckWjsvfbFT8LHmZn2YrJHFAhSYcK9Vw7Ei7CZaaEU6H6WasaIRJD3dow1CBA6rcZHLwEJ0ZpYXaoTQlNJqofycSHCg1CHzTGWDdVYveWPzPa8S6fe0mTESxpoJMF7VjjnSIxt+jFpOUaD4wBBPJzK2IdLHERJuM5rZEimNN+8O0ScZZzGGZVPM55zJnl51soQhTpOAETuEcHLiCAtxBCSpAIIBneIFX68kaWW/W+7R1xZrNHMEcrI9feveb+g==</latexit>x2 : x3

<latexit sha1_base64="vBtfx12MznWKBwWzv1PX8mQtXv0=">AAACBXicbVC7SgNBFL0bXzG+ooKNzWAQrMKugopViI1lAuYhybLMTibJkNnZZWZWEpbUfoCtfkI6sbXxJ2xs/Q0nj8IkHrhwOOde7r3HjzhT2ra/rNTK6tr6Rnozs7W9s7uX3T+oqjCWhFZIyENZ97GinAla0UxzWo8kxYHPac3v3Y792iOVioXiXg8i6ga4I1ibEayN9ND3HHSD+t6Fl83ZeXsCtEycGckVjsrfbFT8LHnZn2YrJHFAhSYcK9Vw7Ei7CZaaEU6HmWasaIRJD3dow1CBA6rcZHLwEJ0apYXaoTQlNJqofycSHCg1CHzTGWDdVYveWPzPa8S6fe0mTESxpoJMF7VjjnSIxt+jFpOUaD4wBBPJzK2IdLHERJuM5rZEimNN+8OMScZZzGGZVM/zzmXeLju5QhGmSMMxnMAZOHAFBbiDElSAQADP8AKv1pM1st6s92lryprNHMIcrI9feVib+Q==</latexit>x1 : x3
<latexit sha1_base64="gDVqeMqtaqEeZVsRY3W1hxn0Jq8=">AAACBXicbVC7SgNBFL3rM8ZXVLCxGQyCVdiNoGIVYmOZgHlIsiyzk0kyZHZ2mZmVhCW1H2Crn5BObG38CRtbf8PJozCJBy4czrmXe+/xI86Utu0va2V1bX1jM7WV3t7Z3dvPHBxWVRhLQisk5KGs+1hRzgStaKY5rUeS4sDntOb3bsd+7ZFKxUJxrwcRdQPcEazNCNZGeuh7eXSD+t6Fl8naOXsCtEycGckWjsvfbFT8LHmZn2YrJHFAhSYcK9Vw7Ei7CZaaEU6H6WasaIRJD3dow1CBA6rcZHLwEJ0ZpYXaoTQlNJqofycSHCg1CHzTGWDdVYveWPzPa8S6fe0mTESxpoJMF7VjjnSIxt+jFpOUaD4wBBPJzK2IdLHERJuM5rZEimNN+8O0ScZZzGGZVPM55zJnl51soQhTpOAETuEcHLiCAtxBCSpAIIBneIFX68kaWW/W+7R1xZrNHMEcrI9feveb+g==</latexit>x2 : x3

<latexit sha1_base64="Y76w9SZZ0YAUV9MolDjS3i2fWh0=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCgdXFuipOUInblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjso2s=</latexit>

hx3,x1,x2i
<latexit sha1_base64="9u+NpUUQdSDMTmwQz0rMuvtY+wc=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCg5ZybcpGUInblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjio2s=</latexit>

hx1,x3,x2i

<latexit sha1_base64="zN3umfBxeLeWCD2MYvSoCp246YA=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCg5ZybUkzKBXblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjdo2s=</latexit>

hx1,x2,x3i
<latexit sha1_base64="150xZI9p6BCe4O/fEcVerk0w1FI=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCgVTw3xUnKBXblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjio2s=</latexit>

hx2,x1,x3i

<latexit sha1_base64="jezxXUWNMiIXpUujRbv5WVVTyrQ=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCgVTw35SIpDnblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjso2s=</latexit>

hx2,x3,x1i
<latexit sha1_base64="14k3TJN80sPVpqoNwNT2eGOzLRQ=">AAACG3icbVDLSgMxFM3UV62vqksRQosgKGWmgrosunFZwT6gU0omvW1DM5khyUjL0JW/4NYPcKuf4E7cuugX+Btm2i5s64FcDufcy705XsiZ0rY9tlIrq2vrG+nNzNb2zu5edv+gqoJIUqjQgAey7hEFnAmoaKY51EMJxPc41Lz+beLXHkEqFogHPQyh6ZOuYB1GiTZSK3vsciK6HPCgdXFuSjEpDnblRG1l83bBngAvE2dG8qWce/Y8Lg3LreyP2w5o5IPQlBOlGo4d6mZMpGaUwyjjRgpCQvukCw1DBfFBNePJN0b4xCht3AmkeULjifp3Iia+UkPfM50+0T216CXif14j0p3rZsxEGGkQdLqoE3GsA5xkgttMAtV8aAihkplbMe0RSag2yc1tCRUnGgajjEnGWcxhmVSLBeeyYN87+dINmiKNjlAOnSIHXaESukNlVEEUPaFX9IberRfrw/q0vqatKWs2c4jmYH3/Asjxo2s=</latexit>

hx3,x2,x1i

Complessità dei problemi
§ Teorema. La complessità di un algoritmo che risolve il problema SORT attraverso confronti è 

Dimostrazione. Possiamo rappresentare con un albero binario tutte le possibili operazioni di confronto tra gli n
elementi della sequenza, effettuati da un qualsiasi algoritmo di ordinamento: ad ogni nodo c’è il confronto tra due 
elementi e a seconda dell’esito del confronto se ne eseguirà un altro o un altro ancora.

Supponiamo che l’albero abbia profondità h allora avrà al massimo 2h foglie (i vertici dell’albero binario ad ogni 
livello al massimo raddoppiano rispetto al livello precedente)
Quindi                   per cui                         
Utilizzando la formula di Stirling per approssimare il fattoriale, si ottiene
Quindi il numero di operazioni svolte da qualsiasi algoritmo risolutore è maggiore o 
uguale a                  per cui la complessità del problema è                            ∎
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<latexit sha1_base64="8vDJYO4UyedmWAG9lksQuuzMltw=">AAACEHicbVBLSgNBFOyJvxh/MS7dNAlCRAgzWajLoBt3RjAfyITQ03lJmvT0DN09kmHIJcS1Wz2CO3HrDXICr2HnszCJBQ+KqveoR3khZ0rb9sRKbWxube+kdzN7+weHR9njXF0FkaRQowEPZNMjCjgTUNNMc2iGEojvcWh4w9up33gCqVggHnUcQtsnfcF6jBJtpE4259770CdFgV0e9DtlLM472YJdsmfA68RZkEIl7168TCpxtZP9cbsBjXwQmnKiVMuxQ91OiNSMchhn3EhBSOiQ9KFlqCA+qHYy+32Mz4zSxb1AmhEaz9S/FwnxlYp9z2z6RA/UqjcV//Nake5dtxMmwkiDoPOgXsSxDvC0CNxlEqjmsSGESmZ+xXRAJKHa1LWUEipONIzGGdOMs9rDOqmXS85lyX5wCpUbNEcanaI8KiIHXaEKukNVVEMUjdArekPv1rP1YX1aX/PVlLW4OUFLsL5/Ae8mn0c=</latexit>

W(n log2 n)

Il numero di stati finali è maggiore o 
uguale al numero di permutazioni degli 
elementi dell’insieme da ordinare: n!

La massima profondità dell’albero di 
decisione è pari al massimo numero di 
confronti eseguiti per risolvere il 
problema di ordinamento

<latexit sha1_base64="Egwa+aIYUNhs6MjwUB2yoo855ts=">AAACCHicbVA7TsNAFFyHXwi/8OloFiIkqshOAZQRNBQUQSIfyTbRevOcrLJem901IrJyAQ5AC0egQ7S5BSfgGmwSCpIw0pNGM+9pniZIOFPatr+s3NLyyupafr2wsbm1vVPc3WuoOJUU6jTmsWwFRAFnAuqaaQ6tRAKJAg7NoH819puPIBWLxZ0eJOBHpCtYyCjRRvIq9z3sdeEBiyPcLpbssj0BXiTOLylVD25GNZl3a+3it9eJaRqB0JQTpVzHTrSfEakZ5TAseKmChNA+6YJrqCARKD+b/DzEJ0bp4DCWZoTGE/XvRUYipQZRYDYjontq3huL/3luqsMLP2MiSTUIOg0KU451jMcF4A6TQDUfGEKoZOZXTHtEEqpNTTMpieJEw9OwYJpx5ntYJI1K2Tkr27dOqXqJpsijQ3SMTpGDzlEVXaMaqiOKEvSCXtGb9Wy9Wx/W53Q1Z/3e7KMZWKMf58Wb8Q==</latexit>

2h � n!
<latexit sha1_base64="MX9Y34st2hlib7JE6ySYQ6yyZfk=">AAACDnicbVC7SgNBFJ2NrxhfqyIINhODYBV2U6hl0MYygnlANiyzk5tkyOzsOjMbDCH/4AdY2OgHWFgIYusv+AV+gb2TR2GiBy4czrmXczlBzJnSjvNppRYWl5ZX0quZtfWNzS17e6eiokRSKNOIR7IWEAWcCShrpjnUYgkkDDhUg+7FyK/2QCoWiWvdj6ERkrZgLUaJNpJv2x3steEGezxq+wUssr6dc/LOGPgvcackV8x+vz7v7z2UfPvLa0Y0CUFoyolSddeJdWNApGaUwzDjJQpiQrukDXVDBQlBNQbjz4f4yChN3IqkGaHxWP19MSChUv0wMJsh0R01743E/7x6oltnjQETcaJB0ElQK+FYR3hUA24yCVTzviGESmZ+xbRDJKHalDWTEitONNwOM6YZd76Hv6RSyLsneefKzRXP0QRpdIAO0TFy0SkqoktUQmVEUQ/do0f0ZN1ZL9ab9T5ZTVnTm100A+vjBxr/nvE=</latexit>

h � log2 n!
<latexit sha1_base64="vXZfoxDO350+fUHSuhnIx1b00w0=">AAACD3icbVC7SgNBFJ31GeMrUQTBZjQIVmE3hVoGbSwjmAdklzA7udkMmZ1dZ2bVEPIRfoBgpb2NYCG2foJf4BfYO3kUJvHAhcM593Iux485U9q2v6y5+YXFpeXUSnp1bX1jM5PdqqgokRTKNOKRrPlEAWcCypppDrVYAgl9DlW/cz7wqzcgFYvEle7G4IUkEKzFKNFGamSybewGcI0FdnkUNArYaDk7bw+BZ4kzJrni/s/by+7OY6mR+XabEU1CEJpyolTdsWPt9YjUjHLop91EQUxohwRQN1SQEJTXG77ex4dGaeJWJM0IjYfq34seCZXqhr7ZDIluq2lvIP7n1RPdOvV6TMSJBkFHQa2EYx3hQQ+4ySRQzbuGECqZ+RXTNpGEatPWREqsONFw10+bZpzpHmZJpZB3jvP2pZMrnqERUmgPHaAj5KATVEQXqITKiKJb9ICe0LN1b71a79bHaHXOGt9sowlYn7/yvJ9o</latexit>

h � n log2 n

<latexit sha1_base64="Z/xh/xKh5MQfhhCJSCJCe0xpLXU=">AAACBnicbVDLSgNBEJyNrxhfUREEL6NB8BR2c1CPQS8eI5gHJkuYnXSSIbMzy8ysGJbc/QCvil/gQRDBk7/hF/gF3p08DiZa0FBUddPdFUScaeO6n05qbn5hcSm9nFlZXVvfyG5uVbSMFYUylVyqWkA0cCagbJjhUIsUkDDgUA1650O/egNKMymuTD8CPyQdwdqMEmOla4EbXHaaBSya2Zybd0fAf4k3Ibni/vf7y+7OU6mZ/Wq0JI1DEIZyonXdcyPjJ0QZRjkMMo1YQ0Roj3SgbqkgIWg/GV08wIdWaeG2VLaEwSP190RCQq37YWA7Q2K6etYbiv959di0T/2EiSg2IOh4UTvm2Eg8fB+3mAJqeN8SQhWzt2LaJYpQY0Oa2hJpTgzcDjI2GW82h7+kUsh7x3n30ssVz9AYabSHDtAR8tAJKqILVEJlRJFA9+gBPTp3zrPz6ryNW1POZGYbTcH5+AG9KZyw</latexit>

n log2 n
<latexit sha1_base64="8vDJYO4UyedmWAG9lksQuuzMltw=">AAACEHicbVBLSgNBFOyJvxh/MS7dNAlCRAgzWajLoBt3RjAfyITQ03lJmvT0DN09kmHIJcS1Wz2CO3HrDXICr2HnszCJBQ+KqveoR3khZ0rb9sRKbWxube+kdzN7+weHR9njXF0FkaRQowEPZNMjCjgTUNNMc2iGEojvcWh4w9up33gCqVggHnUcQtsnfcF6jBJtpE4259770CdFgV0e9DtlLM472YJdsmfA68RZkEIl7168TCpxtZP9cbsBjXwQmnKiVMuxQ91OiNSMchhn3EhBSOiQ9KFlqCA+qHYy+32Mz4zSxb1AmhEaz9S/FwnxlYp9z2z6RA/UqjcV//Nake5dtxMmwkiDoPOgXsSxDvC0CNxlEqjmsSGESmZ+xXRAJKHa1LWUEipONIzGGdOMs9rDOqmXS85lyX5wCpUbNEcanaI8KiIHXaEKukNVVEMUjdArekPv1rP1YX1aX/PVlLW4OUFLsL5/Ae8mn0c=</latexit>

W(n log2 n)



Complessità dei problemi e algoritmi ottimi

§ Dal Teorema precedente si ricava che gli algoritmi HEAPSORT e MERGESORT, che hanno complessità 
O(n log2 n) sono algoritmi oami

§ Infaa, sia g(n) la funzione di complessità dei due algoritmi:

§ Allora: g(n) ≤ cn log2 n per qualche c > 0 e per n > n0

per il Teorema però g(n) ≥ n log2 n
Quindi la complessità degli algoritmi coincide con quella del problema, e dunque i due algoritmi sono
oami
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<latexit sha1_base64="GoRhYjgffHlmOz/PbXh2IsP9YZ8=">AAACFHicbVDLSgMxFM34rPVVFdy4CS1Ci1BmulCXRTfurGAf0BmGTJpOQzPJkGTEMvYvxA9wq5/gTty67xf4G6aPhW09cOFwzr2cywliRpW27ZG1srq2vrGZ2cpu7+zu7ecODhtKJBKTOhZMyFaAFGGUk7qmmpFWLAmKAkaaQf967DcfiFRU8Hs9iIkXoZDTLsVIG8nPHYdFXoIu5fC2yKHLROhXIC/5uYJdtieAy8SZkUI17549j6qDmp/7cTsCJxHhGjOkVNuxY+2lSGqKGRlm3USRGOE+CknbUI4iorx08v8QnhqlA7tCmuEaTtS/FymKlBpEgdmMkO6pRW8s/ue1E9299FLK40QTjqdB3YRBLeC4DNihkmDNBoYgLKn5FeIekghrU9lcSqwY0uRxmDXNOIs9LJNGpeycl+07p1C9AlNkwAnIgyJwwAWoghtQA3WAwRN4BW/g3XqxPqxP62u6umLNbo7AHKzvX5floBI=</latexit>

g(n) 2 O(n log2 n)



Problemi polinomiali (trattabili)

§ Indichiamo con P l’insieme dei problemi di complessità polinomiale (risolubili da un algoritmo di 
complessità polinomiale), del tipo O(nk) per qualche k > 0

§ Naturalmente, applicando la definizione, risulta O(nk) ⊂ O(nk+1)
§O(n log2 n) ∈ P infatti O(n log2 n) ⊂ O(n2) ∈ P

§ I problemi di complessità polinomiale sono trattabili: l’algoritmo risolutore calcola la soluzione in un 
tempo «ragionevole». anche per grandi valori di n

§ Se il nostro computer esegue un milione di istruzioni al secondo, per risolvere un problema di complessità 
O(n3), con n = 100, eseguirà approssimativamente un milione di istruzioni impiegando circa 1 secondo di 
tempo

§ Se l’istanza del problema cresce di 10 volte (n = 1.000) dovranno essere eseguite 1.000.000.000 di 
operazioni in un tempo di circa 17 minuti
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Problemi super-polinomiali

§ Non tua i problemi sono di complessità polinomiale

§ Ad esempio se un problema richiede la valutazione di tua i so@oinsiemi di un set di n da?, dovrà 
elaborare 2n so@oinsiemi

§ Facciamo una prova...
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Problemi super-polinomiali (intrattabili)

§ I problemi di complessità super-polinomiale (O(kn), O(n!), ...) sono intrattabili: il tempo per il calcolo della 
soluzione è irragionevole (troppo elevato) anche per piccoli valori di n

§ Supponiamo che il problema A abbia complessità O(2n); supponiamo che il nostro computer sia in grado 
di eseguire un milione di operazioni al secondo.

§ Se n = 50 allora l’algoritmo dovrà eseguire approssimativamente 2n = 1.125.899.906.842.620 operazioni 
per risolvere il problema (un milione di miliardi di operazioni) impiegando più di un miliardo di secondi per 
calcolare la soluzione: più di trent’anni ininterrotti di  calcolo...

§ Quel che è peggio, però, è che se aumentiamo di un solo elemento la dimensione dell’istanza del 
problema (n = 51) il tempo di calcolo della soluzione... raddoppia: più di 60 anni!
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allora scegliamo un 
computer più potente: 
da 100 milioni di 
operazioni al secondo...!



NP: NondeterminisAc Polynomial Ame

§ Indichiamo con NP l’insieme dei problemi che possono essere risolti in tempo polinomiale da un 
algoritmo/macchina «non deterministica»

§ Una macchina non deterministica è un modello di calcolo in grado di utilizzare contemporaneamente un 
numero arbitrario di esecutori/processori con un’istruzione del tipo

x := choice(A)
§ che dice di procedere con le istruzioni successive con tanti processi paralleli quanti sono i possibili valori di 
A che possono essere assegnati ad x

§ Ogni processore esegue un algoritmo che termina dopo un numero finito di passi, individuando la 
soluzione o arrivando ad un punto in cui è evidente che la configurazione individuata non è una soluzione 
del problema

§ Quando un algoritmo termina lo comunica a tutti gli altri, indicando se ha raggiunto la soluzione del 
problema (success) o se ha terminato l’esecuzione senza trovarla (failure)

§ Se un processo termina nello stato success, vengono interrotti anche tutti gli altri
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Esempi di algoritmi non deterministici

§ Ordinare gli n elementi dell’insieme A
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Esempi di algoritmi non determinisAci

§ Individuare il cammino con il minimo numero di spigoli (cammino di lunghezza minima) tra due vertici u e 
v su un grafo G
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Esempi di algoritmi non determinisAci

§ Individuare il cammino con il minimo numero di spigoli (cammino di lunghezza minima) tra due vertici u e 
v su un grafo G
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NP: Nondeterministic Polynomial time

§ I problemi NP sono quelli che sono risolubili in tempo polinomiale da una macchina/algoritmo non 
deterministica

§ L’esecuzione di un algoritmo di questo genere può essere rappresentata come un albero (non 
necessariamente binario), in cui le «ramificazioni» si sviluppano proprio in corrispondenza delle istruzioni 
choice

§ Di fatto, se la soluzione esiste, allora può essere calcolata con le operazioni identificate dai vertici 
dell’albero posti sul cammino dalla radice dell’albero fino alla foglia che identifica tale soluzione

§ Il numero di operazioni h è tale che esiste una costante k > 0 per cui risulti h ≤ nk, se n è la dimensione 
dell’istanza del problema

§ Se si vuole controllare che una determinata sequenza di scelte consenta di determinare una soluzione del 
problema, basterà ripercorrere il «cammino» (sull’albero delle decisioni) corrispondente a tali scelte

§ Quindi una definizione alternativa della classe dei problemi NP è la seguente: l’insieme di tutti i problemi 
le cui soluzioni possono essere verificate in tempo polinomiale da un algoritmo deterministico (ammettono 
un algoritmo di verifica di complessità polinomiale)

§ Naturalmente P ⊆ NP
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Riducibilità di un’istanza di un problema ad un’istanza di un altro 
problema
§ Da? due problemi A e B, è possibile ridurre A a B se esiste un algoritmo R: IA⟶ IB con cui è possibile 

trasformare ogni istanza IA del problema A in una istanza equivalente IB del problema B, in modo tale che 
la soluzione di IB sia anche una soluzione di IA

§ Se l’algoritmo R è di complessità polinomiale O(nk) allora diremo che A è riducibile in tempo polinomiale 
a B e scriveremo A ≤P B

§ Se A ≤P B e se B ∈ P allora anche A ∈ P

§ Se A ≤P B allora per risolvere A posso tradurre l’istanza di A in un’istanza equivalente di B, poi risolvere B
e così o@enere anche una soluzione per A; dunque A non è più difficile di B: se riesco a risolvere B in 
tempo polinomiale, allora posso risolvere anche A in tempo polinomiale

§ La riducibilità in tempo polinomiale è transi?va: se A ≤P B e B ≤P C allora A ≤P C perché la 
«concatenazione» di algoritmi polinomiali, dà luogo ad un algoritmo di complessità polinomiale
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Problemi NP-completi

§ Un problema A è NP-completo (NPC) se
• A ∈ NP
• per ogni B ∈ NP risulta B ≤P A

§ SAT: dato un insieme U di variabili booleane (che possono assumere valori in {vero, falso}) e un insieme 
di clausole su U, esiste una assegnazione di valori alle variabili di U tale da rendere vera l’espressione?
• Esempio: 

L’espressione risulta vera per x1 = vero, x2 = vero e x3 = falso, ma anche per x1 = vero, x2 = falso e x3 = vero, 
mentre per ogni altra assegnazione di valori l’espressione è falsa

• Esempio: 

L’espressione non ammette alcuna assegnazione di valori alle variabili x1 e x2 tale da renderla vera
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Problemi NP-completi

§ Teorema di Stephen Cook (e Leonid Levin) – 1971: il problema SAT è NP-completo

§ Dimostrazione. La dimostrazione che SAT è NP è banale: per verificare una soluzione, basta assegnare i 
valori alle variabili e calcolare la formula

§ Che SAT sia NP-Completo lo si dimostra basandosi sul fa@o che ogni algoritmo o macchina di Turing può 
essere assimilato ad una espressione booleana e dunque ogni istanza di un problema NP può essere 
codificata in tempo polinomiale in una formula booleana equivalente.

§ A par?re dal Teorema di Cook, per dimostrare che il problema A è NP-completo basta mostrare che esiste 
un problema NP-completo B che sia riducibile in tempo polinomiale ad A

§ Schema di dimostrazione che A ∈ NPC:
1. si dimostra che A ∈ NP (provando che esiste un algoritmo di verifica della soluzione, di complessità 

polinomiale)
2. Si sceglie un opportuno B ∈ NPC e si dimostra che B ≤P A

§ Infaa, se B ∈ NPC, allora per ogni C ∈ NP risulta C ≤P B; quindi se B ≤P A, allora anche C ≤P A per ogni 
C ∈ NP
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Problemi NP-completi: alcuni esempi

§ 3DM (three-dimensional matching):dati tre insiemi finiti X, Y e Z, disgiunti e con lo stesso numero k di 
elementi, possiamo definire l’insieme T ⊆ X × Y × Z

§ T contiene un matching? Ossia, esiste un sottoinsieme M ⊆ T di cardinalità |M| = k tale che gli elementi di M
abbiano a due a due nessun elemento in comune? Ossia, per ogni a, b, ∈ M deve risultare a = (x1, y1, z1), 
b = (x2, y2, z2) e x1 ≠ x2, y1 ≠ y2 e z1 ≠ z2

§ Esempio: Sia X = {1, 2, 3}, Y = {4, 5, 6} e Z = {7, 8, 9}. Sia inoltre T = { t1 = (1, 4, 7), t2 = (2, 5, 7), 
t3 = (2, 6, 8), t4 = (1, 4, 9), t5 = (3, 5, 9),  t6 = (2, 4, 7), t7 = (3, 5, 9)}

§ L’insieme T contiene un matching M con k = 3 elementi, ad esempio M = { t1 = (1, 4, 7), t3 = (2, 6, 8), 
t5 = (3, 5, 9) }

§ Dimostrare che 3DM è NP-Completo è possibile applicando lo schema di dimostrazione:
• 3DM è NP: dato un mathing M è facile verificare se ha k elementi e se le terne sono tutte distinte (l’algoritmo di 

verifica è certamente polinomiale)
• è possibile ridurre in tempo polinomiale tutti i problemi NP a 3DM perché SAT ≤P 3SAT ≤P 3DM

§ È interessante osservare che invece il problema del matching su due soli insiemi (noto anche come Stable
Marriage Problem) è polinomiale
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Problemi NP-completi: alcuni esempi

§ PARTITION: dato un insieme finito A ⊂ ℕ esiste A’ ⊆ A tale che

§ Esempio: Sia A = {1, 4, 5, 7, 8, 12, 17, 22}.  Il sottoinsieme A’ = {4, 5, 7, 22} soddisfa la partizione 
richiesta dal problema: 4+5+7+22 = 1+8+12+17 = 38

§ Dimostrare che PARTITION è NP-Completo è possibile applicando lo schema di dimostrazione:
• PARTITION è NP: dato un sottoinsieme A’ di A è possibile calcolare la somma di A’ e la somma di A\A’ in tempo 

polinomiale e confrontare le due somme per verificare se A’ soddisfa la partizione richiesta dal problema 
• Per dimostrare che PARTITION è NP-completo si può mostrare che esiste un algoritmo di riduzione polinomiale da 

3DM: 3DM ≤P PARTITION
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Problemi NP-completi: alcuni esempi

§ SUBSET-SUM: dato un insieme finito A ⊂ ℕ e un intero positivo b, esiste un sottoinsieme A’ ⊆ A tale che
? 

§ Esempio: Sia A = {3, 2, 18, 23, 7, 9} e sia b = 43; il sottoinsieme A’ = {2, 18, 23} è una soluzione del 
problema, infatti 2 + 18 + 23 = 43; invece, per b = 40 il problema non ammette soluzione

§ Dimostrare che SUBSET-SUM è NP-Completo è possibile applicando lo schema di dimostrazione:
• SUBSET-SUM è NP: dato un sottoinsieme A’ di A è possibile calcolare la somma di A’ in tempo polinomiale e 

confrontare la somma con l’intero b per verificare se A’ soddisfa la richiesta dal problema 
• Per dimostrare che SUBSET-SUM è NP-completo si può mostrare che esiste un algoritmo di riduzione polinomiale 

da PARTITION : PARTITION ≤P SUBSET-SUM
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Problemi NP-completi: alcuni esempi

§ Proposizione. PARTITION ≤P SUBSET-SUM

§ Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che ogni istanza di PARTITION può essere trasformata in un’istanza di 
SUBSET-SUM e che la soluzione di questa istanza è anche soluzione dell’istanza di PARTITION ad essa 
associata. Sia A ⊂ ℕ un’istanza di PARTITION. Sia |A| = n e s = a1 + a2 + ... + an. L’istanza equivalente di 
SUBSET-SUM è definita come (A, s/2)∎

§ Proposizione: SUBSET-SUM ≤P PARTITION

§ Dimostrazione. Consideriamo l’istanza di SUBSET-SUM ({a1, ..., an}, k). Sia s = a1 + a2 + ... + an.
§ Possiamo costruire la seguente istanza di PARTITION: {a1, ..., an, b, c} con b = 2s – k e c = s + k.

§ La somma dell’insieme è s + 2s – k + s + k = 4s, per cui per risolvere PARTITION cerchiamo una partizione di 
somma 2s. Esiste una soluzione di PARTITION (un sottoinsieme di {a1, ..., an, b, c} di somma 2s) se e solo se 
esiste un sottoinsieme di {a1, ..., an} di somma k. Infatti, riordinando per semplicità gli elementi a1, ..., an:
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Classi di complessità

§ Problemi calcolabili
• risolubili mediante un algoritmo

§ Problemi NP
• risolubili in tempo polinomiale 

mediante macchina non 
deterministica

• verificabili in tempo polinomiale

§ Problemi P
• risolubili in tempo polinomiale

§ Problemi NP-completi
• sono NP e tutti i problemi NP sono 

riducibili in tempo polinomiale ad essi

§ Problemi NP-hard
• tutti i problemi NP sono riducibili in 

tempo polinomiale ad essi
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Il problema «P = NP»

§ Gli insiemi P e NP sono distinti?
I problemi in NP \ P sono 
effettivamente non polinomiali?

§ Se riuscissimo a dimostrare che un 
problema 𝓠 NP-completo è 
risolubile da un algoritmo di 
complessità polinomiale allora, 
siccome tutti i problemi NP
sarebbero riducibili in tempo 
polinomiale a 𝓠, tutti i problemi 
NP risulterebbero risolubili in 
tempo polinomiale e dunque 
P ≡ NP

§ Il problema è tutt’ora aperto...
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Applicazioni

§ Il fatto che il problema «P = NP» non sia ancora stato risolto, può essere sfruttato per interessanti 
applicazioni:
• nell’ambito della crittografia: l’estrema difficoltà di decifrare un messaggio senza conoscere la chiave di cifratura 

a fronte della facilità con cui lo stesso messaggio può essere decifrato conoscendo la chiave
l’algoritmo di decifratura, conoscendo la chiave, corrisponde all’algoritmo di verifica di una soluzione in tempo polinomiale; 
l’algoritmo di decifratura privo della conoscenza della chiave corrisponde all’algoritmo risolutivo, di elevata complessità 
computazionale (super-polinomiale)

• nell’ambito dei protocolli di comunicazione sicuri di tipo «zero knowledge», in cui due interlocutori devono 
fidarsi reciprocamente (autenticarsi) senza scambiare un’informazione segreta nota ad uno solo dei due (come 
potrebbe essere una password)

§ Nell’ambito della crittografia (ormai indispensabile per la vita di tutti i giorni e per i modelli di interazione 
sociale, economica e politica a cui siamo abituati) la ricerca si sta spingendo verso algoritmi e metodi 
matematici di «post-quantum cryptography», dal momento che i cosiddetti «computer quantistici» 
possono, in linea teorica, essere equiparati alle «macchine non deterministiche», con cui possono essere 
risolti in tempo polinomiale, problemi attualmente risolubili in tempo super-polinomiale dai computer 
tradizionali
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