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1 Premessa

I1 Novecento ¢ stato un secolo di grandi e radicali cambiamenti per le scienze e per il modo con
cui gli scienziati si accostano allo studio delle rispettive discipline. Fino a buona parte
dell’Ottocento lo studio delle scienze, e fra queste anche lo studio della matematica, era spesso
condizionato a procedere entro i binari della ragionevolezza, dell’intuitivita e della “osservabili-
ta” dei fenomeni. Fino a tutto il 1700 la matematica era caratterizzata come lo studio dei numeri
e delle figure geometriche, con alcuni settori quali I’aritmetica, 1’algebra classica, 1’analisi ¢ la
geometria euclidea. Nel corso del XIX secolo si svilupparono molti nuovi settori della geome-
tria, come la geometria descrittiva, proiettiva, differenziale, non euclidea, e di altre aree della
matematica, come 1’analisi complessa, la teoria dei numeri, 1’algebra moderna (studio di struttu-
re come campi, anelli, gruppi, spazi vettoriali, ecc.), il calcolo delle probabilita, ecc.

In particolare cambia radicalmente il ruolo giocato dalla teoria degli insiemi che, a cavallo tra
Ottocento e Novecento, viene ad assumere il ruolo di fondamento della matematica: la possibili-
ta di caratterizzare insiemisticamente le funzioni, le proprieta, le relazioni, i numeri cardinali
finiti e transfiniti e di definire, mediante operazioni insiemistiche, tutti gli altri tipi di numeri
(interi, razionali, reali e complessi) a partire dai naturali, ha portato gradualmente ad interpretare
la matematica come una disciplina fondata proprio sulla teoria degli insiemi.

Un altro punto di snodo cruciale nell’evoluzione della matematica ¢ costituito dalla applicazio-
ne, sempre piu pervasiva e rigorosa, del metodo assiomatico, che possiamo riassumere in questi
termini. Una teoria ¢ presentata assiomaticamente quando si assume inizialmente un certo nu-
mero di concetti come primitivi (senza definirli) e un elenco di proposizioni come assiomi (sen-
za dimostrarli); tutti gli altri concetti della teoria vengono definiti a partire dai concetti primitivi
e si dimostrano un insieme di proposizioni e¢ teoremi a partire dagli assiomi. Nella concezione
assiomatica classica (ad esempio applicata alla geometria con i famosi Elementi di Euclide), i
concetti primitivi sono gli oggetti elementari (il punto, la retta, ecc.) e gli assiomi sono delle
proprieta che appaiono intuitivamente e palesemente vere. In questo modo, con il procedimento
rigoroso della dimostrazione, il concetto di verita si trasferisce dagli assiomi anche ai teoremi.

ica si ¢ trasformata e sono potute nascere nuove teorie gra-
Nel corso dell’Ottocento la Matematica si ¢ trasf t tut t
zie all’assunzione di una nuova concezione dell’assiomatica: si ¢ capito che il requisito di “veri-
dicita” di un sistema di assiomi poteva essere sostituito dal requisito di coerenza. Alla base delle
moderne teorie matematiche non c¢’¢ piu dunque un insieme di assiomi intuitivamente veri, ma



piuttosto degli assiomi che fra loro costituiscono un sistema coerente e privo di contraddizioni.
Gli assiomi diventano quindi delle proposizioni né vere né false, che enunciano proprieta e rela-
zioni che si assumono senza dimostrazione. La rottura di questo vincolo ha permesso la costru-
zione di teorie molto piu potenti e versatili di quelle classiche. Viene ad assumere la massima
rilevanza il problema della coerenza, o anche della non-contradditorieta o della consistenza, di
un sistema di assiomi: si accettano in matematica tutte e sole le teorie assiomatiche coerenti.

Da questi presupposti nasce anche un problema cruciale: come ¢ possibile stabilire la consisten-
za di un certo sistema di assiomi?

Il matematico italiano Giuseppe Peano (1858-1932) propose una celeberrima assiomatizzazione
dell’aritmetica. Ebbene, nel 1931 il logico matematico Kurt Gédel (1906-1978), a soli 23 anni,
dimostro I’incompletezza della teoria assiomatica dell’aritmetica, provando che esistono dei teo-
remi che non possono essere dedotti a partire dai soli assiomi della teoria stessa.

Lo studio della teoria assiomatica degli insiemi e i problemi di decidibilita delle teorie astratte,
sfocio anche nella definizione di una nuova area di indagine scientifica, di studio e di ricerca, la
teoria della calcolabilita. In sostanza 1’assiomatizzazione delle teorie fece intravedere la possi-
bilita di costruire strumenti automatici in grado non soltanto di eseguire autonomamente calcoli
numerici complessi, ma anche di derivare rigorosamente ogni proposizione vera a partire da un
sistema di assiomi coerenti. Si sviluppo quindi un ambito di ricerca molto fertile che porto in
breve tempo alla nascita dei primi calcolatori elettronici. Parallelamente allo sviluppo dei com-
puter con tecniche ingegneristiche sempre piu raffinate, ed anzi anticipandone i tempi, alcuni
matematici, studiosi della teoria della calcolabilita e della logica matematica, proposero dei mo-
delli di calcolo astratti con cui affrontare lo studio dei problemi la cui soluzione potesse essere
derivata sulla base di un procedimento automatico.

Tra questi, il piu importante di tutti fu sicuramente 1’inglese Alan Turing (1912-1954), che pro-
pose un famosissimo modello di calcolo astratto noto con il nome di Macchina di Turing. Si
tratta di un “calcolatore ideale”, dotato di un meccanismo di funzionamento piuttosto povero,
programmabile in modo per certi versi primitivo, ma assai elegante, dotato di una memoria infi-
nita (questo aspetto rende la Macchina di Turing un modello ideale non realizzabile in pratica).

Nel 1936 il logico matematico americano Alonzo Church avanzo I’ipotesi, nota come 7esi di
Church, che le funzioni effettivamente calcolabili fossero tutte e sole le funzioni Turing-
calcolabili; in altri termini la tesi di Church afferma che tutti i problemi la cui soluzione possa
essere calcolata mediante un procedimento algoritmico, possono essere risolti anche mediante
una Macchina di Turing, ¢ viceversa. Questa ipotesi, mai dimostrata rigorosamente, ma rispetto
a cui nessuno fino ad ora ¢ riuscito a produrre un controesempio in grado di confutarne la veri-
dicita, pone la Macchina di Turing in una posizione centrale nell’ambito della teoria degli algo-
ritmi e della calcolabilita: stando a quanto afferma Church, infatti, la Macchina di Turing, pur
cosi povera nella sua struttura, ¢ potente quanto il pit moderno dei computer digitali dell’ultima
generazione.

La tesi di Church, letta “al contrario”, afferma perd anche qualcos’altro: siccome ¢ provato che
esistono dei problemi che non possono essere risolti mediante una Macchina di Turing, allora
questo significa che tali problemi non possono essere risolti neanche con un algoritmo.

Come nell’ambito della matematica € stato di mostrato che esistono teorie incoerenti, cosi
I’informatica deve fare i conti con 1’esistenza di problemi che non possono essere risolti per via
algoritmica. Pur rimanendo nell’ambito dei problemi che possono essere “calcolati in modo ef-
fettivo”, ossia limitandoci a quei problemi la cui soluzione puod essere ottenuta mediante un al-
goritmo, nelle pagine seguenti accenneremo alle difficolta intrinseche proprie di determinati
problemi, che pongono dei limiti, attualmente non superabili, alla calcolabilita delle soluzioni.



2 Algoritmi e complessita computazionale

Un algoritmo ¢ un procedimento risolutivo costituito da una sequenza finita di passi elementari
che, eseguita su una determinata istanza del problema che 1’algoritmo ¢ in grado di risolvere,
termina in tempo finito dopo aver eseguito un numero finito di operazioni.

Consideriamo ad esempio il seguente problema: dato un insieme di numeri 4 = {ay, as, ..., @},
si vuole individuare il minore. Un algoritmo risolutore per questo problema potrebbe essere il
seguente:

Algoritmo Minimo(A4)

Poni min = a,

Ponii=2

Se a; < min allora poni min = a;

Ponii=i+1

Se i <n allora vai al passo 3, altrimenti prosegui
Stampa min

Fermati

Nk L=

La procedura che abbiamo appena presentato ¢ costituita da istruzioni elementari (assegnazione
di valori a variabili di memoria, confronti fra variabili, esecuzione di operazioni aritmetiche, ¢
poco altro) e complessivamente ¢ costituita da soli sette passi. Il problema viene risolto in tem-
po finito, ossia dopo aver eseguito un numero finito di operazioni. Inizialmente infatti (passo 1)
si suppone che 1’elemento minimo sia il primo elemento dell’insieme, a;; utilizzando la variabi-
le i come “contatore” con cui passare da un elemento dell’insieme al successivo, vengono presi
in considerazione tutti gli elementi a; dell’insieme A e, di volta in volta, il valore di ogni ele-
mento viene confrontato con la variabile min, in cui ¢ memorizzato il valore che fino a quel
momento ¢ risultato essere il piu piccolo. Se il valore di a; ¢ minore di min, allora questo valore
viene memorizzato in min. In questo modo, quando saranno stati esaminati tutti gli elementi
dell’insieme (cio¢ quando risultera i > n), in min sara rimasto memorizzato il valore del piu pic-
colo elemento di 4. Dunque il procedimento termina dopo un numero finito di operazioni.
Quindi possiamo concludere che la procedura di calcolo che abbiamo appena analizzato ¢ effet-
tivamente un algoritmo.

Per uno stesso problema possono esistere due o piu algoritmi in grado di risolverlo in modo e-
satto. Come possiamo decidere quale fra questi algoritmi ¢ il migliore? Intuitivamente possiamo
dire che il miglior algoritmo per un determinato problema ¢ quello che lo risolve utilizzando la
minor quantita di “risorse” (ad esempio la minor quantita di memoria, nel caso di un algoritmo
trasformato in un programma per un computer) nel minor “tempo” possibile. Ovviamente ¢ be-
ne specificare a cosa ci si riferisce parlando di quest’ultimo termine di paragone, il tempo. Non
si intende infatti il tempo “cronologico” impiegato dall’esecutore per risolvere il problema uti-
lizzando un certo algoritmo, perché altrimenti in questo modo misureremmo 1’efficienza
dell’esecutore (elettronico, come nel caso di un computer, o umano) e non quella dell’algoritmo.
Nell’ipotesi quindi che ognuna delle operazioni elementari previste dall’algoritmo impegni
I’esecutore per una certa unita di tempo astratta, il tempo di esecuzione potra essere misurato
come numero di operazioni elementari eseguite per applicare 1’algoritmo nella risoluzione di
una istanza del problema.

Un’istanza di un certo problema ¢ costituita, in termini forse riduttivi, dal problema stesso in-
sieme ai suoi dati: ad esempio un problema generale potrebbe essere quello che chiede di trova-
re gli zeri di un polinomio di grado n, p(n) = agx" + a, X' + ... +a,, x + a,. Un’istanza dello
stesso problema ¢ invece la richiesta di trovare gli zeri del polinomio di grado n=3 p(n) =2x> —
3x + 5, ottenuto ponendo ap =2, a; =0, a, =3, a; =5.

Per il problema del calcolo degli zeri di un polinomio di grado n possiamo anche dire che
I’insieme dei valori degli n coefficienti ay, ai, ..., a,, costituisce ’input da fornire all’algoritmo



per risolvere il problema stesso. Cosi come i valori degli elementi ay, as, ..., @, che costituisco-
no I’insieme A4, sono I’input da fornire all’algoritmo per la ricerca del minimo, che abbiamo vi-
sto poc’anzi.

Date due diverse istanze di uno stesso problema, il medesimo algoritmo risolutore effettuera un
numero di operazioni elementari definito in funzione della “dimensione” dell’istanza da risolve-
re. Ad esempio per trovare il minimo su un insieme di » = 10 elementi, verranno eseguite circa
10 operazioni, mentre per trovare il minimo su un insieme di » = 100 elementi, ne verranno ese-
guite circa 100.

Possiamo quindi definire per ogni algoritmo una funzione f{n), calcolata in funzione della di-
mensione n dell’input fornito all’algoritmo stesso, che esprime, per una istanza di lunghezza n,
il numero f{(n) di operazioni effettuate per risolvere il problema.

Ad esempio nel caso del problema della ricerca del minimo sull’insiema 4 di n elementi,
I’algoritmo Minimo riportato in precedenza, esegue un numero di operazioni pari a
fin)=3+3(n-1). Infatti i passi 1, 2 e 6 vengono eseguiti solo una volta ciascuno (dunque 3
operazioni elementari complessivamente), mentre i passi 3, 4 ¢ 5 vengono eseguiti un numero di
volte pari a n — 1. Dunque complessivamente 37 operazioni; diremo quindi che I’algoritmo ha
una complessita computazionale lineare nella dimensione dell’input, per esprimere il fatto che il
numero di operazioni eseguite dall’algoritmo per risolvere una certa istanza del problema cresce
linearmente in funzione della dimensione dell’input che caratterizza quella specifica istanza.

Naturalmente non esistono soltanto algoritmi che impiegano un “tempo” che cresce linearmente
con la dimensione dell’input: esistono problemi piu complicati che richiedono algoritmi di
complessita maggiore, che eseguono quindi un numero di operazioni che cresce in funzione del
quadrato o del cubo del numero di informazioni da elaborare. Ad esempio la soluzione del pro-
blema dell’ordinamento di un insieme (costruire una permutazione degli elementi dell’insieme
in modo tale che questi risultino disposti in ordine non decrescente) richiede algoritmi di com-
plessita quadratica, ossia, in altri termini, algoritmi che richiedono un numero di operazioni
dell’ordine di n* per ordinare un insieme di n elementi."

3 Un problema di ottimizzazione combinatoria

Fino ad ora abbiamo visto qualche esempio in cui per ottenere la soluzione del problema serve
un algoritmo la cui complessita pud essere espressa con una funzione polinomiale, del tipo n".
Tuttavia esistono problemi piu difficili che richiedono algoritmi ben pitu complessi per ottenere
una soluzione. Costruiamoci un esempio facendo ricorso ad un classico problema di matematica
discreta (o anche, di ottimizzazione combinatoria), ottenuto nell’ambito della teoria dei grafi.

Un grafo G = (V,E) ¢ una coppia di insiemi finiti, V' = {v|, vy, ..., v,}, detto insieme dei vertici
del grafo, ed E C VxV, detto insieme degli spigoli del grafo, costituito da alcune delle coppie di
vertici di V(G). Ad esempio consideriamo il grafo G = (V,E) costituito dall’insieme V di n=>5
vertici, V= {1, 2, 3,4, 5}, ed E = {(1,2), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,5), (3.4), (4,5)}, che puo
essere rappresentato come in Figura 1.
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Figura 1: Un grafo G con n=5 vertici

1 .. N . . . . - . . . . .. .
In effetti si pud dimostrare che per ordinare un insieme con # elementi ¢ possibile costruire algoritmi efficienti con
una complessita dell’ordine di n logyn.



Una cligue su un grafo G ¢ un sottografo G’ completo massimale. Cosa sia un sotfografo lo si
puo facilmente immaginare: ¢ un grafo G’=(V", E’),dove V"C Ve E’CE.

Un grafo (o un sottografo) si dice completo, quando esiste uno spigolo per ogni coppia di verti-
ci: ad esempio il grafo rappresentato in Figura 1 non ¢ completo perché non esiste uno spigolo
che collega la coppia di vertici 1, 4 e la coppia 1, 3.

Viceversa il sottografo G’ costituito dai vertici V' = {1, 2, 5} e dagli spigoli £’ = {(1,2), (1,5),
(2,5)} ¢ completo perché, appunto, per ogni coppia di vertici di V'’ esiste uno spigolo in £’ che li
collega.

Inoltre il sottografo G’ ¢ anche massimale. Infatti aggiungendo qualsiasi altro vertice di V'a V’
(e 1 relativi spigoli incidenti presenti in E) si perde la proprieta di completezza (ad esempio il
sottografo composto dall’insieme di vertici V=V’ U {4} e dall’insieme degli spigoli E” = E’
U {(4,5), (2,4)} non ¢ un sottografo completo perché¢ manca lo spigolo che collega i vertici 1 e
4). Dunque visto che il sottografo G’ = (V’, E’) ¢ completo e massimale, & una clique di G.

Dato un grafo G vogliamo progettare un algoritmo per calcolare e stampare automaticamente
tutte le cliqgue di G. 1l seguente algoritmo Clique risolve il problema.

Algoritmo Clique(G)

1. Sia G=(V, E) il grafo ricevuto in input

2. per ogni sottoinsieme C di V ripeti le seguenti operazioni:

3 verifica se C forma un sottografo completo di G

4. verifica se C ¢ anche massimale provando ad aggiungere gli altri vertici e gli altri spigoli
5 se entrambe le verifiche danno esito positivo allora C ¢ una clique

6. Fermati

L’algoritmo ¢ composto da soli 6 passi ognuno dei quali ¢ piuttosto elementare. Tuttavia i passi
3, 4 e 5 vengono ripetuti per un numero di volte pari al numero dei sottoinsiemi di V. Ricordia-
mo che la cardinalita dell’insieme delle parti di V, & (V), puo essere calcolata facilmente: se V'
ha n elementi, allora I’insieme delle parti @ (V) € costituito da 2" sottoinsiemi.

Dunque I’algoritmo Clique, a prescindere dal numero di operazioni elementari effettuate per
eseguire ciascuno dei 6 passi (il passo 3, ad esempio, non ¢ composto da una sola istruzione e-
lementare, ma richiede di specificare in modo piu dettagliato le operazioni da compiere), esegui-
ra un numero di istruzioni dell’ordine di 2”". In questo caso la complessita dell’algoritmo viene
espressa mediante una funzione non piu polinomiale, ma bensi esponenziale, con una crescita
ben pil rapida: quando » aumenta di una unita, il valore della funzione f{(n) = 2" raddoppia!

4 Le classi P, NP e NP-C

A prescindere dalla velocita dell’esecutore che compie le operazioni descritte dall’algoritmo (un
computer, ad esempio) il tempo richiesto per eseguire una procedura di complessita polinomiale
rimane sempre piuttosto contenuto, al crescere di n. Al contrario, il tempo di esecuzione richie-
sto da un algoritmo di complessita esponenziale cresce vertiginosamente diventando proibitivo
anche per valori di # piuttosto bassi.

Ad esempio se il nostro computer esegue un milione di operazioni al secondo (per eseguire
un’istruzione impiega quindi 0,000001 secondi) per eseguire un algoritmo di complessita n* su
un’istanza del problema di dimensione » = 10 impieghera appena 0,00001 secondi; se I’istanza
del problema ha invece una dimensione pari a n = 60 lo stesso algoritmo impieghera 0,00006
secondi, un tempo ancora decisamente trascurabile. Viceversa un algoritmo di complessita e-
sponenziale dell’ordine di 2" impieghera 0,001 secondi per risolvere un’istanza del problema di
dimensione n = 10 e circa 366 secoli (!) per risolvere un’istanza dello stesso problema con n =
60.



In breve, tenendo conto del comportamento nella pratica degli algoritmi risolutori, considerere-
mo trattabili tutti i problemi che ammettono un algoritmo di complessita polinomiale per risol-
verli, mentre invece considereremo intrattabili i problemi, che pur essendo risolubili mediante
un algoritmo, richiedono algoritmi di complessita super-polinomiale (esponenziale).

Gli studiosi di informatica teorica e di teoria della complessita e della calcolabilita, hanno sug-
gerito una interessante classificazione per aggregare fra loro problemi anche piuttosto differenti.
La prima di queste classi ¢ denominata P e contiene tutti quei problemi per i quali esistono degli
algoritmi risolutivi di complessita polinomiale.

Se ¢ vero che per risolvere determinati problemi € necessario un algoritmo di complessita super-
polinomiale, ¢ anche vero che, una volta esibita una ipotetica soluzione, per alcuni di questi
problemi ¢ piuttosto facile verificare se tale soluzione sia esatta o meno. Ad esempio, € molto
piu facile verificare se un certo polinomio p(x) si annulla in x = 7,59, piuttosto che trovare un
valore di x per cui il polinomio dato assume il valore zero: verificare la correttezza di una solu-
zione ¢ piu facile che trovarla.

Chiameremo NP la classe di quei problemi che ammettono un algoritmo di complessita polino-
miale in grado di verificare 1’esattezza delle soluzioni. Dunque non un algoritmo risolutore, in
grado di trovare la soluzione, ma un algoritmo di verifica, in grado di verificare se una certa
soluzione ¢ esatta oppure no. Se 1’algoritmo di verifica ha una complessita polinomiale, allora il
problema appartiene alla classe NP.

Naturalmente per ogni problema che puo essere risolto in tempo polinomiale ¢ possibile verifi-
care le soluzioni in tempo polinomiale (nella peggiore delle ipotesi si applica lo stesso algoritmo
progettato per trovare le soluzioni e si controlla se le soluzioni individuate coincidono con quel-
le che intendevamo verificare). Dunque P C NP.

Non ¢ chiaro se P = NP, ossia non si sa se esistono effettivamente dei problemi che siano verifi-
cabili in tempo polinomiale, ma che non sono risolubili in tempo polinomiale (un problema del
genere si troverebbe in NP — P). Fino ad oggi sono stati trovati molti problemi per i quali esiste
un algoritmo di verifica di complessita polinomiale e nessun algoritmo risolutore di complessita
polinomiale. Uno di questi ¢ il problema della ricerca delle c/igue di un grafo. Tuttavia nessuno,
fino ad oggi, ¢ stato in grado di dimostrare che per quei problemi I’algoritmo risolutivo di com-
plessita polinomiale non esiste. Dunque la questione ¢ ancora aperta: si tratta sicuramente del
problema piu importante e piu difficile dell’informatica, e per chi riuscira a risolverlo, rispon-
dendo alla domanda “P=NP?”, un famoso centro di ricerca americano, il Clay Mathematics In-
stitute, ha definito un premio di un milione di dollari!

A sostegno dell’ipotesi che P=NP, esiste una ulteriore classe di problemi, la classe dei problemi
NP-Completi (NPC). L’insieme NPC contiene tutti quei problemi che sono NP e che sono tali
che ogni altro problema NP puo essere ricondotto ad essi in tempo polinomiale. Ricondurre un
problema A ad un problema B significa disporre di un algoritmo T che, applicato ad ogni istanza
di 4, consente di ottenere una istanza di B. In questo modo con I’algoritmo risolutivo del pro-
blema B posso risolvere ogni istanza del problema 4 dopo averla trasformata in una istanza del
problema B. Se ’algoritmo di trasformazione delle istanze di 4 in istanze di B ¢ di complessita
polinomiale, allora diremo che 4 puo essere ricondotto in tempo polinomiale a B e scriveremo
A<, B.

I problemi che si trovano in NPC sono quindi quei problemi Q tali che Q € NP e tali che, per
ogni problema Q" € NP risulta O’ <, Q. La classe NPC costituisce quindi il “club” dei problemi
NP piu difficili. Questo insieme ha la caratteristica fondamentale che, se anche per uno solo dei
suoi elementi Q (per un solo problema Q di NPC) venisse trovato un algoritmo risolutore di
complessita polinomiale, allora si potrebbe concludere che tutti i problemi NP ammettono un
algoritmo risolutivo di complessita polinomiale. Tale algoritmo risolutivo per risolvere un gene-
rico problema 4 € NP lo si potrebbe ottenere attraverso la composizione dell’algoritmo poli-
nomiale di trasformazione che consente di ricondurre ogni istanza di 4 in una istanza di Q, con
I’algoritmo polinomiale risolutore per il problema Q.



I problemi presenti nella classe NPC sono numerosissimi e per nessuno di essi, dopo diversi
anni di studio e di tentativi andati a vuoto, gli studiosi ed i ricercatori sono stati in grado di pro-
gettare algoritmi risolutivi di complessita polinomiale. Dunque la speranza che si possa dimo-
strare che P = NP diminuisce con il passare del tempo.
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