Boltettino 1J. M. L.
La Matematica nella Societd e nella Cultura
Serie VIII, Vol. VI-A, Agosto 2003, 287-290

Metodi di punto critico per equazioni nonlineari ellittiche
di segno indefinito e sistemi Hamiltoniani.

PaoLA MAGRONE

1. — Introduzione.

Lo studio di equazioni differenziali di segno indefinito desta continuo interes-
se, in particolare la ricerca di soluzioni (positive) di un’equazione del tipo Lu =
p{z, %), in opportuni spazi di Sobolev scelti a seconda delie condizioni al contorno,
ha applicazioni in alcuni problemi delia geometria differenziale e delia biomate-
matica. Una vasta letteratura riguardante problemi con segno indefinito & pre-
sente anche nello studio dei sistemi Hamiltoniani.

Consideriamo l'equazione ellittica :

s { — Au{x) — Ju(x) = pla, u) in QcRY,

%|an=0

Una prima motivazione che ha indotto a studiare equazioni del tipo (1) con noyli-

nearits a crescita critica (rispetto allimmersione di Sobolev), proviene dalla geo-
metria differenziale. Il problema di descrivere tutte le possibili curvature scalari-

associate alle metriche Ri:agxanniane su una data varietd genera un’equazione del
tipo (1) con p(x, u) = hu -2 | ciod esattamente una nonlinearita a creseita critica.
Un altro esempio significativo di come si applicano 1 problemi con segno indefinito
viene dalla dinamica delle popolazioni. Si parte da un modello parabolico, le cui
soluzioni stazionarie risolvono la nostra equazione ellittica, con p(x, u) =
a(x) |w|Pu,p > 0. La funzione peso a(x) & usualmente considerata positiva, ma ha
un significato dal punto di vista biologico anche se & di segno variabile. La funzio-
ne u rappresenta la densita di una singola specie in £, A & il tasso di crescita net~
to, @ rappresenta l'effetto dell'eccessivo sovraffollamento sulla crescita delia po-
polazione (effetto negativo, vista la limitatezza del dominio ) in €7, e della sim-
biosi dovuta alla cooperazione intraspecifica in 2 *, dove £ =={xef: al)* >0
Nel caso in cui si abbia a che fare con due o pi specie differenti, un adeguato m
dello & un sisterna Hamiltoniano, e la ricerca di soluzioni periodiche (trattata i
questa tesi), & significativa dal punto di vista biologico, considerando che molti fe-
nomeni naturali, come le stagioni, sono periodici. e "
L’approceio utilizzato per la ricerca di soluzioni & di tipo variazionale, ovvero si
vogliono trovare le soluzioni attraverso i punti eritici di un opportuno funzionale as-
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sociato al problema, e in questo caso il funzionale, defmito in HJ(82), & dato da

@ Iu) = 3f|wi2— ifuz—fp(x,u.)
2!2 23’.’ 2

u
dove P(x, u) = ﬁf pla, E)dE. Avendo a che fare con funzionali- illimitati inferior-

mente; non si cercano-punti di minimo, ma punti critici di tipo «minimax»: i princi-
pali teoremi astratti usati in questa tesi sono versioni piit 0 meno standard dei
teoremi di Passo Montano e Linking [2}. Volendo applicare un teorema di punto
eritico si deve provare che il funzionale possiede una certa struttura geometrica, 8 B

e e -STISSIStE T4 condizione, detta condizione di Palais Smale, che garantisce la
compattezza dell'insieme dei punti critiei del funzionale. Diremo che un funziona-
le J e E verifica la condizione di Palais Smale se ogni successione u, contenuta in
E, tale che

@ J(u,) < CelJ " (m)lf—0

ammette una sottosuccessione fortemente convergente. Considerando il funzio-
nale I, possiamo osservare che, se P ha una erescita sottoeritica rispetto all'ir-
mersione di Sobolev, basta provare che ogni successione di Palais Smale & limita-
ta in norma per poter concludere che ammette una sottosnccessione convergente
fortemente. D’altra parte,se P & a crescita eritica, poiché in questo caso si verifica
una mancanza di compatiezza, dopo aver provato la limitatezza delle successioni
di Palais Smale, si dovra anche provarne la convergenza forte.

Le nonlinearita che sono state trattate in questa tesi hanno una creseita di ti-
po asintoticamente lineare o superlineare, in ogni caso sono non omogenee, di
segno variabile. -

2. — Risultati principali.

Consideriamo l'equazione
) — Aulz) — Aufzx) = Wix) flw)

Sud dove W e C(£2) cambia segno e f ha una crescita superiineare. Si fornisce un risul-
tato di esistenza di una soluzione, non banale, per Pequazione (4), nel caso in cui la
nonlinearith & di segno indefinito ed ha una crescita superlineare, includendo i
caso dellesponente critico. Seguendo lo spirito della dimostrazione fornita da
Alama e Tarantello in {1}, per A <1, in [7] troviamo una soluzione positiva di
Passo Montano eliminando un'ipotesi di omogeneita alfinfinito sulla f. Si sfrutta;
una tecnica introdotta da Girardi e Matzeu in {4] per i sistemi Hamiltoniani pet’
dimostrare la Palais Smale. L'idea principale consiste nell indebolire ipotesi d &
omogeneita su f richiedendo che la primitiva di f debba differire da una funzione ;-!
omogenea al pilt per un termine guadratico, che & in un certo senso ‘controllato %
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dalla parte negativa di W. Inun secondo momento si & esteso un risuliato di Rabi-
nowitz per soluzioni di tipo Linking di (4) con nonlinearita positiva, al caso 1 =2,
e nonlinearitd i segno variabile, trattando anche il caso critico con delle ipotesi
aggiuntive rispetto al sottoeritico [5). Come & ben noto la presenza dell’esponente
critico proveca una mancanza di compattezza; adattando delle tecniche gia pre-
senti in letteratura per nonlinearit positive, 2 possibile dare una stima del livello
¢ dove la eondizione di Palais Smale non vale. Si prova che al di sotto di un oppor-
tuno livello 13 Palais Smale & di nuovo valida, quindi operando con la medesima
struttura di Linking del caso sottocritico, si & in grado di dedurre I'esistenza di al-
meno una soluzione, se si prova che il suo livello di energia & al di sotto di una cer-

_ta C_G.St_«'sin.tgg_eh&ﬂpﬁl.@“dillg_cﬂsmmm_immersioneﬂd_i.Sobolev. ;

Lo studio dell’equazione (1) prosegue con la trattazione di nonlinearita asinto-
ticamente lineari [6]. St trova un risultato di esistenza di una soluzione positiva,
sfruttando il teorema del Passo Montano e alcune proprieta degli autovalori prin-
cipali di operatori lineari eon peso di segno variabile, per provare che, sotto op-
portune ipotesi, si pud escludere Ia presenza di successioni di Palais Smale itlimi-
tate. Infatti, contrariamente a quanto succede nel caso superquadratico, esistono
successioni di Palais Smale illimitate se si ha a che fare con nonlinearita asintoti-
camente lineari.

Un capitolo & stato dedicato alla trattazione del problema di esistenza e molte-
pilicitd di soluzioni periodiche di sistemi Hamiltoniani con potenziale di segno va-
yviabile [8]. I} sistema che viene studiato & dato da

F+AE) x+ b)) Vi) =0,

dove A(f) & una matrice di segno indefinito, con elementi continui e T-periodici,
(per un gualche T > 0 fissato), b(t) & una funzione reale, continua e T-periodicame
Ve C*RY, R).
La tecnica usata si basa sulla considerazione della cosiddetta varietd di Neha-
ri, opportunamente collegata con il funzionale associato al problema. Si considera
un potenziale V pari e si ofrutta una tecnica di minimo vincolato e una variante del

metodo della categoria di Ljusternik e Schrinelmann per trovare soluzioni perio-
diche, e, nel caso in cui A() & definita negativa, subarmoniche ed omoeline,
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