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1.

ω =
(
x2 + y2

)
dx+

(
x2 − y2

)
dy A =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 2, x ≥ 0

}
In coordinate polari, si ha Φ−1(A) =

{
(ρ, θ) ∈ [0,+∞)× [−π, π] : ρ ≤

√
2, θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]}
,

dunque∫
A

∂

∂x

(
x2 − y2

)
− ∂

∂y

(
x2 + y2

)
dxdy =

∫
A

2x−2ydxdy = 2

∫ π
2

−π2
dθ

∫ √2

0

ρ2(cos θ−sin θ)dρ =

= 2[sin t+ cos t]
π
2

−π2

[
ρ3

3

]√2

0

=
8

3

√
2

mentre ∂+A = γ1 ∪ γ2 con

γ1 =
(√

2 cos t,
√

2 sin t
)

t ∈
[
−π

2
,
π

2

]
γ2 =

(
0,
√

2− t
)

t ∈
[
0, 2
√

2
]

pertanto∫
∂+A

ω =

∫ π
2

−π2
〈ω(γ1(t)), γ̇1(t)〉dt+

∫ 2
√

2

0

〈ω(γ2(t)), γ̇2(t)〉dt =

=

∫ π
2

−π2

〈(
1, 2 cos2 t− 2 sin2 t

)
,
(
−
√

2 sin t,
√

2 cos t
)〉

dt+

+

∫ 2
√

2

0

〈((√
2− t

)2

,−
(√

2− t
)2
)
, (0,−1)

〉
dt =

=
√

2

∫ π
2

−π2
cos t

(
1− 2 sin2 t

)
− sin tdt+

∫ 2
√

2

0

(√
2− t

)2

dt =

=
√

2

[
2 sin t− 4

3
sin3 t+ cos t

]π
2

−π2

+

[
−
(√

2− t
)3

3

]2
√

2

0

=
8

3

√
2

2.
γ(t) =

(
cos3 t, sin t

)
t ∈ [−π, π]

Se A è l’insieme racchiuso da γ, dal teorema di Gauss-Green si ha

Area(A) =

∫
A

∂

∂x
x− ∂

∂y
0dxdy =

∫
γ

xdy =

∫ π

−π

〈(
0, cos3 t

)
,
(
3 cos2 t sin t, cos t

)〉
=



=

∫ π

−π
cos4 tdt =

∫ π

−π

1 + 2 cos(2t) + cos2(2t)

4
dt =

∫ π

−π

3

8
+

cos(2t)

2
+

cos(4t)

8
=

=

[
3

8
t+

sin(2t)

4
+

sin(4t)
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]π
−π

=
3

4
π

3.

ω =
x

(x2 + y2)
2 dx+

y

(x2 + y2)
2 dy γR = (R cos t, R sin t) t ∈ [−π, π]

(a) ω è chiusa perché

∂

∂x

y

(x2 + y2)
2 = − 4xy

(x2 + y2)
3 =

∂

∂y

x

(x2 + y2)
2

(b) ∫
γR

ω =

∫ π

−π
〈ω(γ), γ̇〉dt =

∫ π

−π
〈(R cos t, R sin t), (−R sin t, R cos t)〉dt = 0

(c) Per mostrare l’esattezza di ω, è sufficiente far vedere che il suo inte-
grale lungo ogni curva chiusa è nullo e, poiché ogni curva chiusa
si decompone in un numero finito di curve semplici, ciò equivale
a var vedere che l’integrale si annulla lungo ogni curva semplice
chiusa γ; inoltre, poiché cambiando il verso di percorrenza della curva
l’integrale cambia segno, si può supporre che γ venga percorsa in
senso antiorario; prendendo R sufficientemente largo affinché la cir-
conferenza γR non intersechi γ, è possibile applicare il teorema di
Gauss-Green all’insieme A racchiuso tra le due curve:

0 =

∫
A

∂

∂y

x

(x2 + y2)
2−

∂

∂x

y

(x2 + y2)
2 dxdy =

∫
∂+A

ω =

∫
γR

ω−
∫
γ

ω = −
∫
γ

ω ⇒
∫
γ

ω = 0

4.

ω = − y3

4x2 + y6
dx+

3xy2

4x2 + y6
dy γ1(t) =

(
cos t

2
,

3
√

sin t

)
t ∈ [−π, π]

γ2(t) = (2 cos t, 2 sin t) t ∈ [−π, π]

(a) ω è una chiusa perché

∂

∂y
− y3

4x2 + y6
=

3y2
(
y6 − 4x2

)
(4x2 + y6)

2 =
∂

∂x

3xy2

4x2 + y6

(b) ∫
γ1

ω =

∫ π

−π
〈ω(γ(t)), γ̇(t)〉dt =

∫ π

−π

〈(
− sin t, 3 cos t sin

2
3 t
)
,

(
− sin t

2
,

cos t

3 sin
2
3 t

)〉
dt =

=

∫ π

−π
sin2 t+ cos2 tdt = 2π



(c) Poiché ||γ(t)|| ≤
√

1

4
+ 1 < 2, è possibile applicare il teorema di Gauss-

Green sull’insieme A racchiuso tra γ1 e γ2:

0 =

∫
A

∂

∂x

3xy2

4x2 + y6
− ∂

∂y
− y3

4x2 + y6
dxdy =

∫
∂+A

ω =

∫
γ2

ω−
∫
γ1

ω =

∫
γ2

ω−2π ⇒
∫
γ2

ω = 2π

5.

F (x, y) = (sin(πx), ey) A =
{

(x, y) ∈ R2 : x+ y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0
}

∫
A

divF =

∫
A

π cos(πx)+eydxdy =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

π cos(πx)dy+

∫ 1

0

dy

∫ 1−y

0

eydx =

=

∫ 1

0

π(1−x) cos(πx)dx+

∫ 1

0

(1−y)eydy = [(1−x) sin(πx)]10+

∫ 1

0

sin(πx)dx+[(1− y)ey]
1
0 +

+

∫ 1

0

eydy =

[
−cos(πx)

π

]1

0

− 1 + [ey]
1
0 =

2

π
+ e− 2

Essendo ∂+A = γ1 ∪ γ2 ∪ γ2 con

γ1 = (t, 0) t ∈ [0, 1] γ2 = (1−t, t) t ∈ [0, 1] γ3 = (0, 1−t) t ∈ [0, 1]

la normale esterna è rispettivamente

ν1(t) = (0,−1) ν2(t) = (1, 1) ν3(t) = (−1, 0)

e dunque∫
∂+A

〈
F,

ν

‖ν‖

〉
d` =

∫ 1

0

〈
(sin(πt), 1),

(0,−1)

‖γ̇1(t)‖

〉
‖γ̇1(t)‖dt+

+

∫ 1

0

〈(
sin(π(1− t)), et

)
,

(1, 1)

‖γ̇2(t)‖

〉
‖γ̇2(t)‖dt+

∫ 1

0

〈(
0, e1−t) , (−1, 0)

‖γ̇3(t)‖

〉
‖γ̇3(t)‖dt =

=

∫ 1

0

−1 + et + sin(π(1− t))dt =

[
−t+ et − cos(π(1− t))

π

]1

0

=
2

π
+ e− 2

6.

F (x, y, z) =
(
x2, y2, z2

)
A =

{
(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ z2, 0 ≤ z ≤ 1

}
In coordinate cilindriche, si ha Φ−1(A) = {(ρ, θ, t) ∈ [0,+∞)× [−π, π]× R : ρ ≤ z, 0 ≤ z ≤ 1},
dunque∫
A

divF =

∫
A

2x+ 2y + 2zdxdydz = 2

∫ π

−π
cos θ + sin θdθ

∫ 1

0

dz

∫ z

0

ρdρ+

+2

∫ π

−π
dθ

∫ 1

0

zdz

∫ z

0

ρdρ = 2[sin θ−cos θ]π−π

∫ 1

0

z2

2
dz+4π

∫ 1

0

z3

2
= 4π

[
z4

8

]1

0

=
π

2

Poi, si ha ∂A = Σ1 ∪ Σ2, con Σi parametrizzate da Φi

Φ1(u, v) = (v cosu, v sinu, v) (u, v) ∈ [−π, π]× [0, 1]



Φ2(u, v) = (u cos v, u sin v, 1) (u, v) ∈ [0, 1]× [−π, π]

dunque, poiché

Φ1,u ∧ Φ1,v =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

−v sinu v cosu 0
cosu sinu 1

∣∣∣∣∣∣ = (v cosu, v sinu,−v)

Φ2,u ∧ Φ2,v =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

cos v sin v 0
−u sin v u cos v 0

∣∣∣∣∣∣ = (0, 0, u)

allora si ha∫
∂A

〈
F,

ν

‖ν‖

〉
dσ =

∫ π

−π
du

∫ 1

0

〈(
v2 cos2 u, v2 sin2 u, v2

)
,

(v cosu, v sinu,−v)

‖Φ1,u ∧ Φ1,v‖

〉
‖Φ1,u∧Φ1,v‖dv+

+

∫ 1

0

du

∫ π

−π

〈
(u cos v, u sin v, 1),

(0, 0, u)

‖Φ2,u ∧ Φ2,v‖

〉
‖Φ2,u ∧ Φ2,v‖dv =

=

∫ π

−π
cos3 v + sin3 v − 1dv

∫ 1

0

u3du+ 2π

∫ 1

0

udu =

=
1

4

∫ π

−π
cosu

(
1− sin2 v

)
+ sin v

(
1− cos2 v

)
− 1dv + π =

=
1

4

[
sin v − sin3 v

3
− cos v +

cos3 v

3
− v
]π
−π

+ π =
π

2

7.
ω =

z

x+ y + z + 1
dx+

x

x+ y + z + 1
dy +

y

x+ y + z + 1
dz

Σ = {(x, y, z) ∈ R3 : x+ y + z = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}

Σ è parametrizzata da

Φ(u, v) = (u, v, 1− u− v) (u, v) tali che 0 ≤ v ≤ 1− u, 0 ≤ u ≤ 1

con

Φu ∧ Φv =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 0 −1
0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (1, 1, 1)

mentre

rotω =

(
∂

∂y

y

x+ y + z + 1
− ∂

∂z

x

x+ y + z + 1
,
∂

∂z

z

x+ y + z + 1
− ∂

∂x

y

x+ y + z + 1
,

∂

∂x

x

x+ y + z + 1
− ∂

∂y

z

x+ y + z + 1

)
=

(
2x+ z + 1

(x+ y + z + 1)2
,

x+ 2y + 1

(x+ y + z + 1)2
,

y + 2z + 1

(x+ y + z + 1)2

)
quindi ∫

Σ

〈
rotω,

ν

‖ν‖

〉
dσ =



=

∫ 1

0

du

∫ 1−u

0

〈(
u− v + 2

4
,
u+ 2v + 1

4
,
−2u− v + 3

4

)
,

(1, 1, 1)

‖Φu ∧ Φv‖

〉
‖Φu∧Φv‖dv =

=
3

2

∫ 1

0

du

∫ 1−u

0

dv =
3

2

∫ 1

0

1− udu =
3

2

[
− (1− u)

2

]1

0

=
3

4

Si ha poi ∂+A = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 con

γ1(t) = (1− t, t, 0) t ∈ [0, 1]

γ2(t) = (t, 0, 1− t) t ∈ [0, 1]

γ3(t) = (0, 1− t, t) t ∈ [0, 1]

pertanto∫
∂+A

ω =

∫ 1

0

〈ω(γ1(t)), γ̇1(t)〉dt+
∫ 1

0

〈ω(γ2(t)), γ̇2(t)〉dt+
∫ 1

0

〈ω(γ3(t)), γ̇3(t)〉dt =

=

∫ 1

0

〈(
0,

1− t
2

,
t

2

)
, (−1, 1, 0)

〉
dt+

∫ 1

0

〈(
1− t

2
,
t

2
, 0

)
, (1, 0,−1)

〉
dt+

+

∫ 1

0

〈(
t

2
, 0,

1− t
2

)
, (0,−1, 1)

〉
dt = 3

∫ 1

0

1− t
2

dt = 3

[
− (1− t)2

4

]1

0

=
3

4

8.
ω = xy2dy + xz2dz γ(t) = (cos t, sin t, 0) t ∈ [−π, π]

Una superficie chiusa Σ avente per bordo γ è il disco unitario contenuto
nel piano xy, parametrizzato da

Φ(u, v) = (u cos v, u sin v, 0) (u, v) ∈ [0, 1]× [−π, π]

Poiché si ha

rotω =

(
∂

∂y
xz2 − ∂

∂z
xy2,

∂

∂z
0− ∂

∂x
xz2,

∂

∂x
xy2 − ∂

∂y
0

)
=
(
0,−z2, y2

)
e

Φu ∧ Φv =

∣∣∣∣∣∣
−→
i

−→
j

−→
k

cos v sin v 0
−u sin v u cos v 0

∣∣∣∣∣∣ = (0, 0, u)

allora∫
A

〈
rotω,

ν

‖ν‖

〉
dσ =

∫ 1

0

du

∫ π

−π

〈(
0, 0, u2 sin2 v

)
,

(0, 0, u)

‖Φu ∧ Φv‖

〉
‖Φu∧Φv‖dv =

=

∫ 1

0

u3du

∫ π

−π
sin2 vdv =

1

4

∫ π

−π

1− cos(2v)

2
dv =

1

4

[
v

2
− sin(2v)

4

]π
−π

=
π

4

mentre∫
∂+A

ω =

∫ π

−π
〈ω(γ(t)), γ̇(t)〉dt =

∫ π

−π

〈(
0, cos t sin2 t, 0

)
, (− sin t, cos t, 0)

〉
dt =

=

∫ π

−π
cos2 t sin2 tdt =

∫ π

−π

sin2(2t)

4
dt =

∫ π

−π

1− cos(4t)

8
dt =

[
t

8
− sin(2t)
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]π
−π

=
π

4


