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1. fu(z) =2e™ ™ € C([0,1])
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Dunque, |[f, — Of1 = || falls " 250, ciot f "3 0 rispetto a | - |1
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2. fo(x) =€ % sing "5 f(x) ;= sinz Vz € [0, 7] (Convergenza puntuale).
La convergenza é anche rispetto a || - ||; perché
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La convergenza e anche in ¢1 perché
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e quindi x, non converge in £;, mentre
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pertanto x, "0 in {s.
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Da cio si deduce che le due norme non possono essere equivalenti: infatti, se
esistesse C’ tale che
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C'llflle < £l VS € C([0,1))

allora in particolare si avrebbe
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e dunque || fulloo "5 0, che & assurdo.
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dunque, analogamente a prima, se continuasse a valere la disuguaglianza prece-
dente, si avrebbe

mentre

lgnll < Cligalloe "> 0

che ¢ assurdo.

)13, = % per qualche k € {1,....n} <af + - +ay, = [z]; = [l < |22
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7.

Le costanti A =1 e B = /n sono ottimali perché

z=(1,0,...,0) = [[zflcc = [[z[l2

r=(11,...,1) = [zl = vn = Vn|lz]x
dunque, se A’ > 1, il vettore z = (1,0, ...,0) non soddisferebbe
Allzlloo < |2
mentre, se B < y/n, per = (1,1,...,1) non varrebbe la condizione
[zll2 < B'l|lz
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Dunque, | f|lcm(j-1,1)) ¢ una norma su C*([—1,1]) Vm < k.

(b) Mostro che (C*([-1,1]),]| - lc1((=1,17)) € completo: se f,, € C'([~1,1]) & di Cauchy
rispetto a [ - ||c1(—1,1]), allora
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dunque f, e f} sono due successioni in C([—1,1]) di Cauchy rispetto a || - ||o €
quindi, essendo quest’ultimo spazio completo,
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inoltre
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dunque, derivando entrambi i membri si ottiene che f' = g e dunque
fo "2 F rispettoa || - ller (=117

Suppongo ora che (C’k([—l, 1)1 - ler((=1,1])) sia completo e mostro che lo & an-
che (C’k"’l([—l7 1), - ||Ck+1([,171])): se fn & di Cauchy rispetto a | - ||Ck+1([,1’1]),
allora
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dunque in particolare f,, & di Cauchy rispetto a [ - ||k ([—1,1)) mentre FEHD & di

Cauchy rispetto a || - ||oo e quindi, per ipotesi induttiva e per la completezza di
(C([=1,1]), I lso),
In n2geo f rispettoa |- ||Ck([_171]) e f,(LkH) norgeo g rispettoa | - |l

dunque, analogamente a prima,
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pertanto f(k+1) = g e dunque
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(c) fu(x) =4y/22 + — € C*([~1,1]) Vk € N & di Cauchy rispetto a | - ||o perché con-
n

verge a f(x) := |z|, infatti
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tuttavia, non converge in C*([—1,1]) per alcun k > 1 perché il suo limite rispetto a
| lloo & f(x) = |z| ¢ C*([~1,1]) per nessun k > 1. Dunque, (Ck([—l,l]), [ [loc)
non e completo, perché non tutte le successioni di Cauchy convergono.

(d) Fissato m e costruisco, a partire dalle successioni f,, e f del punto precedente,
gn € C*([-1,1)) Vk € Ne g € C™([—1, 1))\C™ ! ([~1,1]) tale che g, "3 g rispetto
all[l¢m(=1,1): in questo modo, ¥k € N ho una successione di elementi di C*([-1,1))
di Cauchy il cui limite non appartiene a C™%1([—1, 1]), e dunque a nessun C*([—1, 1))
se k > m, pertanto ho dimostrato che (Ck([—l, 1), || - llem ((—1,17)) non & completo.

E sufficiente prendere
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Chiaramente g,, € C*([—1,1]) Vk € N, perché ¢\™ = f,, € C*([-1,1]) Vk € N, men-
tre g € C™([—1,1])\C™*!(|—1,1]) perché g™ = || non & derivabile; infine, g, "5 g
rispetto a || - ||gm[—1,1] perché
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