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1.

(Φf)(x) =

∫ 1

0

f(t) arctan
(
x2t2

)
dt

Φ è una contrazione su (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) perché

|(Φf)(x)−(Φg)(x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

(f(t)− g(t)) arctan
(
x2t2

)
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

|f(t)−g(t)|
∣∣arctan

(
x2t2

)∣∣ dt ≤
≤
∫ 1

0

‖f − g‖∞
π

4
dt =

π

4
‖f − g‖∞ ∀x ∈ [0, 1]

quindi

‖(Φf)(x)− (Φg)(x)‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)| ≤ π

4
‖f − g‖∞

Dunque, per il teorema delle contrazioni, Φ ha un unico punto fisso,
che è, come si verifica immediatamente, la funzione identicamente nulla
f(x) ≡ 0 ∀x ∈ [0, 1]

2.

(Φf)(x) = 1 +

∫ x

0

tf(t)dt

(a) X = {f ∈ C([0, 1]) : 0 ≤ f(x) ≤ 2 ∀x ∈ [0, 1]} è un sottoinsieme chiuso
di (C([0, 1]), ‖ · ‖∞) perché contiene i limiti di tutte le sue sottosuc-

cessioni convergenti; infatti, seX 3 fn
n→∞→ f rispetto a ‖ · ‖∞, allora

0 ≤ fn(x) ≤ 2

(b) Φ(X) ⊂ X perché

0 ≤ f(x) ≤ 2 ∀x ∈ [0, 1]⇒ 1 ≤ (Φf)(x) ≤ 1+

∫ x

0

2tdt = 1+x2 ≤ 2 ∀x ∈ [0, 1]

Φ è una contrazione perché

|(Φf)(x)−(Φg)(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

t(f(t)− g(t))dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

0

t‖f−g‖∞dt =
x2

2
‖f−g‖∞ ≤

≤ ‖f − g‖∞
2

∀x ∈ [0, 1]⇒ ‖(Φf)− (Φg)‖∞ ≤
‖f − g‖∞

2



(c) Essendo Φ una contrazione, ha un’unico punto fisso f ∈ X, che è tale

che f(x) = 1 +

∫ x

0

tf(t)dt; derivando entrambi i membri e calcolando

in x = 0 si ottiene che

{
f ′(x) = xf(x)
f(0) = 1

, e dunque si può trovare f

per separazione di variabili:

f ′(x) = xf(x)⇒ f ′(x)

f(x)
= x⇒ log |f(x)| =

∫ f(x)

1

dy

y

(y=f(t))
=

∫ x

0

f ′(t)

f(t)
dt =

∫ x

0

tdt =
x2

2
⇒

⇒ |f(x)| = e
x2

2 ⇒ f(x) = ±e x2

2

ma poiché f(0)=1, si può togliere il segno± e concludere che f(x) = e
x2

2 .

3.
(Φx)(k) = e−

k+2
k+1x2(k)

(a) Φ è una contrazione su B = {x ∈ `1 : ‖x‖1 ≤ 1} perché

‖(Φx)−(Φy)‖1 =

+∞∑
k=0

e−
k+2
k+1

∣∣x2(k)− y2(k)
∣∣ =

1

e

+∞∑
k=0

e−
1

k+1 |x(k)−y(k)||x(k)+y(k)| ≤

≤ 1

e

+∞∑
k=0

|x(k)−y(k)|(|x(k)|+|y(k)|) ≤ 1

e

+∞∑
k=0

|x(k)−y(k)|

(
+∞∑
k=0

|x(k)|+
+∞∑
k=0

|y(k)|

)
≤ 2

e
‖x−y‖1

(b) Φ non è una contrazione su `1 perché ha più di un punto fisso, infatti:

x(k) = (Φx)(k) = e−
k+2
k+1x2(k) ⇐⇒ 0 = e−

k+2
k+1x2(k)−x(k) = x(k)

(
e−

k+2
k+1x(k)− 1

)
⇐⇒

⇐⇒


x(k) = 0
oppure

x(k) = e
k+2
k+1

Affinché x ∈ `1, è possibile scegliere x(k) = e
k+2
k+1 soltanto per finiti

valori di k, ma in ogni caso c’è più di un punto fisso, addirittura
infiniti.

4.

(Φax)(0) = 0 e (Φax)(k) =

k∑
j=1

ajx(j) se k ≥ 1

(a) Se a < 1 allora Φa(`∞) ⊂ `∞ perché

‖(Φax)‖∞ = sup
k∈N

∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

ajx(j)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=1

aj‖x‖∞ =
a

1− a
‖x‖∞

Viceversa, se a ≥ 1, Φa(`∞) 6⊂ `∞ perché

x(k) = 1 ∀k ∈ N ∈ `∞ ⇒ (Φax)(k) =

k∑
j=1

aj

{
ak+1−a
a−1 se a > 1

k se a = 1
/∈ `∞



(b) Se a <
1

2
allora Φa è una contrazione su (`∞, ‖ · ‖∞) perché

‖(Φax)−(Φay)‖∞ = sup
k∈N

∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

aj(x(j)− y(j))

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
j=1

aj‖x−y‖∞ =
a

1− a
‖x−y‖∞

con
a

1− a
=

1

1− a
− 1 <

1

1− 1
2

− 1 = 1 se a <
1

2
. Viceversa, se a ≥ 1

2
,

Φa non è una contrazione perché

x(k) = 1, y(k) = 0 ∀k ∈ N ⇒ ‖(Φax)−(Φay)‖∞ = sup
k∈N

∣∣∣∣∣∣
k∑
j=1

aj

∣∣∣∣∣∣ =

+∞∑
j=1

aj =
a

1− a
≥ 1 = ‖x−y‖∞

5. {
x0 = c
xn = 3

xn−1+2

Φ(x) =
3

x+ 2
: [0,+∞)→ [0,+∞) è una contrazione perché

|Φ(x)−Φ(y)| ≤ sup
t∈[0,+∞)

|Φ′(t)||x−y| = sup
t∈[0,+∞)

∣∣∣∣− 3

(t+ 2)2

∣∣∣∣ |x−y| = 3

4
|x−y|

Dunque, Φ ha un unico punto fisso dato dal limite della successione definita
come xn = Φ(xn−1) per qualsiasi scelta di x0 ∈ [0,+∞); ma questa è pro-
prio la successioe data, quindi il suo limite è l’unica soluzione non negativa

dell’equazione x = Φ(x) =
3

x+ 2
⇐⇒ 0 = x(x+ 2)− 3 = x2 + 2x− 3 = (x− 1)(x+ 3).

Pertanto, xn
n→+∞→ 1 ∀c ≥ 0.

6. x = log
(
x2 + 3

)
ha un’unica soluzione positiva perché Φ(x) = log

(
x2 + 3

)
è una contrazione su [0,+∞), infatti

|Φ(x)−Φ(y)| ≤ sup
t∈[0,+∞)

|Φ′(t)||x−y| = sup
t∈[0,+∞)

∣∣∣∣ 2t

t2 + 3

∣∣∣∣ |x−y| ≤ √3

3
|x−y|

perché

Φ′′(t) =
6− 2t2

(t2 + 3)
3 = 0 ⇐⇒ x = ±

√
3⇒ sup

t∈[0,+∞)

|Φ′(t)| =
∣∣∣Φ(±√3

)∣∣∣ =

√
3

3

Dunque Φ ha un unico punto fisso su [0,+∞), cioè ∃!x ≥ 0 tale che
x = log

(
x2 + 3

)
, e chiaramente x 6= 0 perché 0(0) = log 3, pertanto l’equazione

ha un’unica soluzione positiva.

7. (a) | sinx| =
∣∣∣∣∫ x

0

cos tdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ |x|
0

| cos t|dt ≤
∫ |x|
0

dt = |x| ∀x ∈ R.

(b) |1− cosx| =
∣∣∣∣∫ x

0

sin tdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ |x|
0

| sin t|dt ≤
∫ |x|
0

tdt =
x2

2
∀x ∈ R.



(c) | tanx| = | sinx|
| cosx|

≤ |x|
| cosx|

≤ |x|
cos 1

≤ |x|
cos π3

= 2|x| se |x| ≤ 1, perché

|x| ≤ 1
|

cos x| ≥ cos 1 ≥ cos
π

3
.

(d) | arctanx| =
∣∣∣∣∫ x

0

dt

t2 + 1

∣∣∣∣ ≤ ∫ |x|
0

dt

t2 + 1
≤
∫ |x|
0

dt = |x| ∀x ∈ R.

(e) |ex − 1| =
∣∣∣∣∫ x

0

etdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ |x|
0

e|x|dt ≤
∫ |x|
0

edt = e|x| ≤ 3|x| se |x| ≤ 1.

(f) | sinhx| =
∣∣∣∣ex − 1− (e−x − 1)

2

∣∣∣∣ ≤ |ex − 1|+ |e−x − 1|
2

≤ 3|x|+ 3|x|
2

= 3|x|

se |x| ≤ 1.

(g) | coshx− 1| = ex − 1 + e−x − 1

2
≤ |e

x − 1|+ |e−x − 1|
2

≤ 3|x| se |x| ≤ 1.

(h) | log(x+ 1)| =
∫ x

0

dt

t+ 1
≤
∫ |x|
0

dt

1− 1
2

= 2|x| se |x| ≤ 1

2
.


