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1. .
(f)(z) = /0 f(t) arctan (z¢?) dt

® ¢ una contrazione su (C([0,1]), || - ||oo) perché

1 1
[(Df)(x)—(Pg)(z)| = /0 (f(t) — g(t)) arctan (x2t2) dt' < /0 |f(&)—g(t)] ’arctan (9:2752) | dt <

1 ™ m
< [ =gl Tt = 1 = gl Ve € 0,1
0

quindi

7r
1(@f)(z) = (2g) ()|l = sup |f(z) —g(@)] < Z[If — glloc
xz€[0,1]
Dunque, per il teorema delle contrazioni, ® ha un unico punto fisso,

che ¢, come si verifica immediatamente, la funzione identicamente nulla

f(x)=0Vaz € [0,1]

(@f)(z) =1 +/Z tf(t)dt

0
(a) X ={fe€C([0,1]) : 0 < f(z) <2Vz € [0,1]} & un sottoinsieme chiuso

di (C([0,1]), || - l|leo) perché contiene i limiti di tutte le sue sottosuc-
cessioni convergenti; infatti, se X 3 f, "= f rispettoa | - ||, allora
0< falz) <2

(b) ®(X) C X perché
0§f(:c)§2Vx€[071]:>1§(<I>f)(x)§1+/x2tdt:1+x2§2Vm€[0,1]
0

® ¢ una contrazione perché
T T 1‘2
(@n@)-@a)(@)| = | [ 10~ stop] < [“lr-glat = S5-alle <

< Wl vy e 0.1 > (@) — (@g)) < W20



(c¢) Essendo ® una contrazione, ha un’unico punto fisso f € X, che & tale

che f(z) =1+ / tf(t)dt; derivando entrambi i membri e calcolando
0

/ —
in x = 0 si ottiene che { ‘}C (g);le(x) , e dunque si puo trovare f

per separazione di variabili:

by flx) T dy w=rey (TP, (T 2P
f(x)—xf(m):f(x)—ac:>10g|f(x)|—/l D ot /Of(t)dt—/otdt— N

= [f(@) = = [(x) = +eF

M

Y

ma poiché £(0)=1, si puo togliere il segno + e concludere che f(z) = e .

(®z)(k) = e 41 22(k)

(a) @ & una contrazione su B = {z € {1 : ||z]j1 < 1} perché

+0o too
(@)~ (@y)ll = > e [22(6) 2 (R)] = = D e Pelalk)—y(R)la (k) +y(R)] <
k=0 k=0

< =D (k) =y (B)| (|2 (k) [+y(k)) < = > | (k) —y (k)| (Z (k) +) Iy(kz)l> < Zlle=ylh
k=0 k=0 k=0 k=0

(b) ® non ¢ una contrazione su ¢; perché ha pit di un punto fisso, infatti:

>
M)

+ k+2

a(k) = (@2)(k) = e FHa2(k) = 0= F22(k)—a(k) = a(k) (¢~ a(k) — 1)

z(k)=0
< { oppure
x(k) = et

Affinché x € ¢y, & possibile scegliere xz(k) = e+t soltanto per finiti
valori di k£, ma in ogni caso c’¢ piu di un punto fisso, addirittura
infiniti.

k
(P2)(0) =0 e (Dux)(k)= Zajm(j) sek>1

(a) Se a <1 allora ®,(fs) C £oo perché

k oo
o , a
1(@a)lloe = sup |y~ a?a(j)| < D |alloo = 7 [[@lloc
keN |5 = l-a

Viceversa, se a > 1, ®,(ls) ¢ L perché

ak+1

k —a
z(k)=1VkeNel, = ((I)ax)(k)zzaj kaT Seail ¢l
=1 sea=1



1
(b) Sea< 3 allora @, & una contrazione su (oo, || - ||oo) perché

k [e'S)
.y . ; a
[(@oa)~(@a1) oo = s0p [ 07 (2(3) ~ y(i))| < D' fo—vlloe = 17 lo—vlle
eN |4 ,
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2
®, non & una contrazione perché

k “+oo
2(k) =1,y(k) =0Vk €N = [[(®az)—(Pay)lloc =sup|> a’| =D ' = R a = > 1= [lr—yll
keN |4 , -
Jj=1 Jj=1
9.
{ To=cC
__3
Tn = Tp—1+2
O(x) = T3 [0, +00) — [0,400) & una contrazione perché
x
P00 < s @Oyl = s |-ty = o)
" tef0,+00) teloto0) | (E+2)? 4

Dunque, ® ha un unico punto fisso dato dal limite della successione definita
come x,, = ®(x,_1) per qualsiasi scelta di zg € [0, +00); ma questa & pro-
prio la successioe data, quindi il suo limite & I'unica soluzione non negativa
3
dell’equazione x = ®(x) = P — 0=ax(x+2)-3=2>+22-3=(z—1)(z+3).
x
Pertanto, z,, "L e > 0.

6. x =log (CEQ + 3) ha un’unica soluzione positiva perché ®(z) = log (332 + 3)
& una contrazione su [0, +00), infatti

2t V3
D(a)-2(y)| € sup [@(D)]r-yl = sup o3l < Pla-y
| te[0,+00) t€[0,400) |12+ 3 | 3 |
perché
6 — 2t2 3
w1 = O 0 pm VB s (@)= |0 (£vE) = ¥
(t* +3) t€[0,-+00) 3

Dunque ® ha un unico punto fisso su [0,+00), cioe Il >0 tale che
z = log (332 + 3), e chiaramente x # 0 perché 0(0) = log 3, pertanto ’equazione
ha un’unica soluzione positiva.

> o] o]
7. (a) |sinz| = ’/ costdt‘ < / | cost|dt < / dt = |z| Vz € R.
0 0 0

x || || 2
(b) |1 —cosz| = ‘/ sintdt’ §/ |Sint|dt§/ tdt:%VmER.
0 0 0



x x )
i | |£ = 2|z| se |z| < 1, perché

| sin z| ||
(c) |tanx| = < < <
|cosx| ~ |cosz| ~ cosl T cos

lz] <1 C(‘)S x| > cos1 > cos 3
||

v dt bt
(d) |arctanz| = / | < / — < dt = |z| Vz € R.
0 241 0 t24+1 0

@ || ||
(e) le* —1| = ‘/ etdt’ < / el*ldt < / edt = e|x| < 3|z| se |x| < 1.
0 0 0

T—1—(e*-1 r—1 r—1 3 3
) lsnal | € LT =D et e =1 Sl 3fel
2 2 2
se |z < 1.
T _ 1 - _ 1 T _ 1 - _1
€ te < le |—|—2|e |§3|x|se|:£|§1.

(g) |cosha — 1| = 5
T dt =l dt
</ — 2| se |2] <
0

h) |1 Hl=[| —
O s e

N | =




