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1.
F (x, y) = sin(xy)− cos(x) + ey

(a) F è di classe C2 in un intorno dell’origine, inoltre F (0, 0) = 0 e
∂F

∂y
(0, 0) = [x cos(xy) + ey](x,y)=(0,0) = 1 6= 0, dunque per il teorema

della funzione implicita ∃r, ρ > 0, g ∈ C2(Br(0), Bρ(0)) tali che F (x, g(x)) ≡ 0 ∀x ∈ Br(0)

(b) Supponendo r, ρ ≤ 1, si ha

|F (x, 0)| = |1− cos(x)| ≤ x2

2
≤ r2

2
≤ r

2

dunque, posto T =
1

∂F
∂y (0, 0)

= 1, per avere sup
x∈Br(0)

|F (x, 0)| ≤ r

2
≤ ρ

2‖T‖
=
ρ

2

è sufficiente porre r = ρ; inoltre,∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)

∣∣∣∣ = |1−x cos(xy)−ey| ≤ |1− ey|+|x cos(xy)| ≤ 3|y|+|x| ≤ 3ρ+r ≤ 4ρ

dunque per avere sup
(x,y)∈Br(0)×Bρ(0)

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x, y)

∣∣∣∣ ≤ 4ρ ≤ 1

2
è suffi-

ciente prendere ρ =
1

8
, e di conseguenza r =

1

8
.

(c) Essendo sin(xg(x))− cos(x) + eg(x) ≡ 0 ∀x ∈ Br(0), allora

0 =

[
d

dx

(
sin(xg(x))− cos(x) + eg(x)

)]
x=0

= [(xg′(x) + g(x)) cos(xg(x)) + sin(x)+

+g′(x)eg(x)
]
x=0

= g(0) + g′(0)eg(0) = g′(0)⇒ g′(0) = 0

analogamente

0 =

[
d2

dx2

(
sin(xg(x))− cos(x) + eg(x)

)]
x=0

= [(xg′′(x) + 2g′(x)) cos(xg(x))−

−(xg′(x) + g(x))2 sin(xg(x)) + cos(x) +
(
g′′(x) + g′(x)2

)
eg(x)

]
x=0

= 2g′(0)+1+

+
(
g′′(0) + g′(0)2

)
eg(0) = 1 + g′′(0)⇒ g′′(0) = −1

dunque lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g è

g(x) = g(0) + g′(0)x+
g′′(0)

2
x2 + o

(
x2
)

= −x
2

2
+ o

(
x2
)



2.

F (x1, x2, y) = arctan(x1x2y) + log

(
cos(x1 + x2)

y

)
(a) F è di classe C2 in un intorno di (0, 0, 1), inoltre F (0, 0, 1) = 0 e

∂F

∂y
(0, 0, 1) =

[
x1x2

x21x
2
2y

2 + 1
− 1

y

]
(x1,x2,y)=(0,0,1)

= −1, dunque per il

teorema della funzione implicita ∃r, ρ > 0, g ∈ C2(Br((0, 0)), Bρ(1))
tali che F (x1, x2, g(x1, x2)) ≡ 0 ∀x ∈ Br((0, 0)).

(b) Supponendo r, ρ ≤ 1

2
, si ha−1 ≤ x1 + x2 ≤ 1⇒ 1

2
= cos

(π
3

)
≤ cos(1) ≤ cos(x1 + x2) ≤ 1,

quindi

|F (x1, x2, 1)| = | arctan(x1x2)+log(cos(x1+x2))| ≤ | arctan(x1x2)|+| log(cos(x1+x2))| ≤

≤ |x1x2|+2| cos(x1+x2)−1| ≤ x21 + x22
2

+(x1+x2)2 ≤ r2

2
+4r2 ≤ 9

2
r

pertanto, posto T =
1

∂F
∂y (0, 0, 1)

= −1, per avere sup
x∈Br((0,0))

|F (x1, x2, 0)| ≤ 9

2
r ≤ ρ

2‖T‖
=
ρ

2

è sufficiente prendere r =
ρ

9
; inoltre,∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x1, x2, y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 +
x1x2

x21x
2
2y

2 + 1
− 1

y

∣∣∣∣ ≤ |x1x2|
x21x

2
2y

2 + 1
+

∣∣∣∣1− 1

y

∣∣∣∣ ≤ |x1x2|+∣∣∣∣y − 1

y

∣∣∣∣ ≤
≤ x21 + x22

2
+
|y − 1|

1
2

≤ r2

2
+ 2ρ ≤ r

2
+ 2ρ ≤ 13

2
ρ

dunque per avere sup
(x,y)∈Br(0,0)×Bρ(1)

∣∣∣∣1− T ∂F∂y (x1, x2, y)

∣∣∣∣ =
13

2
ρ ≤ 1

2

è sufficiente prendere ρ =
1

13
e, di conseguenza, r =

1

117
.

(c) Essendo arctan(x1x2g(x1, x2)) + log

(
cos(x1 + x2)

g1(x1, x2)

)
≡ 0 ∀x ∈ Br((0, 0)),

allora

0 =

[
d

dx1

(
arctan(x1x2g(x1, x2)) + log

(
cos(x1 + x2)

g1(x1, x2)

))]
(x1,x2)=(0,0)

=

=

[
x2g(x1, x2) + x1x2

∂g
∂x1

(x1, x2)

x21x
2
2g(x1, x2)2 + 1

− sin(x1 + x2)

cos(x1 + x2)
−

∂g
∂x1

(x1, x2)

g(x1, x2)

]
(x1,x2)=(0,0)

=

= − ∂g

∂x1
(0, 0)⇒ ∂g

∂x1
(0, 0) = 0

analogamente

0 =

[
d

dx2

(
arctan(x1x2g(x1, x2)) + log

(
cos(x1 + x2)

g1(x1, x2)

))]
(x1,x2)=(0,0)

=

=

[
x1g(x1, x2) + x1x2

∂g
∂x2

(x1, x2)

x21x
2
2g(x1, x2)2 + 1

− sin(x1 + x2)

cos(x1 + x2)
−

∂g
∂x2

(x1, x2)

g(x1, x2)

]
(x1,x2)=(0,0)

=



= − ∂g

∂x2
(0, 0)⇒ ∂g

∂x2
(0, 0) = 0

0 =

[
d2

dx21

(
arctan(x1x2g(x1, x2)) + log

(
cos(x1 + x2)

g1(x1, x2)

))]
(x1,x2)=(0,0)

=

=

2x2
∂g
∂x1

(x1, x2) + x1x2
∂2g
∂x2

1
(x1, x2)

x21x
2
2g(x1, x2)2 + 1

−

−
2x1x2g(x1, x2)

(
x2g(x1, x2) + x1x2

∂g
∂x1

(x1, x2)
)2

(x21x
2
2g(x1, x2)2 + 1)

2 − 1

cos2(x1 + x2)
−

−
∂2g
∂x2

1
(x1, x2)g(x1, x2)−

(
∂g
∂x1

(x1, x2)
)2

g(x1, x2)2


(x1,x2)=(0,0)

= −1−∂
2g

∂x21
(x1, x2)⇒ ∂2g

∂x21
(x1, x2) = −1

0 =

[
d2

dx1dx2

(
arctan(x1x2g(x1, x2)) + log

(
cos(x1 + x2)

g1(x1, x2)

))]
(x1,x2)=(0,0)

=

=

[
g(x1, x2) + x2

∂g
∂x2

(x1, x2) + x1
∂g
∂x1

(x1, x2) + x1x2
∂2g

∂x1∂x2
(x1, x2)

x21x
2
2g(x1, x2)2 + 1

−

−
x1x2g(x1, x2)

(
x2g(x1, x2) + x1x2

∂g
∂x1

(x1, x2)
)(

x1g(x1, x2) + x1x2
∂g
∂x2

(x1, x2)
)

(x21x
2
2g(x1, x2)2 + 1)

2 −

− 1

cos2(x1 + x2)
−

∂2g
∂x1x2

(x1, x2)g(x1, x2)−
(
∂g
∂x1

(x1, x2)
)(

∂g
∂x2

(x1, x2)
)

g(x1, x2)2


(x1,x2)=(0,0)

=

= − ∂2g

∂x1∂x2
(0, 0)⇒ ∂2g

∂x1∂x2
(0, 0) = 0

0 =

[
d2

dx22

(
arctan(x1x2g(x1, x2)) + log

(
cos(x1 + x2)

g1(x1, x2)

))]
(x1,x2)=(0,0)

=

=

2x1
∂g
∂x2

(x1, x2) + x1x2
∂2g
∂x2

2
(x1, x2)

x21x
2
2g(x1, x2)2 + 1

−

−
2x1x2g(x1, x2)

(
x1g(x1, x2) + x1x2

∂g
∂x2

(x1, x2)
)2

(x21x
2
2g(x1, x2)2 + 1)

2 − 1

cos2(x1 + x2)
−

−
∂2g
∂x2

2
(x1, x2)g(x1, x2)−

(
∂g
∂x2

(x1, x2)
)2

g(x1, x2)2


(x1,x2)=(0,0)

= −1−∂
2g

∂x22
(x1, x2)⇒ ∂2g

∂x22
(x1, x2) = −1

pertanto

g(x1, x2) = g(0, 0) +

〈(
∂g

∂x1
(0, 0),

∂g

∂x1
(0, 0)

)
, (x1, x2)

〉
+



+
1

2

〈
(x1, x2),

(
∂2g
∂x2

1
(0, 0) ∂2g

∂x1∂x2
(0, 0)

∂2g
∂x1∂x2

(0, 0) ∂2g
∂x2

2
(0, 0)

)
(x1, x2)

〉
+o
(
x21 + x22

)
= −x

2
1 + x22

2
+o
(
x21 + x22

)
3.

F (x, y1, y2) =
(
sin(y1) + xey1 − 1, y21 + sinh(xy2) + log x

)
(a) F è di classe C2 in un intorno di (0, 0, 1), inoltre F (0, 0, 1) = (0, 0) e

∂F

∂y
(0, 0, 0) =

[(
cos(y1) + xey1 0

2y1 −x cosh(xy2)

)]
(x,y1,y2)=(1,0,0)

=

(
2 0
0 1

)
è invertibile (con T =

(
∂F

∂y
(0, 0, 0)

)−1
=

(
1
2 0
0 1

)
), dunque per il

teorema della funzione implicita ∃r, ρ > 0, g ∈ C2(Br(0), Bρ((0, 0)))
tali che F (x, g1(x), g2(x)) ≡ 0 ∀x ∈ Br(0)

(b) Supponendo r ≤ 1

2
, ρ ≤ 1, si ha

‖F (x, 0, 0)‖ =
√

(x− 1)2 + (log x)2 ≤ |x−1|+ | log x| ≤ r+2|x| ≤ 3r

e dunque, per avere sup
x∈Br(1)

‖F (x, 0, 0)‖ = 3r ≤ ρ

4
=

ρ

4‖T‖∞
≤ ρ

2‖T‖
,

è sufficiente prendere r =
ρ

12
; inoltre,

I2−T
∂F

∂y
(x, y1, y2) =

(
1 0
0 1

)
−
(

1
2 0
0 1

)(
cos(y1) + xey1 0

2y1 −x cosh(xy2)

)
=

=

(
1− cos(y1)+xe

y1

2 0
2y1 1− x cosh(xy2)

)
e dunque, essendo∣∣∣∣1− cos(y1) + xey1

2

∣∣∣∣ ≤ |1− cos(y1)|
2

+
|1− xey|

2
≤ y21

2
+
|1− x|+ |x||1− ey|

2
≤ ρ2

2
+
r + 3

23|y|
2

≤

≤ ρ+
r

2
+

9

4
ρ ≤ 79

24
ρ

|2y1| ≤ 2ρ

|1−x cosh(xy2)| ≤ |1−x|+|x||1−cosh(xy2)| ≤ r+3

2
3|xy2| ≤ r+

9

4

(
x2 + y22

)
≤ 13

4
r+

9

4
ρ ≤ 121

48
ρ

per avere sup
(x,y1,y2)∈Br(1)×Bρ((0,0))

∥∥∥∥I2 − T ∂F∂y (x, y1, y2)

∥∥∥∥ ≤
≤ 2 sup

(x,y1,y2)∈Br(1)×Bρ((0,0))

∥∥∥∥I2 − T ∂F∂y (x, y1, y2)

∥∥∥∥ =
79

12
ρ ≤ 1

2
è suffi-

ciente prendere ρ =
6

79
e, di conseguenza, r =

1

158
.

(c) Essendo sin(g1(x)) + xeg1(x) − 1 ≡ 0 ∀x ∈ Br(1), allora

0 =

[
d

dx

(
sin(g1(x)) + xeg1(x) − 1

)]
x=1

=
[
g′1(x) cos(g1(x)) + (1 + xg′1(x))eg1(x)

]
x=1

=



2g′1(0) + 1⇒ g′1(0) = −1

2

analogamente

0 =

[
d

dx

(
g1(x)2 + sinh(xg2(x)) + log x

)]
x=1

= [2g′1(x)g1(x) + (g2(x) + xg′2(x)) cosh(xg2(x))+

+
1

x

]
x=1

= g′2(0) + 1⇒ g′2(0) = −1

0 =

[
d2

dx2

(
sin(g1(x)) + xeg1(x) − 1

)]
x=1

=
[
g′′1 (x) cos(g1(x))− g′1(x)2 sin(g1(x))+

+(xg′′1 (x) + 2g′1(x) + xg′1(x)2)eg1(x)
]
x=1

= −3

4
+2g′′1 (0)⇒ g′′1 (0) =

3

8

0 =

[
d2

dx2
(
g1(x)2 + sinh(xg2(x)) + log x

)]
x=1

=
[
2
(
g′1(x)2 + g1(x)g′′1 (x)

)
+

+(g2(x) + xg′2(x))2 sinh(xg2(x)) + (2g′2(x) + xg′′2 (x)) cosh(xg2(x))− 1

x2

]
x=0

=

= g′′2 (0)− 5

2
⇒ g′′2 (0) =

5

2

dunque lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g è

g1(x) = −x− 1

2
+

3

16
(x− 1)2 + o

(
(x− 1)2

)
g2(x) = −(x− 1) +

5

4
(x− 1)2 + o

(
(x− 1)2

)
4.

F (x1, x2, y1, y2) =

(√
y1 + 1− esin(x1+x2),

y2
x21 + 1

− sin(x2) cos(y2)

)
(a) F è di classe C1 in un intorno dell’origine, inoltre F (0, 0, 0, 0) = (0, 0)

e
∂F

∂y
(0, 0, 0, 0) =

[(
1

2
√
y1+1

0

0 1
x2
1+1

+ sin(x2) cos(y2)

)]
(x1,x2,y1,y2)=(0,0,0,0)

=

(
1
2 0
0 1

)
è invertibile (con T =

(
∂F

∂y
(0, 0, 0, 0)

)−1
=

(
2 0
0 1

)
), dunque per

il teorema della funzione implicita ∃r, ρ > 0, g ∈ C2(Br((0, 0)), Bρ((0, 0)))
tali che F (x1, x2, g1(x1, x2), g2(x1, x2)) ≡ 0 ∀x ∈ Br((0, 0))

(b) Supponendo r ≤ 1, ρ ≤ 1

2
, si ha

‖F (x1, x2, 0, 0)‖ =
√

(1− esin(x1+x2))2 + sin(x2)2 ≤
∣∣∣esin(x1+x2) − 1

∣∣∣+| sinx2| ≤ 3| sin(x1+x2)|+|x2| ≤ 3|x1+x2|+|x2| ≤ 7r

e dunque, per avere

sup
x∈Br((0,0))

‖F (x1, x2, 0, 0)‖ ≤ 7r ≤ ρ

4
=

ρ

4‖T‖∞
≤ ρ

2‖T‖



è sufficiente prendere r =
ρ

28
; inoltre,

I2−T
∂F

∂y
(x1, x2, y1, y2) =

(
1 0
0 1

)
−
(

2 0
0 1

)( 1
2
√
y1+1

0

0 1
x2
1+1

+ sin(x2) cos(y2)

)
=

=

(
1− 1√

y1+1
0

0 1− 1
x2
1+1
− sin(x2) cos(y2)

)
e dunque, essendo∣∣∣∣1− 1√

y1 + 1

∣∣∣∣ =
|y1|√
y1 + 1

≤ |y1|√
1− 1

2

≤
√

2|y1| ≤
3

2
ρ

∣∣∣∣1− 1

x21 + 1
− sin(x2) cos(y2)

∣∣∣∣ ≤ x21
x21 + 1

+| sin(x2) cos(y2)| ≤ x21+| sin(x2)| ≤ r2+|x2| ≤

≤ r + r ≤ ρ

12

per avere sup
(x1,x2,y1,y2)∈Br((0,0))×Bρ((0,0))

∥∥∥∥I2 − T ∂F∂y (x1, x2, y1, y2)

∥∥∥∥ ≤
≤ 2 sup

(x1,x2,y1,y2)∈Br((0,0))×Bρ((0,0))

∥∥∥∥I2 − T ∂F∂y (x1, x2, y1, y2)

∥∥∥∥ = 3ρ ≤ 1

2

è sufficiente prendere ρ =
1

6
e, di conseguenza, r =

1

168

(c) Essendo
√
g1(x1, x2) + 1− esin(x1+x2) ≡ 0 ∀x ∈ Br((0, 0)), allora

0 =

[
d

dx1

(√
g1(x1, x2) + 1− esin(x1+x2)

)]
(x1,x2)=(0,0)

=

[
∂g1
∂x1

(x1, x2)

2
√
g1(x1, x2) + 1

−

− cos(x1 + x2)esin(x1+x2)
]
(x1,x2)=(0,0)

=
1

2

∂g1
∂x1

(0, 0)−1⇒ ∂g1
∂x1

(0, 0) = 2

analogamente

0 =

[
d

dx2

(√
g1(x1, x2) + 1− esin(x1+x2)

)]
(x1,x2)=(0,0)

=

[
∂g1
∂x2

(x1, x2)

2
√
g1(x1, x2) + 1

−

− cos(x1 + x2)esin(x1+x2)
]
(x1,x2)=(0,0)

=
1

2

∂g1
∂x2

(0, 0)−1⇒ ∂g1
∂x2

(0, 0) = 2

0 =

[
d

dx1

(
g2(x1, x2)

x21 + 1
− sin(x2) cos(g2(x1, x2))

)]
(x1,x2)=(0,0)

=

=

[(
x21 + 1

)
∂g2
∂x1

(x1, x2)− 2x1g2(x1, x2)

(x21 + 1)
2 + sin(x2)

∂g2
∂x1

(x1, x2) sin(g2(x1, x2))

]
(x1,x2)=(0,0)=

=
∂g2
∂x1

(0, 0)⇒ ∂g2
∂x1

(0, 0) = 0

0 =

[
d

dx2

(
g2(x1, x2)

x21 + 1
− sin(x2) cos(g2(x1, x2))

)]
(x1,x2)=(0,0)

=



[
∂g2
∂x2

(x1, x2)

x21 + 1
− cos(x2) cos(g2(x1, x2)) + sin(x2)

∂g2
∂x1

(x1, x2) sin(g2(x1, x2))

]
(x1,x2)=(0,0)

=

=
∂g2
∂x2

(0, 0)− 1⇒ ∂g2
∂x2

(0, 0) = 1

dunque lo sviluppo di Taylor al primo ordine di g è

g1(x1, x2) = 2x1 + 2x2 + o

(√
x21 + x22

)

g2(x1, x2) = x2 + o

(√
x21 + x22

)


