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1.

F(z) =e®cos(x) — Va2 +1

(a) F & di classe C? in un intorno dell’origine con F(0) = 0, inoltre
F'(0) = |e(cos(z) — sin()) — ——e—
(0) = [e*(oosta) —sin(o) - 2]
teorema della funzione inversa 3r, p e g € C?(B,.(0), B,(0)) tale che
F(g(u)) = uYu € B,(0)

} =10, dunque per il
=0

(b) Supponendo p < 1, posto T = =1, si ha

1
£1(0)

T

1-TF'(x)] = |1 — €® cos(z) + €” sin(x —|—’§ 1—e®|+]e” —e® cos x|+|e” sin(x) |+
1T/ = |1 ¢ cosa) i) + =] < [1-e7]] [+e" sina)
|| < 3ol 3l —cos(@)| 3] sin(@)] + < Afal+Z+3le] < Tpral = 1

—_— x —cos(z sin(z)|+]|z x|+ —+3|x =

, 71,
dunque per avere sup |1 —TF'(z)| < —p < = & sufficiente pren-
z€B,(0) 2 2
P

d 1 di p p_ 1
ere p = — e, di conseguenza, r = ——— = — = —

T & T~ 2 34

(¢) Essendo e9™ cos(g(u)) — /g(u)? + 1 = uVu € B,(0), allora
1= LZL (eg(u) cos(g(u)) —/g(u)? + 1)}

a = [00e eon(gu) — sinlou)-
_g(u)g'(u)
g(u)?+1

=g (0)=>g(0)=1
u=0

analogamente

0= [ (P stot) ~ VATFT)] = [629 6 0fcntt) st

u=0

. g'(u)® + g" (u)g(w) (9(u)? +1
~2¢'(u)? sin(g(u))) — 5 (3 )| - g"(0)~1=g¢"(0) =1
(9(u)? +1)2 u=0
dunque lo sviluppo di Taylor al secondo ordine di g ¢

g(u) = g(0) + ¢’ (0)u + @ﬁ +o(u®) =u+ % + 0 (u?)



2. Sia F : R? — R? definita come

(a)

Flz,y) = (cosh(m) - A+ 10g(cosy)>

y+1

F ¢ di classe C? in un intorno dell’origine con F(0) = 0, inoltre

e 0= (" _(iii)()ﬂ(w) (10

OF
vertibile (con T = (8(3@, ) ( g (1) ) dunque per il

teorema della funzione inversa 3r,p e g € C*(B,((0,0)), B,((0,0)))
tale che F(g(u,v)) = (u,v) Yu € B,((0,0))

)

1
Supponendo p < 3 si ha

LT oF _< 0 —tan(y) )

e dunque, essendo
| — tan(y)| < 2[y| < 2p

|sinh(z)| < 3|z| < 3p

1 242 242
’1 2:|y+y2\§p+p2§12p
+12 (y+1)? 7 (1-1)
oF oF
per avere sup HI[Q — TH <2 sup I, — TH <24p <
(z,y)€B,((0,0)) Iz, y) (x,y)EB,((0,0)) (z,y)
1 1
e sufficiente prendere p = 18 e, di conseguenza, r = Tog = % = 4”;”00 < ﬁ

Essendo (cosh(gl(uw)) - mgl (u,v) + log(cos(g2(u, v)))) = (u,v),
allora,
[d 1 g1
= (ot = Sz )] gy [ st e
992 (u, v) dg dg
$—du = -2(0,0) = =2(0,0) =
(g2(u,v) + 1) () (0.0) ou ou
analogamente
_[d 1 _ |99 .
0= {dv <cosh(g1(u, v)) — 2] T 1>L . = L% (u, v) sinh(g1 (u,v))+
992 (u U) 9
e 2(0,0) = 22(0,0) =0
Galu) + 12 o ou

09 (1,0)

_Og
~ o
:|(uv) (0,0) |:8U

d
0= {du (91 (u,v) + log(cos(gz(u,v)

0
v) — % tan(gz(u, v))

1
2

(u,v)=

(0,0)



_ 9 I _
_|a _ |99 _ 09>
0= |y () vrogteostosuo)] =[G~ G antan(e)
_ g1 991 _
=90 00 =5, 0.0=1

dunque lo sviluppo di Taylor al primo ordine di g e
91(u,v) = 91(0,0)+(V1(0,0), (u,0)) 40 (Va2 + 0?) = v+o (Va2 +0?)
g2(1,0) = 92(0, 0)+(V.g2(0,0), (u,0)+0 (Vo +02) = uro (V2 +0?)

A={(z,y) eR*: 2’ +y> =1} f(z,y) =y

A & la circonferenza unitaria centrata nell’origine, dunque & compatto,
e quindi f, essendo continua, ammette massimo e minimo su A; inoltre,
A= {(x,y) eR?: g(x,y) = O} per g(z,y) = 1, dunque, per il teorema dei
moltiplicatori di Lagrange, i punti di massimo e di minimo per f su A
risolvono V f(z,y) = AVg(z,y), ovvero:

y = 2\x
T =2\y

Se fosse = 0, nella prima equazione si avrebbe y = 0, ma l'origine non

appartiene ad A, dunque & possibile dividere per = la prima equazione e

2
trovare A = 20 e sostituendo nella seconda equazione si ottiene z = “— = 2% = 32,
x x

2
e sostituendo nuovamente nel vincolo si ha 222 = 1 = = = ig; pertanto,

si trovano i seguenti punti:

p++_<ﬁ,ﬂ> p+__<ﬂ,ﬂ> p_+_<ﬁ,ﬂ> b

\

\
I3

\

5

22 2 2 22

valutando infine la funzione nei quattro punti, si trova che

max f = f(Py) = % min f = f(Piz) = —%

A= {(x,y,z) €R3:m+y+z§1,x20,y20,220} fz,y,2) = zyz*

A e il tetraedro delimitato dai piani coordinati e dal piano di equazioni
x4y + z = 1, dunque e compatto, e quindi f, essendo continua, ammette
massimo e minimo su A; inoltre, f > 0 su A e f = 0 se e solo se una delle
tre coordinate e nulla; pertanto,

mAlnf:f(vavy) :f(x,O,z) :f($,y,0) =0

(u,v)=(0,0)



|
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Figure 1: A= {(m,y) eR?: 2% +4° = 1}

Per quanto riguarda il massimo, invece, potra essere raggiunto all’interno
di A oppure sul bordo: mnel primo caso, i punti di massimo risolvono
Vf(z,y) = (0,0), ovvero

yz2 =0
22 =0
2z0yz =0

Tuttavia, tutte le soluzioni sono punti in cui la funzione si annulla, e

dunque punti di minimo, pertanto il massimo non verra raggiunto all’interno

di A ma sul bordo, in particolare sulla faccia superiore del bordo di A, in

quanto sulle altre la funzione si annulla; questa porzione di bordo puo es-

sere scritta come A = {(x,y,z) eR?:g(x,y,2) =0,z >0,y >0,z > O},

dove g(z,y,2) =  + y + z, pertanto i punti di massimo risolvono V f(z,y, z) = AVg(z, y, 2),



Oovvero:

Sostituendo all’interno della seconda equazione il valore di A trovato nella
prima si ottiene z2? = y2?, e dunque x =y, perché f(z,y,0) =0, sos-
tituendo entrambe le quantita nell’ultima equazione si trova 2y%z = 2zyz = y2? = z = 2y

1
e sostituendo infine nell’equazione del vincolositroval = v +y+2 =y +y+2y =4y =y = T

111
P—(474’2>

1
max f = f(P) = =

dunque I'unica soluzione &

pertanto

I punti della parabola y =2 — 2 che distano meno dall’origine sono i

punti della parabola dove la funzione distanza all’origine al quadrato

f(z,y) = * + y? raggiunge il valore minimo; poiché la parabola puo essere

scritta come A = {(:c,y) eER?: g(x,y) = 0} per g(z,y) = 2® +y — 2, al-

lora i punti in cui viene raggiunto il minimo sono soluzioni di V f(z, y) = AVg(z, y),
ovVvero

2x = 2\x
2y = A

Sostituendo la seconda equazione nella prima si ottiene 2x = 4xy, ovvero

1
x =0 oppure y = 5 sostituendo questi valori nel vincolo si ottengono i

Py =(0,2) Py= <\f;> P <_\26;>

Calcolando f nei tre punti si trova che f(FPy) =4 e f(Py) = 3 dunque i

punti

punti di minima distanza dell’origine sono gli ultimi due.

A={(z,y) eR? 1y >2?} f(z,y) = (x—5)>+2y°

A ¢ la regione di piano che si trova al di sopra della parabola di equazioni
y = 22, dunque & illimitato, ma & chiuso e dunque f, essendo continua e
coerciva, ammette minimo su A; tuttavia, f e illimitata su A perché

sup f > £(0,n) = 2n? " oo
A

Per quanto riguarda il minimo, non puo trovarsi all’interno di A perché
Vi(z,y) = (2(x — 5),4y) si annulla solo in (5,0) ¢ A; dunque, viene rag-
giunto sul bordo, cioe su dA = {(z,y) € R* : g(z,y) = 0}, dove g(z,y) =y — x?,
pertanto i punti di minimo risolvono:

2(x —5) = —2\x
dy = A



Si ottiene 2(x — 5) = —8xy = v = %ﬁ-l’ sostituendo nel vincolo si ot-
Y
, 25 (16y> + 24y + 25) (y — 1) o
tiene 0 =y — = =y=1= 1z =1, quindi
YT Ay Ty (4y+1)? ’ !

min f = f(1,1) = 18

—+o0
A={(z,y) eR*: (2 —2)*+y* <1} f(z,y) = / e "t sin(yt)dt
0
(a) fedefinita <= x > 0oppurey = 0, in particolare V(z,y) € A perché
(-2 <(r—2%+9°<1l=>-1<z-2<1=1<z<3.

(b)

+oo 1 y +o0
flz,y) = / e " sin(yt)dt = —;[e“” sin(yt)]a”’o—; / e "t cos(yt)dt =
0 0

y “+o00 y 1 y +oo
= _7/ e~ cos(yt)dt = —2 (-[ezt cos(yt)] T + f/ et sin(yt)dt> =
0 xr X T Jo

x
2 +o0 2 +o0
Y Yy —xt Yy —xt = Yy
=22 Hdt = 1+ % Hdt = = =
g R e " sin(yt) < + x2> /0 e " sin(yt) e
+o00o y
= “Tsin(yt)dt = ———
/0 e~ " sin(yt) Z iy

(c) A e la circonferenza unitaria centrata in (2,0), dunque e compatta e
pertanto f, essendo continua, ammette massimo e minimo su A: se
il massimo o il minimo di f su A fossero raggiunti all’interno, allora
verificherebbero

2zy x? — g2
(@2 +42)* (a2 +¢?)*

(0,0) = Vf(z,y) = (-

tuttavia, dalla seconda equazione si ricava y = +x e, sostituendo nella
222
(2 +y?)?
non ¢ un punto di A e quindi sia il massimo che il minimo sono rag-
giunti in 04 = {(z,y) € R*: g(z,y) = 0}, dove g(z,y) = (x —2)* +y* — 1,

seconda, si ottiene F =0=2=0=y =0, ma lorigine

quindi
2wy _
{ L 2A(z — 2)
a?—y?
@ 2
22 — o2
Dalla seconda equazione si ricava che A = 5.2 oppurey = 0
2y (z* +y?)
ma in quest’ultimo caso z =0 e (0,0) ¢ A; sostituendo nella prima
2xy (2% —y?) (z —2)

= —2zy° = (2> —¢°) (z - 2) =

equazione si ottiene — 5 = 5
(2% +y?) y(z®+y?)



9 2x2 — g3 2%27‘T3_874$

y? = Z=——": sostituendo nel vincolo si ottiene 1 = (z — 2)% +
42 x4 2

6 3
== E =>y=1y1—(x—-2)2= :I:g; dunque i possibili punti di

massimo o di minimo sono

6 3
po=(22
+ (575)

Calcolando infine la funzione nei due punti si trova

mfxle = f(Py) = % mf}nf =f(P.) = —é

8. Se y=(0,...,0), allora (z,y) = 0Vz € R" e dunque anche il suo mas-

simo e il minimo tra i vettori di norma unitaria sono entrambi zero; al-
trimenti, fissato y = (y1,...,¥n) € R" la funzione f(z) = (z,y) & di classe
C"' suR"; inoltre, la sfera S = {x € R™ : ||z|| = 1} puo essere scritta come
{z € R": g(z) = 0}, dove g(z) = ||z||* — 1; dunque, per trovare il mas-
simo e il minimo di f su S si puo usare il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange: essendo Vf(z) = (y1,...,yn) € Vg(z) = (221,...,2x,), i punti
di massimo e di minimo risolvono

Yy = 2)\.1?1

Yn = 22T,

Poiché A # 0, altrimenti (y1,...,yn) = (0,...,0), allorasi hax; = g—;\ Vie{l,...

[yl [yl y
DA = = 2
2[A| 2 [yl

calcolando la funzione nei due punti si ottiene

max  (z,y) = <yy> —lyll min (ey)= <yy> — Iyl
z€R™, |[z]|=1 llyll z€R™,|[z]=1 Iyl

In particolare, ||z|| =1 = |{z,y)| < |lyll; se invece z € R™ & un vettore
qualsiasi non nullo, chiaramente ﬁ ha norma unitaria, dunque per quanto
x

sostituendo nel vincolo si ottiene 1 = ||z|| =

appena visto <”x”y> < Iyl = (,9) < llz]ly]l, disuguaglianza che ovvi-
xT

amente e vera anche per x = 0, in quanto entrambi i membri sono nulli.

42



>0,y >0,2>0}

<l,x

{(x,y,z) ER3:z4+y+=z

Figure 2: A
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Figure 3: Parabola di equazioni y = 2 — z°
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Figure 4: A = {(z,y) e R® : y > 2”}
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Figure 5: A= {(z,y) eR*: (z —2)* +y*> < 1}



